ALGEBRA LINEAR
CM 005 - Eng. Industrial Madereira

Professor:
Fernando de Avila Silva
Departamento de Matematica - UFPR

LISTA: Produto interno

Esta lista est4 baseada nos exercicios do livro Algebra Linear com Amplica¢oes de Steven J. Leon.

Resolva os exercicios:
(1) (Paginas: 156, 157) Todos, exceto: 8,9,11
(2) (Paginas: 172, 173) Todos até o 18

Observagao 1 Fquagdo (1) para questdo 3 da pdgina 172:

3

<Y >= Zziyiwi
i=1

Observagao 2 Fquagao (3) para questio 7 da pdgina 172:
b
<fg>= [ f@gl)is
Observagao 3 Fquagao (6) para questio 9 da pdgina 172:
1 ™
<fg>=— [ J@g)

Observagao 4 Fquagdo (5) para questio 11 da pdgina 172:

n
<p,q>= ZP(%)Q(%‘)
i=1



) i
156 Algebra Linear com Aplica¢es b
L
b 2. Par
tam
[ 3. Par
j k —p
{ (@)
(b)
(c)
j (d)
s
B 4. Enc
% 5. Enc
< &. Enc
; 7. Emi
i i O po
i? (a) .
& (b)
(¢c) |
K % 8. Encc
g 9. Enc
FIGC. 5.1.3 10. Sg:i(
2 ) - (a) s
i SOLUGAQ. O vetor N = (1, 2,2)" é normal ao plano e o plano contém a origem. Seja v = (2,0,0)"A f+ (c) »
distanciad de (2,0, 0) ao plano é, simplesmente, o valor absoluto da proje¢ao escalar de v sobre N. Logo, - 11. Seu
l vVIN| 2 i<
': = | | - 12. Sejai
i IN]] 3 0§ e sor
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I ORTOGONALIDADE EM R 14, Scia
5 usad:
Todas as defini¢des que foram dadas para R* e R* podem ser generalizadas para R". De fato, se x € R, & -
3 o comprimento euclidiano de x é definido por : (a) /
i 172 (b) .

i Ixll = x"%)'? = (x] + x5 4+ -+ +x2)

e 0 angulo 6 entre dois vetores nao-nulos x e y ¢ dado por

x"y
Ix{ Nyl

Os vetores x e y sio ditos ortogonais se x'y = 0. O simbolo “L” ¢ utilizado muitas vezes para indicar orte
gonalidade. Entio, se x e y sd0 ortogonais, escreveremos x L y. As projecdes vetoriais e escalares sio defi- £
nidas em R" da mesma maneira que em R°. Uma das aplicagdes principais desses conceitos € a soluglo
problemas de minimos quadraticos. Estudaremos problemas de minimos quadrdticos na Se¢o 4.

cosf =

EXERCICIOS
T. Encontre o dngulo cntre cada par de vetores v e w a seguir.
(a) v=(2.1,3), w=(6.3,97
(b) v=(2.-3)7, w=(3.2)"
() v=(4 D" w = (3.2)
(d) v=(=2.3, D"  w=(1.2.4)
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Ortogonalidade 157

2. Para cada par de vetores no Exercicio 1, encontre a projecao escalar de v sobre w. Encontre,
também, a projecdo vetorial de v sobre w.
3. Para cada par de vetores X e y a seguir, encontre a projecio p de x sobre y e verifique que p e X

— p sdo ortogonais.

(@ x=@3.47, y = (1,0)
(b) x= (3,5)", y= (1,1
(c) x=(2,4,3)", =(1. 1.1
d) x=(2,-5.4)", =(1,2,—1)
4. Encontre o ponto mais préximo de (5, 2) que pertence a reta y = 2x.
=2x+ 1

5. Encontre o ponto mais proximo de (5, 2) que pertence a reta y = 2.
6. Encontre a distincia do ponto (1, 2) areta 4x — 3y = 0.
7. Em cada um dos itens a seguir, encontre a equagdo do plano normal ao vetor N dado que contém

o0 ponto P,

(@) N=(Q2.4.3)". Py = (0.0.0)
(b)y N=(-3.6.2)". 0= (4.2.=5)
() N=1(0.0. D", Py=(3.2.4
8. Encontre a distancia do ponto (1, 1, 1) ao plano 2x + 2y + z = 0.
9. Encontre a distancia do ponto (2, 1, —7) aoplano 6(x — 1) + 2(y — 3) + 3(z + 4) =
10. Sex = (x,, x,), ¥y = (v, v»)" € Z = (g, 2,)" s@0 vetores arbitrarios em R®, prove que:
(a) x'x>0 (b) x'y=y"x

(©) x"(y +z)—x y+x'z
11. Seue v sio dois vetores quaisquer em R*, mostre que llu + vII* = (llull + IIvll)* e, portanto, llu +

vil < llall + Hvll. Quundo a igualdade € vdlida? Interprete geometricamente essa desigualdade.
12. Sejam [, aretay = myx + b, m, # 0,elaretay = mx + b. Mostre que [ € perpendicular a /| se

e somente se m = — 1/m,.
13. Sejam X,, X,, X; vetores em R*. Se x; L x, e X, L x;, é necessariamente verdade que x, L x;? Prove.

14. Seja A uma matriz 2 X 2 com vetores colunas a, e a, linearmente independentes. SL a, e a, sao
usados para formar um paralelogramo P de altum h (ver a figura seguir), mostre que:

) h2llax )2 = lla, 1% llaq > — (a] ay)’
(b) Areade P = ldel(A)|

a;

1
()

SUBESPACOS ORTOGONAIS

Seja A uma matriz m X ne e sejax € N(A). Como Ax = 0, temos

(1) anx, + apx, + -+ ap,x, =0

<
s
3



(-1, -1, 1L, Dey=( 1. 1,5, —3)". Mostre que X 1 y. Calcule Iy, Hylls, x4yl

verifique a validade do teorema de Pitagoras.
2. Sejax = (1, 1, 1, Hey=(8, 2,2,0).

(a) Encontre o dngulo fentre xey.
¢iio vetorial p de x sobre y.

1. Sejam x =

(b) Encontre a proje
(c) Verifique que x — P é ortogonal a p.
(d) Calcule llx — plly, lipll,, lxll, e verifique a v
3. Sejaw = (1/4, 1/2, 1/4)" e use a Equagdo (1) para definir
(1.1, DHley = (-5,1,3)".
(a) Mostre que X € y $30 orto
(b) Calcule os valores de lixll
(

4. Considere

alidade do teorema de Pitagoras.
um produto interno em R*. Sejam¥’

gonais em relagao a esse produto interno com peso.

e llyll para esse produto interno.

12 2 4 11
A=f1 0 2 e g=l| -2 % 2
31 -2 -2

Determine o valor de cada uma das expressoes a seguir.

(a) <A, B> (b) AL, (c) IIBll,: (d) A + Bl
5. Mostre que a Equagao (2) define um produto interno em R"*".
6. Mostre que o produto interno definido pela Equacao (3) satisfaz

defini¢io de produto interno.

7. Para C|0, 1] com produto interno de

(a) (e‘ , € ‘> (b) (x.senmx) (c) (.\'3. .\'l>

as duas ultimas condigoes

finido por (3), calcule:

8. Para C[0, 1] com produto interno definido por (3), considere os vetores 1 ex:
(a) Encontre 0 angulo Qentre | € x.

(b) Determine a proje¢ao vetorial p de 1 sobre

(¢) Calcule IIt — pli, lipll, Ittlle verifique a vali

9, Para C[—m, 7] com produto interno definido por

e que ambos sao vetores unitarios. Determine a distancia entre 0S

10. Mostre que as fungoes x € ¥ sfo ortogonais em Psem rela¢ao ao

(5), onde x; = (i = 3)
11. Considere em P50 pro

xe verifique que I — P ¢é ortogonal a p.

dade do teorema de Pitdgoras.

(6), Mostre que Cos mx € Sen nx sdo ortogor
dois vetores.

produto interno definido;

/2 parai = 1, R

duto interno como no Exercicio 10 e a norma definida por

12

1ol = Vi ) = {2 )Y

i=l

Calcule:
(a) lxll (b) Ixll (¢) a distancia entre x € s
2 Jido de um produto interno, mostre que

12. Se V € um espago mur
il = v, v)

satisfaz as duas primeiras propriedades na defini¢cao de norma.

13. Mostre que

n

Ixlhy = Y 1l

i=1

define uma norma em R".
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Ortogonalidade 173

14, Mostre que
l[Xlloc = max |x:|

define uma norma em R".
15. Calcule lixll,, Ixll,, lIxll, para cada um dos vetores a seguir pertencentes a R

@x=(—3,4,0) ®)x=(-1,-1,2) ©x=(@1,1D"
16. Sejam x = (5, 2.407ey = (3,3, 2)". Calcule llx — ¥yl lIx — yll, e llx — yll.. Para qual dessas
normas os dois vetores estao mais proximos? Para qual eles estao mais longe?
17. Sejam x e y dois vetores em um espago com produto interno. Mostre que, s¢ X Ly, entdo a dis-
{inciaentre x ¢ y €
2 w12
(1% + 1y1%)
18. Considere R" com 0 produto interno
-
(x,y) =x'Yy
Encontre uma férmula para a distancia entre dois vetores X = (xy, ..., x,) ey (v, v
19. Seja x € R". Mostre que lxll, = lixll,.
20. Seja x € R*. Mostre que lxll, = Nl

| Sugestdo: Escreva X na forma x,e, + x,€, e use a desigualdade triangular.]

21. Dé um exemplo de um vetor nido-nulo x € R? para o qual

Il = Ixll2 = IxIh
22. Mostre que, em qualquer espago vetorial normado,
I=vil = livll
23. Mostre que, quaisquer que sejam u € vV em um espago vetorial normado,
a4 vil = |lall = Vi
24. Mostre que, quaisquer que sejam u e v em um espago vetorial munido de um produto interno,
u VI + = VI = 2l o+ 201

Interprete geometricamente €ss¢ resultado para o €espago vetorial R*.

25. O resultado do Exercicio 24 ndo ¢é valido para normas que nio estio associadas a produtos inter-
nos. Dé um exemplo disso em R* para a norma 111,

26. Determine se as expressoes a seguir definem ou nao normas € Cla, b.

@ Il = f@l+1f )

) Il = f) 1S 0)ldx
(© Ifll = m‘u_x/'lf(,x)l

Il

Il

27. Seja x € R'. Mostre que:

@) [Ixlh = nlixlle (b) Iz < v/ Il
Dé exemplos de vetores em R" para 0s quais as igualdades nos itens (a) € (b) sao vélidas.
28. Desenhe 0 conjunto de pontos (x;, X2) =x"em R* para 0s quais:

(a) [Ixll. =1 (b lIxlly =1 © Ixllec =1

29, Considere 0 €spago vetorial R" com o produto interno <Xx. y> = x'y. Mostre que, qualquer que
seja a matriz A m X n, temos:

(a) (Ax,y) = (x, ATy) (b) (AT Ax, x) = | Ax|?




