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LISTA: Processo de Gram-Schmidt e Matrizes Ortogonais

Esta lista esta baseada nos exercicios do livro Algebra Linear com Amplicagées de Steven J. Leon.

Definicao 1 Uma matriz real Q,x, € dita ortogonal se seus vetores colunas formam uma base ortonormal para
o espaco R™.

(1) Quais sdo as condigdes para que a matriz real abaixo ser ortogonal?

Q:{au am}

a21  a22

(2) Quais das matrizes abaixo sdo ortogonais?

=[5 0] m= (3 ] e-[41)

(3) Mostre que se uma matriz real Q,x, € ortogonal, entdo det(Q) = 1 ou det(Q) = —1. (Dica qual é a
inversa da matriz Q7)

Teorema 1 Se V = {vy,...,v,} é uma base ortonormal de um espago V, entao dado qualquer v € V
temos que

n
v = E vy, sendo o =< v,v; >
j=1

(4) Considere os seguintes vetores em R3

( 1 1 4 ) (2 2 1) (1 1 0)
Uy = ) y T y U2 = 99 o € Uz = T T T
P22 3v2) T 87303 : 2 V2

(a) Mostre que {u1,us2,u3} é uma base ortonormal de R?;

(b) Escreva o vetor v = (1,1,1) como combinagao linear de u1, us e ug utilizando o teorema (1);
(5) Seja # um numero real fixo e os vetores z1 = (cos(0), sen(0)) e x2 = (—sen(d), cos()).

(a) Mostre que {x1, 72} ¢ uma base ortonormal de R?;
(b) Escreva um vetor arbitrario y como c1x1 + caxo;

(c) Mostre que c¢? + c2 = ||y||?;



(6) Suponha {u1,us,us} uma base ortonormal de um espago V' e

u=1uy +2us +uz € v=mu; + Tus.

Calcule:
(a) <wu,v>;
(b) [ull e [[v]];

Definigao 2 Dado um espago vetorial V' com produto interno e wm conjunto linearmente independente

A = {v1,...,v,} o processo de ortogonalizagcio Gram-Schmidt permite construir um conjunto A" =
{wi,...,w,} ortogonal. Mais ainda, temos [A] = [A’]. Os vetores w; sio construidos da sequinte forma:
wyp =711
< vVg,w1 >
IR ™Y
1

k
_ < Vg1, W; >
Wkt = Ukt = D TP Y
J

(7) Aplique o processo de Gram-Schmidt para os vetores

uy = (1,1,1,1), ug = (—1,4,4,-1), e ug = (4,-2,2,0).

(8) Dada a base {(1,2,-2),(4,3,2),(1,2,1)} de R?, obtenha uma ortonormal.

(9) Considere o espago C([—1,1]) munido com o produto interno
1
< f,g>= / f(x)g(z)dx.
~1

Obtenha um conjunto ortonormal a partir do conjunto {1, z,x?}.



