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Introducao

O principal objetivo destas notas é fornecer aos estudantes apenas
um guia para o curso Funcoes - CM 128 - ofertado pelo departa-
mento de matemética da UFPR.

Recomendamos (fortemente) que os alunos busquem outros ma-
teriais para complementar seu estudo. Listamos no final do texto
algumas boas referéncias para este fim.

Uma grande quantidade dos exercicios propostos neste texto foram
inicialmente elaborados pelo prefessor Alexandre Trovon (UFPR)
e varios outros pelo professor Lucas Pedroso (UFPR).

Por fim, lembramos ao leitor que este é um material ainda en cons-
trucdo, o qual pode apresentar erros de digitacio e formatacao.
Sendo assim, ficaremos felizes em receber corre¢oes, sugestoes e
criticas.



Capitulo 1

Conjuntos

Resumo:

Nas primeiras aulas deste curso estudaremos alguns aspectos gereais sobre conjuntos, tais como relagoe de
pertinencia, inclusao e interseccao. Faremos ainda uma breve introdugao sobre os principais conjuntos numéricos
que serao abordados neste curso.

1.1 Aula 1 - Operacoes entre conjuntos
1. RelagOes de pertinencia e inclusdo. Conjunto complementar;
2. Uniao e intersecao de conjuntos

3. Produto cartesiano

1.1.1 Conjuntos

Nao sera foco deste curso uma discussdo formal sobre o conceito de conjunto. Para nossos fins a seguinte
definicdo, dada por Georg Cantor (1845-1918), sera suficiente:

Defini¢ao 1 (Conjunto) Chama-se conjunto o agrupamento num todo de objetos, bem definidos e discerniveis,
de nossa percep¢ao ou de nosso entendimento, chamados os elementos do conjunto

Ao longo desta disciplina (bem como ao longo do curso de matemaética) estudam-se varios tipos de conjuntos,
tais como, os numéricos, de pontos, de curvas, de fungoes, de tridngulos.

Alguns exemplos sdo:
Exemplo 1
(a) O conjunto numéricos: N, Z, Q, R e C;
(b) Conjunto das fungdes polinomiais, das fungdes trigonométricas;

(c) Gréaficos de funcgoes;

Definicao 2 Dado um conjunto A utilizaremos a notagio x € A (lé-se x pertence a A) para indicar que v é
um elemento de A.
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Exemplo 2

(a) 10e N, =7 € Z;

(b) Com respeito aos conjuntos A = {1,2,7,9}, B={1,7} e C = {9,10} temos:
e 1lcA,2c A, TeAe9cE A

e lcBeT7€B;
e 9c(Celle(

Observagao 1
(a) Note que todos os elementos de B sdo também elementos de A;
(b) Existem elementos de A que ndo sio elementos de B;

(¢) Os conjuntos B e C' nao possuem elementos comuns. (O simbolo (} indica o conjunto vazio, ou seja, aquele
que ndo possui elementos.)

Com base nestas observagoes introduzimos os seguintes conceitos:

Definigao 3 Sejam A e B conjuntos.

(i) Dizemos que B € subconjunto de A (notagio B C A) quando todo elemento de B for elemento de A;

(i) Dizemos que B é subconjunto préprio de A (nota¢io B C A) quando B C A e existe pelo menos um x € A
tal que x ¢ B;

(iii) Dizemos que os conjunto A e B sdo iguais quando A C B e B C A;

(iv) Quando B é um subconjunto de A definimos o conjunto complementar B, em relagio a A, como sendo
aquele que contém todos os elementos que estdo em A mas nao em B e o denotamos por A— B, ou ainda,
BY. De modo mais preciso:

BS=A-B={xcA, tais que = ¢ B}

Observagao 2 A defini¢do de igualdade de conjuntos, apesar de ser muito intuitiva e, aparentemente, trivial
fornece uma importante ferramenta para a demonstra¢io de alguns resultados. Vamos explorar este assunto
mais adiante.

Exemplo 3

Segue das defini¢des acima e do exemplo anterior que:

e BC A; e A— B =1{2,9}; e A#DB;

Exemplo 4

Considerando o conjunto A = {0,2,{3,7}} temos:
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e 0c A; e 3¢ A; o {3,7} € 4 e {{3,7}} C 4;
o {2} C A; o T¢ A; e {0,2} C A4 o {3} ¢ A;

Observagao 3 Ao longo deste curso os alunos terao um primeiro contato formaliza¢ao de conceitos matemad-
ticos e demonstragoes de proposicoes. Neste sentido recomendamos a leitura das secoes 1.6 e 2.3 da referéncia
[4]. Recomenda-se também a referéncia [1].

1.1.2 Uniao e Intersecao

Exibimos agora duas operacoes entre conjuntos extremamente importantes:
Definigao 4 Sejam A e B conjuntos.

(i) A unido entre dois conjuntos A e B (notagdo AU B) é um novo conjunto que contém exatamente todos
os elementos de A e todos os elementos B. Em simbolos:

AUB ={x, tais que x€ A, ou z € B} (1.1)

(i) A intersegdo entre os conjuntos A e B (notagio AN B) é um novo conjunto que contém exatamente o0s
elementos comuns a A e B. Em simbolos:

ANB={x, taisque z€ A, e x <€ B}. (1.2)
Exemplo 5 Sejam A, B e C os conjuntos A = {1,5,7,9}, B={1,7,10} e C = {8,10}.
e AUB={1,5,7,9,10}; o« ANB={1,7};

e BUC =1{1,5,7,8,9,10}; e BNC =10;

Proposigao 1 As sequintes afirmagoes sio verdadeiras para quaisquer subconjuntos A, B e C' de um conjunto

U.
(a) (ANB)C A (e) (ANB)NC=AN(BNC)
(b) AC (AUB) (f) (AuB)UC =AU (BUC)
() ACBeBcC = AcCC (9) (AUB)® = A° N B®
(d) (AUB)=(ANB) «<— A=B8B (h) (AN B)° = AU B¢
(Vamos demonstrar apenas alguns destes itens, sendo que os demais devem ser feitos como exercicio.)
Demonstragao:

(a) Pela definigao de inclusao devemos provar que qualquer elemento do conjunto ANB é também um elemento
do conjunto A. Considere entdo x € AN B. Segue de (1.2) que z € A e z € B, logo

rceANB=—xcA=—ANBCA

(b) Para verificar este item devemos mostrar que todo elemento de A é um elemento de AU B. Para tanto,
dado x € A segue de (1.1) que x € AU B.
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(c)
(d)

(h)

Exercicio.

Este é um resultado do tipo se e somente se, ou seja, devemos provar duas afirmacoes:
(i) (AUB)=(ANB) = A=B5;

(i) A=B = (AUB)=(ANB);

Para provar (i) devemos assumir que vale a igualdade (AU B) = (AN B) e provar que A = B, ou seja,
demonstar que A C Be B C A.

Considere entdo x € A. Segue do item (b) que 2 € AU B, mas pela hipotese (AU B) = (AN B) temos
reACAUB=ANBGB,

entdo x € AN B e pela definicdo de interse¢do obtemos x € B, portanto A C B.

Para provar que B C A podemos seguir as mesmas ideias, pois para x € B temos
reBCAUB=ANB,

concluindo entdo a prova da afirmacéo (i).

A demonstracdo da afirmagao (ii) segue dos seguintes fatos:

A=B — AUB=AUA=A

A=B = ANB=ANA=A4A
Assim, AUB = A= AN B, logo fica conluida a prova do item (d).
Exercicio.
Exercicio.
Para provar a igualdade destes conjuntos devemos verificar as duas inclusoes
(i) (AuB)® c AN B¢
(ii) AN BY c (AuB)©

Para verificar (i) note que se x € (AU B)%, entdo 2 ¢ AU B, logo  nio pode ser elemento de A e nio
pode ser elemento de B. Temos entdo v ¢ A e x ¢ B, ou seja, v € AY e x € B®. Mostramos entdo que

re(AUB)Y = ze A°nB°¢

Agora,se x € AN B entdo v ¢ Aex ¢ B,logo x ¢ AU B e portanto € (AU B)“, o que conclui a
prova de (ii).

Exercicio.

1.1.3 Produto cartesiano

Seja {z,y} um conjunto, cujos elementos podem ou néo ser distintos. Para estes elementos definimos dois
novos elementos, chamados de pares ordenados, indicados por (z,y) e (y, ).
Dado um outro par ordenado (z’,y’) definimos

(z,y) = (2',y') se, e somente se, z=1" e y=1

Em particular, (z,y) = (y,x) se, e somente se, x = y.
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Definigao 5 Dados dois conjuntos ndao vazios A e B definimos o produto cartesiano (nota¢io A x B) de A por
B como sendo o conjunto de todos os pares ordenados (x,y) tais que x € A e y € B. Simbolicamente:

AxB={(z,y); r€A e y<c B}
Exemplo 6
Com respeito aos conjuntos A = {a,b}, B={1,2} e C = {0} temos:

(a) Ax B= {(av 1), (a,2), (b, 1), (b, 2)} (b) AxC = {(a,O), (b,O)}

Observacao 4 E interessante notar que o produto cartesiano nio é comutativo, ou seja, nem sempre vale a
igualdade A x B = B x A. De fato, basta considerar o produto de conjuntos distintos.

1.1.4 Exercicios

Exercicio 1 Dados os conjuntos
A={1,2,3}, B=1{0,3,7,5} e C={0,—-1,2},
determine o conjunto (ANB)U(BNC)U (ANC).

Exercicio 2 Considere o conjunto A = {1,3,5,7,11}. Determine quais das afirmag¢des abaizo sdo falsas e
quais sao verdadeiras.

(a) 1e A (c) T¢ A (e) {1} A (g) {1,3}n{3,5,7} C A
(b)y 2€ A (d) 11€ A (f) {1,3,4}c A (h) 4c A

Exercicio 3 Considere os conjuntos

A= {1a273} e P(A) = {(Z)v{1}1{2}7{3}7{1’2}7{173}7{273}’ {1a273}}

(a) Verifique se sdo falsas ou verdadeiras as seguintes afirmacoes:

(a1) 2 € A4; (aq) {1,3} C 4;
(as) 11 € A; (as) {2,3} € P(A);
(az) 1€ P(A); (as) {1,3} € 4

(b) Como foi construido o conjunto P(A)?

Exercicio 4 Considere os conjuntos
e A=1{1,2,3,4,5}, e B ={23,4}, o C'=1{2,4,5}.
Determine quais das afirmacoes abaizo sao falsas e quais sao verdadeiras.

(a) AC B (c) BCA (e) Cc A (g) CcC
(by AcC (d) BcC (f) CcB (h) 0c B

Exercicio 5 Dados os conjuntos
A={1,2,3,4} B={2,4,6,8} C={3,4,5,6},

determine:
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e ANBeAUB e BNC ¢ BUC e (AUB)UC e AU(BUC)
e ANC e AUC e (ANB)NC e AN(BNC) e (ANB)UC e AN(BUC)

Exercicio 6 Considere os conjuntos

o A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, o C=1{1,3,57,09}, o E={35},
e B={2,4,6,8}, o D= {345},

verifique quais destes conjuntos podem substituir o conjunto X nas seguintes afirmacgoes:
(a) XCcDeX¢B (b) XCcCeX ¢ A (c) XCAeX¢gC
Exercicio 7 Dado o conjunto A = {1,2,3}, achar os conjuntos X # A tais que {1} C X e X C A.

Exercicio 8 Determine os elementos do conjunto X, Y e Z, tais que:

XNY ={24}, XUY ={2,3,4,5}
XNnzZ=1{23}, XUZ=1{1,234}

Exercicio 9 Considere o conjunto universo U = {1,2,3,4,5,6,7,8} e os subconjuntos

X ={1,2,3,4,5,5}, Y ={1,2,3} e Z={4,6,8]}.

Determine:
e XC YC e z¢ e XNY,XNZeYNZ e (XNY)Y eXCNYC©
e XNX eXCUX e (XUY) eXCUYC e (XN2Z)¢ eXnZzC

Exercicio 10 Construa exemplos de conjuntos A, B e C' que nao satisfazem as sequintes afirmagoes:
(a) Se ANB=0eBNC=0, entaio ANC = 0;
(b) Se AC BeBcCC, entio AN B # 0;
(c) Se ANB C C, entio A C C;
Exercicio 11 Determine os elementos dos sequintes produtos cartesianos:
o {1} x{1,2} e {0,1} x {3,4} e {0,2} x {0,2}
e {1,2} x {a,b,c} e {1,2,3} x {4,5,6} o {{1,2},{3}} x {{5},{6}}

Exercicio 12 Considere os conjuntos A = {a,b,c}, B ={2,3} e C = {3,4}. Determine:

e AX (BUCQ) e AX(BNCQC) e (AXxB)U(AXC) e (AxB)N(AxC)

Exercicio 13 Determine os nimeros reais que tornam iguais os sequintes pares ordenados:
(a) ($+y,1) € (3,-'17_9)
b) (y—2,2c+1) e(z—1,y+2)

Exercicio 14 Sejam a e b dois nimeros pertencentes conjunto dos naturais N = {1,2,3,...}. Determine a
intersecdo dos conjuntos

M(a) = {a,2a,3a,...} e M(b)={b,2b,30,...}.
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