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Introducao

O principal objetivo destas notas é fornecer aos estudantes apenas
um guia para o curso Funcoes - CM 128 - ofertado pelo departa-
mento de matemética da UFPR.

Recomendamos (fortemente) que os alunos busquem outros ma-
teriais para complementar seu estudo. Listamos no final do texto
algumas boas referéncias para este fim.

Uma grande quantidade dos exercicios propostos neste texto foram
inicialmente elaborados pelo prefessor Alexandre Trovon (UFPR)
e varios outros pelo professor Lucas Pedroso (UFPR).

Por fim, lembramos ao leitor que este é um material ainda en cons-
trucdo, o qual pode apresentar erros de digitacio e formatacao.
Sendo assim, ficaremos felizes em receber corre¢oes, sugestoes e
criticas.



Capitulo 1

Conjuntos

Resumo:

Nas primeiras aulas deste curso estudaremos alguns aspectos gereais sobre conjuntos, tais como relagoe de
pertinencia, inclusao e interseccao. Faremos ainda uma breve introdugao sobre os principais conjuntos numéricos
que serao abordados neste curso.

1.1 Aula 1 - Operacoes entre conjuntos
1. RelagOes de pertinencia e inclusdo. Conjunto complementar;
2. Uniao e intersecao de conjuntos

3. Produto cartesiano

1.1.1 Conjuntos

Nao sera foco deste curso uma discussdo formal sobre o conceito de conjunto. Para nossos fins a seguinte
definicdo, dada por Georg Cantor (1845-1918), sera suficiente:

Defini¢ao 1.1.1 (Conjunto) Chama-se conjunto o agrupamento num todo de objetos, bem definidos e discer-
niveis, de nossa percep¢ao ou de nosso entendimento, chamados os elementos do conjunto

Ao longo desta disciplina (bem como ao longo do curso de matemaética) estudam-se varios tipos de conjuntos,
tais como, os numéricos, de pontos, de curvas, de fungoes, de tridngulos.

Alguns exemplos sdo:
Exemplo 1.1.1
(a) O conjunto numéricos: N, Z, Q, R e C;
(b) Conjunto das fungdes polinomiais, das fungdes trigonométricas;

(c) Gréaficos de funcgoes;

Defini¢ao 1.1.2 Dado um conjunto A utilizaremos a notagao x € A (lé-se x pertence a A) para indicar que x
é um elemento de A.
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Exemplo 1.1.2
(a) 10e N, =7 € Z;
(b) Com respeito aos conjuntos A = {1,2,7,9}, B={1,7} e C = {9,10} temos:

e 1lc A2 A, T€c Ae9c A
e lcBeT7€B;
e 9c(Celle(

Observagao 1.1.1

(a) Note que todos os elementos de B sdo também elementos de A;
(b) Existem elementos de A que ndo sio elementos de B;

(¢) Os conjuntos B e C' nao possuem elementos comuns. (O simbolo (} indica o conjunto vazio, ou seja, aquele
que ndo possui elementos.)

Com base nestas observagoes introduzimos os seguintes conceitos:

Definigao 1.1.3 Sejam A e B conjuntos.

(i) Dizemos que B € subconjunto de A (notagio B C A) quando todo elemento de B for elemento de A;

(i) Dizemos que B é subconjunto préprio de A (nota¢io B C A) quando B C A e existe pelo menos um x € A
tal que x ¢ B;

(iii) Dizemos que os conjunto A e B sdo iguais quando A C B e B C A;

(iv) Quando B é um subconjunto de A definimos o conjunto complementar B, em relagio a A, como sendo
aquele que contém todos os elementos que estdo em A mas nao em B e o denotamos por A— B, ou ainda,
BS. De modo mais preciso:

BS=A-B={xcA, tais que = ¢ B}

Observagao 1.1.2 A defini¢cdo de igualdade de conjuntos, apesar de ser muito intuitiva e, aparentemente,
trivial fornece uma importante ferramenta para a demonstragio de alguns resultados. Vamos explorar este
assunto mais adiante.

Exemplo 1.1.3

Segue das defini¢des acima e do exemplo anterior que:

e BC A; e A— B =1{2,9}; e A#DB;

Exemplo 1.1.4

Considerando o conjunto A = {0,2,{3,7}} temos:
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e 0c A; e 3¢ A; o {3,7} € 4 e {{3,7}} C 4;
o {2} C A; o T¢ A; e {0,2} C A4 o {3} ¢ A;

Observagao 1.1.3 Ao longo deste curso os alunos terao um primeiro contato formaliza¢do de conceitos mate-
mdaticos e demonstracoes de proposicoes. Neste sentido recomendamos a leitura das se¢oes 1.6 e 2.3 da referéncia
[4]. Recomenda-se também a referéncia [1].

1.1.2 Uniao e Intersecao

Exibimos agora duas operacoes entre conjuntos extremamente importantes:
Definigao 1.1.4 Sejam A e B conjuntos.

(i) A unido entre dois conjuntos A e B (notagdo AU B) é um novo conjunto que contém exatamente todos
os elementos de A e todos os elementos B. Em simbolos:

AUB ={x, tais que x€ A, ou z € B} (1.1)

(i) A intersegdo entre os conjuntos A e B (notagio AN B) é um novo conjunto que contém exatamente o0s
elementos comuns a A e B. Em simbolos:

ANB={x, taisque z€ A, e x <€ B}. (1.2)

Exemplo 1.1.5 Sejam A, B e C os conjuntos A ={1,5,7,9}, B={1,7,10} e C = {8,10}.

e AUB ={1,5,7,9,10}; e ANB={1,7};
e BUC =1{1,5,7,8,9,10}; e BNC = ;

Proposigao 1.1.1 As sequintes afirmagoes sao verdadeiras para quaisquer subconjuntos A, B e C' de um con-
Junto U.

(a) (ANB)C A (e) (ANB)NC=AN(BNC)
(b) AC (AUB) (f) (AuB)UC =AU (BUC)
() ACBeBcC = AcCC (9) (AUB)® = A° N B®
(d) (AUB)=(ANB) «<— A=B8B (h) (AN B)° = AU B¢

(Vamos demonstrar apenas alguns destes itens, sendo que os demais devem ser feitos como exercicio.)

Demonstragao:

(a) Pela definigao de inclusao devemos provar que qualquer elemento do conjunto ANB é também um elemento
do conjunto A. Considere entdo x € AN B. Segue de (1.2) que z € A e z € B, logo

rceANB=—xcA=—ANBCA

(b) Para verificar este item devemos mostrar que todo elemento de A é um elemento de AU B. Para tanto,
dado x € A segue de (1.1) que x € AU B.
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(c)
(d)

(h)

Exercicio.

Este é um resultado do tipo se e somente se, ou seja, devemos provar duas afirmacoes:
(i) (AUB)=(ANB) = A=B5;

(i) A=B = (AUB)=(ANB);

Para provar (i) devemos assumir que vale a igualdade (AU B) = (AN B) e provar que A = B, ou seja,
demonstar que A C Be B C A.

Considere entdo x € A. Segue do item (b) que 2 € AU B, mas pela hipotese (AU B) = (AN B) temos
reACAUB=ANBGB,

entdo x € AN B e pela definicdo de interse¢do obtemos x € B, portanto A C B.

Para provar que B C A podemos seguir as mesmas ideias, pois para x € B temos
reBCAUB=ANB,

concluindo entdo a prova da afirmacéo (i).

A demonstracdo da afirmagao (ii) segue dos seguintes fatos:

A=B — AUB=AUA=A

A=B = ANB=ANA=A4A
Assim, AUB = A= AN B, logo fica conluida a prova do item (d).
Exercicio.
Exercicio.
Para provar a igualdade destes conjuntos devemos verificar as duas inclusoes
(i) (AuB)® c AN B¢
(ii) AN BY c (AuB)©

Para verificar (i) note que se x € (AU B)%, entdo 2 ¢ AU B, logo  nio pode ser elemento de A e nio
pode ser elemento de B. Temos entdo v ¢ A e x ¢ B, ou seja, v € AY e x € B®. Mostramos entdo que

re(AUB)Y = ze A°nB°¢

Agora,se x € AN B entdo v ¢ Aex ¢ B,logo x ¢ AU B e portanto € (AU B)“, o que conclui a
prova de (ii).

Exercicio.

1.1.3 Produto cartesiano

Seja {z,y} um conjunto, cujos elementos podem ou néo ser distintos. Para estes elementos definimos dois
novos elementos, chamados de pares ordenados, indicados por (z,y) e (y, ).
Dado um outro par ordenado (z’,y’) definimos

(z,y) = (2',y') se, e somente se, z=1" e y=1

Em particular, (z,y) = (y,x) se, e somente se, x = y.
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Definigao 1.1.5 Dados dois conjuntos nao vazios A e B definimos o produto cartesiano (nota¢ao A x B) de
A por B como sendo o conjunto de todos os pares ordenados (x,y) tais que x € A e y € B. Simbolicamente:

AxB={(z,y); r€A e y<c B}
Exemplo 1.1.6
Com respeito aos conjuntos A = {a,b}, B={1,2} e C = {0} temos:

(a) Ax B= {(av 1), (a,2), (b, 1), (b, 2)} (b) AxC = {(a,O), (b,O)}

Observacao 1.1.4 E interessante notar que o produto cartesiano néio é comutativo, ou seja, nem sempre vale
a igualdade A x B = B x A. De fato, basta considerar o produto de conjuntos distintos.

1.1.4 Exercicios

Exercicio 1.1.1 Dados os conjuntos
A={1,2,3}, B=1{0,3,7,5} e C={0,—1,2},
determine o conjunto (ANB)U(BNC)U (ANC).

Exercicio 1.1.2 Considere o conjunto A = {1,3,5,7,11}. Determine quais das afirmacdes abaizo sio falsas e
quais sao verdadeiras.

(a) 1e A (c) T¢ A (e) {1} A (g) {1,3}n{3,5,7} C A
(b)y 2€ A (d) 11€ A (f) {1,3,4}c A (h) 4c A

Exercicio 1.1.3 Considere os conjuntos

A= {1a273} e P(A) = {(Z)v{1}1{2}7{3}7{1’2}7{173}7{273}’ {1a273}}

(a) Verifique se sdo falsas ou verdadeiras as seguintes afirmacoes:

(a1) 2 € 4; (aq) {1,3} C 4;
(as) 11 € A; (as) {2,3} € P(A);
(az) 1€ P(A); (as) {1,3} € 4

(b) Como foi construido o conjunto P(A)?

Exercicio 1.1.4 Considere os conjuntos
e A=1{1,2,3,4,5}, e B ={2 3,4}, o C'=1{2,4,5}.
Determine quais das afirmacoes abaizo sao falsas e quais sao verdadeiras.

(a) AC B (c) BCA (e) Cc A (g) CcC
(by AcC (d) BcC (f) CcB (h) 0 c B

Exercicio 1.1.5 Dados os conjuntos
A={1,2,3,4} B={2,4,6,8} C={3,4,5,6},

determine:
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e ANBeAUB e BNC ¢ BUC e (AUB)UC e AU(BUC)
e ANC e AUC e (ANB)NC e AN(BNC) e (ANB)UC e AN(BUC)

Exercicio 1.1.6 Considere os conjuntos
e A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, e C=1{1,3,57,9}, e F=1{3,5},
e B={24,6,8}, e D ={3,4,5},
verifique quais destes conjuntos podem substituir o conjunto X nas seguintes afirmacgoes:

(a) XCcDeX¢B (b) XCcCeX ¢ A (c) XCAeX¢gC
Exercicio 1.1.7 Dado o conjunto A = {1,2,3}, achar os conjuntos X # A tais que {1} C X e X C A.
Exercicio 1.1.8 Determine os elementos do conjunto X, Y e Z, tais que:

XNY ={24}, XUY ={2,3,4,5}
XNnzZ=1{23}, XUZ=1{1,234}

Exercicio 1.1.9 Considere o conjunto universo U = {1,2,3,4,5,6,7,8} e os subconjuntos

X ={1,2,3,4,5,5}, Y ={1,2,3} e Z={4,6,8]}.

Determine:
e XC YC e z¢ e XNY,XNZeYNZ e (XNY)¢ eXCNYC©
e XNXeXCUX e (XUY)Y eXCUY® e (XN2Z)¢ eXnZzC

Exercicio 1.1.10 Construa exemplos de conjuntos A, B e C' que nao satisfazem as sequintes afirmacaées:
(a) Se ANB=0eBNC=0, entio ANC = 0;
(b) Se AC BeBcCC, entio AN B # 0;
(¢) Se ANB C C, entdo A C C;
Exercicio 1.1.11 Determine os elementos dos sequintes produtos cartesianos:
o {1} x{1,2} o {0,1} x {3,4} e {0,2} x {0,2}
e {1,2} x {a,b,c} e {1,2,3} x {4,5,6} o {{1,2},{3}} x {{5},{6}}

Exercicio 1.1.12 Considere os conjuntos A = {a,b,c}, B={2,3} e C = {3,4}. Determine:

e AX (BUCQ) e AX(BNCQC) e (AXxB)U(AXxC) e (AxB)N(AxC)

Exercicio 1.1.13 Determine os niumeros reais que tornam iguais os sequintes pares ordenados:
((l) ($+y,1) € (3,-'17_9)
b) (y—2,2c+1) e(z—1,y+2)

Exercicio 1.1.14 Sejam a e b dois nimeros pertencentes conjunto dos naturais N = {1,2,3,...}. Determine
a intersecao dos conjuntos

M(a) = {a,2a,3a,...} e M(b)=1{b,2b,30,...}.
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1.2 Aula 2 - Os niimeros racionails

1. Os conjuntos numéricos N, Z e QQ suas operagoes.

1.2.1 Os ntumeros naturais

O conjunto dos nimeros naturais N é, geralmente, introduzicomo sendo o conjunto

N=1{1,2,3,4,5,...}. (1.3)

“ ”

Entretanto, note que (1.3) é apenas um representagao informal deste conjunto, pois pois o simbolo
nao apresenta de modo preciso a construcao de N.

A construcdo formal (a qual ¢ uma bela constru¢do) dos ntimeros naturais é feita através dos chamados
Axziomas de Peano, os quais podem ser formulados da seguinte forma:

Definigao 1.2.1 O conjunto dos nimeros naturais € caracterizado pelos sequintes fatos:

(i) todo nimero natural tem wm sucessor, que € ainda wm nimero natural; nimeros diferentes possuem
sucessores diferentes;

(i1) existe wm tnico nimero natural, denotado por 1, que nao € sucessor de nenhum outro;

(iii) se um conjunto A de mimeros naturais contém o 1 e contém também o sucessor de cada um de seus
elementos, entao A = N;

Um entendimento mais profundo desta construcio exige técnicas que fogem do escopo deste curso. Entre-
tanto, vale ressaltar que esta formulagdo de N permite exibir de forma precisa o significado das operagoes de
soma e produto entre niimeros naturais, como descrevemos na sequéncia.

Primeiramente, para cada ntimero natural m denote por s(m) o seu sucessor. Assim, a soma de dois ntimeros
naturais pode ser definida da seguinte forma:

e para cada par de ntuneros naturais m,n associamos o nimero (natural) m + n caracterizado por:
m+1=s(m);
m+s(n)=s(m+n), istoé, m+(n+1)=(m+n)+1
Por exemplo, se utilizarmos a notagdo s(1) = 2, entao
1+1=s(1)=2.
Agora, se denotarmos s(2) = 3, entdo
1+5(1)=s(141)=s(s(1)) =s(2) =3,
ou seja,
14+2=3,

assim, obtemos a nocao usual de soma de niimeros naturais.

Para definir o produto procedemos da seguinte forma:

e para cada par de nimermos naturais m,n associamos o numero (natural) m - n caracterizado por:

m-1=m;

m-s(n)=m-n+m, istoé, m-(n+1)=m -n+m,



CAPITULO 1. CONJUNTOS 11

Note entao que

1-1=1,
1-s()=1-141=1+1=2,
1-s2)=1-241=2+1=3,

de modo que reobtemos a noc¢ao usual de produto.

Observamos ainda que, seguindo estas ideias, podemos dar um sentido formal para a desigualdade entre
niimeros naturais:

e dados os nameros naturais m,n escreve-se m < n quando existe p € N satisfazendo n = m + p. Neste
caso, diz-se que m é menor do que n.

Em particular, prova-se que se m < n e n < k, entdo m < k. Mais ainda, dados m,n € N apenas uma (e
somente uma) das seguintes possibildiades ocorre

m<n, m=mn, ou,n<m.

Como dito acima, a formaliza¢ao destas ideias foge ao nosso objetivo, assim assumiremos que ela é vélida,
bem como o seguinte resultado:

Proposigao 1.2.1 As sequintes afirmacoes sao satisfeitas em rela¢ao as oper¢ées definidas acima:
(associativa) (m+n)+p=m+ (n+p) em-(n-p)=(m-n)-p;
(distributiva) m - (n+p)=m-n—+m-p;
(comutativa) m+n=n+mem-n=mn-m;
(corte) m+n=m+p=>n=pem-n=m-p=n=7p;

(compatibilidade) m <n=m-p<n-pem<n=m+p<n+p;

1.2.2 Numeros pares e niimeros impares

Com o intuito de explorar algumas propriedades apresentadas pela proposi¢ao 1.2.1, bem como aperfeicoar
as técnicas de demonstracao, faremos alguns comentarios sobre dois subconjuntos de N, saber: nimeros pares
e numeros impares.

Definicao 1.2.2 Definimos o sequintes conjuntos em N:
(pares) P ={m € N; 3In € N satisfazendo m =2 -n};
(impares) T ={1}U{m € N; In € N satisfazendo m =2-n+ 1}

Observagao 1.2.1

Noteque Z=N—-P e PNZ=0. Além disso, N=PUZL.

Proposigao 1.2.2 O conjunto dos numeros pares € fechado em rela¢ao a soma e ao produto, isto €,
mneP=—=m+neP
e

mneP=—m-neP
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Demonstragao:
Considere m,n € P. Por defini¢do, existem p,q € P tais que
m=2-pen=2-q,

logo
m+n=(2-p)+(2-¢9)=2-p+2-q=2-(p+q) =2-s,

sendo s = p + ¢, portanto m +n =2-s e assim m +n € P.
Por outro lado, temos

m-n=(2-p)-(2-¢9=2-p-2:q=2-2-p-q)=2-1,

sendot=2-p-q,donde m-n € P.

Observagao 1.2.2
Uma forma equivalente de dizer que o numero m é dizer que ele é divisivel por 2. Podemos denotar isso por
p= %, para algum p € N.
De modo geral temos: dizemos que um ntmero natural m é divsivel por n € N se existe p € N tal que

m =n - p. Neste caso, escrevemos
m

p=—.
n

Observe que nem sempre existe a divisdo de nimeros naturais como, por exemplo, 1/2.

1.2.3 Equacgoes

Ainda com o objetivo de explorar a proposi¢ao 1.2.1, faremos agora uma breve abordagem sobre a resolugao
de equacoes envolvendo nimeros naturais.

Exemplo 1.2.1 Vamos resolver o segquinte problema: obter um nimero x € N que seja solugao da equac¢io
3x + 7 =10. (Note que nao faz sentido, até o presente momento, a ideia de “passar” subtraindo).

Observe inicialmente que 10 = 3 + 7, logo
3x+7=10 < 3x+7=3+7,
logo pela propriedade do corte (para a soma), temos
3x+7=10 < 32x=3=3-1
e pela propriedade do corte (para o produto), temos

3r+7=10 <— x=1.

Exemplo 1.2.2 Obter um nimero x € N que seja solucdo da equagao bx + 2 = 10.
Analogamente ao caso anterior, escrevendo 10 = 8 + 2, obtemos
524+2=10 <= dHx+2=8+2 < bz =8.
Neste caso nao pode existir um elemento x € N tal que 5z = 8. De fato, note que
5:-1=5<8 eb-2=10> 8§,

logo, pelo dltimo item da proposicao 1.2.1, o numero z deveria satisfazer 1 < x < 2, o que é impossivel para
qualquer x € N.
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Exemplo 1.2.3 Obter um par nimeros naturais r e y que seja solucao da equagao x -y = 17.

E facil ver que o par (1,17) e (17,1) é uma solucio deste problema. Mais ainda, esta é a tinica solucio
possivel.

Este exemplo se encaixa na seguinte definicao:

Definigao 1.2.3 (Nameros primos) Dizemos que um nimero natural p, diferente de 1, € um nidmero primo
quando as unicas solugoes da equacao r -y =p sdoxz =1 e y = p.
1.2.4 Os numeros inteiros

Dados dois nimeros naturais m e n, com m > n, definimos o nimero m — n como sendo o (tinico) namero
natural p que satisfaz a equacdo m = p + n, ou seja,

m-—-n=p < m=p+n.
Observagao 1.2.3 Note que:
e a diferenca m —n €, de fato, 1inica pois se form —n=p em—n=7p', entdo p=7p;

e quando m < n (ou mesmo m = n) a diferenca m — n ndao faz sentido em N, pois isto violaria o ltimo
item da proposi¢ao 1.2.1;

e para qualquer m € N nao existe n € N tal que m +n = m;

Com base nestas observacoes introduzimos o conjunto dos nimeros inteiros Z da seguinte forma:

(i) defini-se o conjunto Z* = N, chamado de conjunto dos inteiros positivos;

(ii) defini-se o conjunto Z~ = {—n, n € N}, chamado de conjunto dos inteiros negativos, em que inicialmente
a notagdo —n representa apenas um simbolo qualquer (depenendete do natual n);

(iii) defini-se um elemento chamado zero, o qual é denotado por 0;

Assim, definimos o conjunto
Z=7Z"U{0}uzZ"

Fixadas estas notagoes, introudizmos agora as operagoes de soma e produto em Z:
(Soma) Caracterizemos a soma de ntimeros inteiros por:

e m+n =0 se, e somente se, m = —n;

e m + 0 =m, para todo m € Z;

e m +n coincide com a soma de niimeros naturais se m,n € Z%;

esem€eZT e—n€Z,comm>n,entdo m+ (—n) é a diferenca entre niimeros naturais m — n;
esem€eZ e—neZ ,comm<n,entdo m+ (—n) é o numero inteiro —(n — m);

e se —m€EZ en€Z", comm >n, entho —m + n é o nimero inteiro —(m — n);

ese—mcZ encZt comm <n,entdo —m +n é a diferenca entre ntimeros naturais n — m;

e se —meZ e—n€Z ,entdo —m + (—n) é o ntmero inteiro —(m + n);
(Produto) Caracterizemos o produto de nimeros inteiros por:

e m-n =0 se, e somente se, m =0 oun = 0;
e m - n coincide com o produto de ntimeros naturais m - n;

esemeZe—ne€Z ,entdo m- (—n) é o ntmero inteiro —(m - n);
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e se —meZ ené€lZt, entdo (—m) - n é o nimero inteiro —(m - n);

ese —mecZ e—neZ ,(—m)-(—n) éo produto de nimeros naturais m - n;

Observagao 1.2.4

(a) Mostra-se (sem grandes dificuldades) que estas duas operagdes em Z satisfazem as propriedades comuta-
tiva, associativa e distributiva enunciadas na proposicao 1.2.1;

(b) Se m e n sdo inteiros diferentes de zero, entdo m - n # 0;

(¢c) Podemos também definir a nocdo de desigualdade:

e dizemos que um nimero inteiro m é positivo se m € Z*, e escrevemos m > 0;
e dizemos que um nimero inteiro m ¢é negativo se m € Z~, e escrevemos m < 0;

e dados m,n € Z, dizemos que m > n se a diferenca m — n é um inteiro positivo;

Proposigao 1.2.3 As sequinte afirmacées sao vdlidas em Z:
(a) Se m <mn, entéo m+p < n+ p;
(b) Sem >0, entdo —m < 0;
(¢) Se m <0, entdo —m > 0;
(d) Sem <nep>0, entdom-p<n-p;

(e) Sem <nep<0, entdo m-p>n-p;

Observagao 1.2.5

(a) Temos, evidentemente, N C Z. Além disso, as operagdes de soma e produto definidas em Z coincidem
com as de N.

(b) A equagao 10x + 14 = 4 pode ser resolvida em Z. De fato, somando o nimero (-14) em ambos os membros
desta equagao obtemos

1024+ 14=4 <= (10z+14)+ (-14) =4+ (-14)
< 10+ (14+(—-14)) = —(14 - 4)
<— 10 =-10
<= zr=-1.

1.2.5 Numeros pares e impares

De modo natural podemos considerar os conceitos de nimeros inteiros pares e fmpares:

(pares) P = {m € Z; In € Z satisfazendo m =2-n};

(impares) Z ={m € Z; 3n € Z satisfazendo m =2-n + 1}

Proposicao 1.2.4 Dado m € Z, temos m? € P se, e somente se, m € P.
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Demonstracao: Para mostrar que m? € P implica em m € P é suficiente provar que nenhum ntimero impar

possui quadrado par.
Para tanto, note que se m € Z é impar, entao m = 2n + 1, para algum n € Z, assim

m*=m-m=2n+1)-2n+1)=2(2n*+2n) +1 =2k + 1,
sendo k = 2n? + 2n. Portanto, m? é impar quando m for impar.

Para mostrar a reciproca, ou seja, que m par implica em m? par basta notar que

mi=m-m=(2-n)-(2-n)=2(2n*) =2k

1.2.6 Os ntmeros racionais

Como vimos anteriormente os niimeros naturais e os inteiros sao fechados com relagao as operacoes de soma,
subtracao e produto. Porém, ndo sio fechados com respesito a divisdo. Os nimeros racionais, definidos abaixo,

corrigem essa deficiéncia.
O conjunto dos nimeros racionais Q é definido da seguinte forma:

Q:{r; r=§, p,q € Z, q#O}

As operagoes de soma e produto em Q sdo as seguintes: dados dois ntimeros racionais r e s com representacoes

r=2¢5="¢
b o d’
sendo a, b, ¢, d inteiros e b, d diferentes de zero definimos:
. _a-d+c-b o _a-c
rhs=——p o res=g

Exemplo 1.2.4

3,-2_3
4 5 4

2\ 3 (=) 6 3
5/ 4.5 20 10
Observagao 1.2.6

(a) Dado um racional r existe uma infinidade de formas de se escrever r = a/b, porém as operagdes acima
independem da escolha das fragdes que possam representar cada racional. (Verifique.)

(b) As propriedades comutativa, associativa e distributiva enunciadas sdo validas em Q;
(c) Podemos também definir a nocdo de desigualdade:
e dizemos que um namero racional r = p/q é positivo se p - ¢ > 0;

e dizemos que um numero racional r = p/q é neqativo se p - g < 0;

e dados r, s € QQ, dizemos que > s se r — s > 0;



CAPITULO 1. CONJUNTOS 16

1.2.7 Exercicios

1.

Verifique quais das seguintes afirmacgoes sdo verdadeiras e quais sao falsas:

(a) O conjunto {—1,0,1} é fechado em relagao & adigao;

(b) O conjunto {—1,0,1} & fechado em relagdo & multiplicacio;

(c) O conjunto {—1,0,1} é fechado em relacdo a subtragao;

(d) O conjunto {3n+1, n € Z,0,1} é fechado em relagdo & multiplicacio;
(d) O conjunto {6n + 3, n € Z,0,1} é fechado em relagdo a adigao;

Dado um nimero inteiro a definimos o conjunto de seus multiplos como sendo o conjunto
M, ={a-m, meZ}.
O conjunto M, é fechado em relacao a adi¢ao? Em relagdo a multiplicagdo?
Repita a proposicao 1.2.2 para o caso de nimeros inteiros.
Verifique onde as afirmacgoes da proposicao 1.2.1 foram utilizadas na demonstragdo da proposi¢ao 1.2.2.
Mostre que as operagoes de soma e produto sdo comutativas, associativas e distributivas;

A proposicao 1.2.2 pode ser aplicada para o conjunto dos naturais impares?

1.3 Aula 3 - Os niimeros irracionais

1.

Respresentacao decimal de racionais.

2. Dizimas periédicas e nao-periédicas.

3. Existéncia de nimeros irracionais: v2 ¢ Q.

1.3.1 Exercicios

1.

Expresse cada nimero decimal como uma fragao na forma mais reduzida possivel:

(a) 2,4 (d) 0,18 (g) 1,38181... G) 1,642
(b) —3,6 (e) 0,09595. .. (h) —4,17 (k) 0,857142
(c) 0,5555. .. (f) 3,27 (i) 2,472472... (1) 1,35135135...

Sera que é possivel escrever um decimal com um ntimero infinito de algarismos e que nao seja uma dizima
periddica, seguindo alguma regra para a colocagao dos algarismos?

Transforme os decimais em fragoes irredutiveis. Em seguida, reponda a pergunta.

(a) 2,5 e 2,4999 (d) 5,9¢6
(b) 1,02 e 1,019 (e) O que vocé observou nas fragoes dos itens an-
(c) 3,74 € 3,73999... teriores?

Expresse cada niumero como decimal:
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10.

11.

12.

13.

14.

7 9 8
(a) 10 (c) 15 (e) —55 (8) 7
2 7 56
() : (@) — () (h) -2
As formulas a seguir serdo muito uteis. Verifique-as:
(a) (@+y)(z—y) =2®—y (b) (z—y)(@*+ay+y?) =2 —y® (c) (z+y)(@*—ay+y?) = 2°+¢°
Determine o valor de z, sabendo que ———— = % (N&o é necessario resolver nenhum tipo de equacao.)

1—x
Considere f(x) = ag + a17 + azx® + - - a,x™ (n natural e a, # 0) um polindémio com coeficientes inteiros.
Seja r = = um namero racional com p e g primos entre si. Se r é raiz de f(x), é sabido que p é divisor de

ag e q é divisor de a,,. Usando este fato, prove que sao irracionais:

(a) V3 (b) V5 (c) vp

2
Cortou-se, primeiramente, — de um fio. Depois cortou-se 0,6 do restante. A parte que restou foi dividida

em 50 partes iguais, cada uma medindo 16 metros. Calcule o comprimento do fio.

Euclides mostrou que ha um ntimero infinito de primos usando um argumento muito simples. Ele supds
que houvesse somente um namero finito de primos, digamos {p1, ps,...,p,} € entdo considerou o nimero
Pp1 - pn + 1 consistindo do produto de todos esses primos mais 1. Dessa forma, esse nimero nao podera
ser primo, ja que é maior que todos os primos listados. Portanto, algum primo p; da lista acima deve
dividi-lo. Obtenha com isso uma contradicao.

. . . .. L. . oy , a
Dados dois niimeros a e b reais e positivos, chama-se média aritmética de a e b ao nimero e chama-se

média geométrica ao numero vab. Se 0 < a < b, mostre que

(a)a<%b<b (b) a<Vab<b (c)\/%<“‘2”)

Mostre que v 4 + 2v/3=1++/3.
Mostre que existem a e b racionais, tais que /18 — 8v/2 = a + bv/2.

Quais das sentencas abaixo sao verdadeiras? Explique sua resposta.

(a) 3eR (d)%e]R—Q (2) (ﬁf?)\/g)eR— ()3\f

(b)NCR (e) \/ZER—Q 3\/» 5\/7
() ZCR (f) VAcR-Q (h)TeR Q

Classifique cada afirmacao como verdadeira ou falsa. Caso nao seja verdadeira, apresentar um contra-
exemplo, ou seja, um exemplo para o qual a afirmacao feita é falsa.

(a) A soma de dois nimeros racionais é sempre racional.

(b) A soma de um ndimero irracional com um racional é sempre irracional.

(c) O produto de dois numeros racionais é sempre racional.

(d) O produto de dois nimeros irracionais é sempre irracional.

(e) Um namero irracional elevado ao quadrado é sempre irracional.

(f) A soma de dois numeros irracionais ¢ sempre irracional.
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(g) A raiz quadrada de um namero irracional positivo é sempre irracional.
(h) Quaisquer que sejam a,b,c € R, se ab = ac entdo b = c.

(i) Quaisquer que sejam a,b,c € R — {0}, se ab < ac entdo b < c.

(j) Quaisquer que sejam a,b € R, se a < b entdo a? < b?.

(k) Quaisquer que sejam a,b € R, se a®> = b* entdo a = b.

1 1
(1) Quaisquer que sejam a,b € R — {0}, se a < b entdo — > —.
a

S

15. Efetue as operagoes indicadas e escreva, em cada caso, se o resultado é um ntmero racional ou irracional.

(a) V3-v2T (c) V3 I3 (e) (V5 - V3)? (8) (VE+1)(5-1)
(b) T=V5- (8- V5) (d) 5+VIT-(G-VID) (f) (V3+V2)(V3-v2)

16. Prove que:

m ~ . .
(a) Um ntmero racional —, com mdc(m,n) =1 (a fragdo é irredutivel), pode ser representado como um
n .
decimal finito se, e somente se, n = 2/5% onde j,k € {0,1,2,3,...}.
m ~ L. . A
(b) Todo ntamero racional —, com mde(m,n) = 1 (a fracdo é irredutivel), e onde n = Np, N € Z, p é
um primo, p # 2 e p # 5, pode ser representado como uma dizima periddica.
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Inequacoes de grau 1

Resumo:

2.1 Aula 4 - Inequacoes

1. Equacgoes de primeira ordem.
2. Intervalos
3. A relagdo de ordem < em R e algumas propriedades.

4. Primeiras inequagoes.

2.1.1 Exercicios

1. Resolva as inequagdes, expressando a solugdo em forma de intervalo (quando possivel).

(1) z(z—3)(6—x) <0

() (z+1)(2z=3)(x+5) >0
(k) 1-3z<2-3z

) A 3 @) (1=32)(2 - 32) >

(d) - -3< 41 (h) — <5 (m) (4z 1)(3x—|—2)(5x+1) 0

(a) z—1<4 (e) 2z —3—(z+2) <
(b) z(3—12) <2

Wl

f) 2—-3+z—-1>2—-4
() —10z+5<w (g) r—24+2+3<ax+1

2.2 Aula 5 - Inequacoes envolvendo quocientes

2.2.1 Exercicios

1. Resolva as inequagdes, expressando a solucdo em forma de intervalo (quando possivel).

4
X
b > 2
(b) (g) 2 x<2—3x
—10z +5 7537
(¢) — <1
2 m 2>5 M) 55, >2
(d) —5 <5 z ot
- -3 4 —1
20 -3 _ 1 (i) ~— <0 (m) >
(e) T+ 2 /3 — T 3z +2
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2.3 Aula 6 - Inequacoes Modulares
1. O modulo (valor absoluto) de um nimero real,
2. Equacgoes modulares

3. Inequagdes modulares

2.3.1 Exercicios

1. Resolva as equagoes abaixo.

(a) bz —3|=3; (f) = — 1|52+ 6| =0; (k) |z| — |3z + 4] = 2x;
(b) bz + 1] =1, (g z—2z+1] =2 (1) 3lz|+1=0;
(c) bz +1|=-1; (h) |3z +4] =3; (m) x|z +1] =0;
(d) 5|z| +6 =0; (i) Bz +4] = —=; (n) |4z — 1| =3;
(e) |2z +5| > 2; () 12z — 4| = |4z + 3J; (0) 3z + 7| =13z + 8];
2. Elimine o mo6dulo nas expressoes abaixo.
(a) f(z) =13z +1|— |4z —2|; (¢) h(z) =3z — 1]+ |3z — 2;
(b) g(w) = [ -2 —2[ + 3z —2|; (d) i(z) = & =1 + [x| + |z + 1f;
3. Resolva as inequagodes abaixo.
(a) |z —7]<9; (8) 3z —4|>2 (m) [4z —1[ < 3;
(b) |2z + 3| < 10; (h) [5z| > 1; (0) 3z + 7| > |3z +8;
-1
(€) 1Bz —1| <z (i) |gc—1|—|gc—3|2|x2 |; (p) (2$+1)($_2)>0.
3r+4 -
(@) fo =1+ |o - 3] < dz; G) le =3 >z +1; 13 +4
| 1 (k) |22+ 1] < 0; (@ Bzt
© — = 2% 4z ’
lz+1flz—3] ~ 5 (1) 3|z +1 > 0; 3212
(f) |5z| > 1; (m) z|z+1] >0 (r) B > 1
4. Prove que:
(a) || >0 (©) |z —yl <lz[+ ]yl (e) Dado ¢ > 0, tem-se [z > ¢
(b) || = 0 se, e somente se, se, e somente se, x < —c ou
z=0; (d) [l =yl < |z +yl; T >

5. Mostre que se |x — 6] < 1 entdo |z| < 7.

6. Suponha que |z — 8| < 2. Quéo grande |x — 5| pode ser?



Capitulo 3

Funcoes

3.1 Aula 7 - O dominio de uma funcao

1. Domino e contra-dominio de uma funcao;

2. resolvendo inequagoes para determinar um dominio;

3.1.1 Exercicios

3.1.2 Generalidades sobre Funcoes
1. Sejam A = {a,e,i,0,u} e B=1{1,2,3,4,5}. Com a tabela

QQSQQ‘H
HMWW%‘@

estabelecemos uma regra entre os elementos de A e B de modo que a cada z € A colocado na tabela,
associa-se 0 y € B colocado a sua direita. Verifique se a regra assim estabelecida determina uma fungao
f+A— B.

2. Sabe-se que um tridngulo inscrito na semi-circunferéncia de didmetro a é retingulo. Se os catetos sdo x e
y, expresse y como funcao de x. Expresse a area desse tridngulo como funcao de z.

3. Um retangulo inscrito na semi-circunferéncia de didmetro a tem lados = e y, sendo que y estd sobre o
diametro a. Expresse y em funcao de x. Expresse a area do retangulo em funcao de z.

4. Expresse o lado do quadrado inscrito em um tridngulo retangulo ABC, em funcdo da base a e da altura

5. Tico e Teco, torcedores fanéticos de certo time da capital, ganharam de seus tios uns cofrinhos na forma
de porquinhos. No de Tico havia R$30,00 e no de Teco R$ 50,00. Os moleques resolveram guardar parte
da mesada semanal. Tico prometeu guardar R$ 5,00 por semana e Teco, R$ 3,00.

Faca uma tabela representando a situacao semanal das mesadas de Tico e Teco.

N ~
T o

Determinar as quantias nos cofrinhos em 20 semanas.

o

Quando terdao quantias iguais?

~ o~

Em que semana Tico terd R$ 12,00 a mais que Teco?

Em que semana Teco tera R$ 12,00 a mais que Tico?

—_
= @

Em que momento Tico terd o dobro da quantia de Teco?

Expresse a quantia guardada pelo Tico em fun¢do do niimero n de semanas.

= joB
T D D D D

—~ o~
(o]

Expresse a quantia guardada pelo Teco em fungao do nimero n de semanas.

21
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3.1.3 Calculos
1. Calcular f(a) sabendo que:

(a) a=—1e f(z) =2 — 3z + 2; (C)a:;ef(ﬁ):g;
x
3 _ 3 _ 9,2 _
(1) a=0e fz) = T (@ a=1lef(o)= "2
2. Se f(z) = 2 + 4z — 3, calcule:
(a) f(1); (b) £(0); (©) f(3); (d) f(V2);
3. Seja g(x) = %_}_4, calcule:
(@) ¢ (1) (c) g(a?);
\ (@) lo(a)
b) — .
® S ©) g(va):
4. Calcular W’ fazendo as simplificages possiveis, supondo que x # a, em cada um dos itens a
seguir:
(8) flo) =% =4 (b) f() =% (©) fz) = ; (@) f(x) = 4ot
x
r+1
5. Se flw) = S
(a) f(—=x); 1. LY. (d) f(f(2));
g o) 7(3); © £ );
6. Uma funcio f com dominio A C R é par se f(—a) = f(a) para todo a em A tal que —a € A, e impar se
f(—=a) = —f(a) . Determine em cada alternativa abaixo se f é par, impar, ou nem par nem impar.
(a) f(z) = 32" — du; (e) f(z)=Ta* —2®+ 7T, (i) f(z) = lz|+5;
(b) f(z)=9—522; (f) flx) =22%—-3x+4; () flz) = 21 ,
(©) fe) =2 (¢) fx) = VaT+1; @ +1
(d) f(x) =223 + 22 (h) f(z)= /2% — 4 (k) f(z)= - 1

3.1.4 Dominios

1. Determine o dominio das seguintes func¢oes:

(@) f(x) = VT, PN =k ) (f) f() = I3 — )~ 1
(B Jl) = Vi R (8) f(a) = VaZ T
(© ) = /=5 (@) fla) = 2222, () () = Vo7&

2. Seja f: A — [0,1]. Determine o dominio A, quando f é dada por:
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(@) f@) =32—1; () p() = L. (©) f@) = —a®+2+2% () fa) = L%

T 3—2’

3.1.5 Teolricos

1. Dada a fun¢do f(z) = 22 + 1, calcule f (1)
a

2. Se f(x) = ax + b, calcule f <x1 ;x2> _ f(z) —5 f(xz);

—= Y

3. Se f(z) = 2® mostre quef<x1+x2) o fl@) + f(zo)

2
. T1+ T2
4. Se f(x) = ax mostre que f(z)+ f(1 —x) = f(1) para todo x real. Mostre também que f ( 5 ) =
fla) + flae) : ) .
5 quaisquer que sejam os nimeros reais zp e .

5. As fungbes f : R — R definida por f(x) = Va2 e g : R — R definida por g(x) = z sao iguais? Explique.

6. As fungoes f e g, cujas regras sdo dadas respectivamente por

x—1 _\/x—l

xTr) = e x) =
fla) =\ e o)=Y
podem ser iguais? Explique.
7. As funcoes
fZR 5 R fR—{l} — R
e 22 -1
z — x+1 r —
x—1
sdo iguais? Explique.
8. Dada uma funcdo qualquer f, definida em toda a reta (ou num intervalo | — a, a[), mostre que a funcao

g(z) = f(z) + f(—zx) é par.

9. Uma fungao f é dita aditiva se o dominio de f é R e f(a+b) = f(a) + f(b) é verdadeiro para todos os
nimeros reais a e b.

Dé um exemplo de funcao aditiva.;

(a
(

)
b) Dé um exemplo de funcio ndo-aditiva.;
(c) Mostre que se f é uma fungao aditiva, entao f(0) = 0.;
(d) Mostre que uma funcdo aditiva deve satisfazer a f(—z) = — f(x);
10. Dada f : R — R considere as fungdes p,q : R — R definidas como p(z) = w e q(x) =
M, para todo x € R. Mostre que p é par e que ¢ é impar.

11. Se f(z) = 4z — 3 mostre que f(2z) = 2f(z) + 3

3.2 Aula 8 - Graficos de funcoes

3.2.1 Exercicios

1. Abaixo temos fungoes f : R — R. Esboce os gréficos destas fungoes.



CAPITULO 3. FUNCOES 24

(@) () =3 (1) f(@)=lal - 1 (®) f(2) =22~ 4] - |42+ 3];
(b) f(zx) =10z +5; (8) f(z)=|lz| -1} (1) f(z)=|3z+1| — |4z — 2|;
(¢) f@) = +2 (B) f(x)= 52— 3]

(@) fla) =40 ~1; (i) f(@) = — |52+ 6] (m) (=) =3z =1+ jaw = 21
(e) f(@) = 4 1] () f@)=Po—4l+Ha+35 (@) @)= |o—1+la+ o+ 1

2. As fungbes abaixo estdo todas definidas em R. Resolva as inequagoes.

a z)=|x—"Tle f(z 9; e ) = 1 T 1

(@) f(z)=lz—Te f(z) < (e) f(x) |x+1|‘x_3|ef()25,
r)=|r—1 — |z — x) > ;

(©) f(x) = 3z 1] e f(x) < (f) f(z) 3 |2 | e f(z) 2 —5

(d) flz)=|z—1|+ |z —3|e f(z) < 4x; (8) f(z)= %e f(z) =05

3. O custo de uma plantagdo é, normalmente, uma fung¢ao do ntimero de hectares semeado. O custo do
equipamento é um custo fizo, pois tem que ser pago independentemente do niimero de hectares plantado.
O custo de suprimentos e mao-de-obra varia com o nimero de hectares plantados e sdo chamados de
custos varidveis. Suponha que os custos fixos sejam de R$ 10.000,00 e os custos varidveis de R$ 200,00
por hectare. Seja C o custo total, calculado em milhares de reais, e x 0 nimero de hectares plantados.

(a) Encontre uma féormula para C' em fungao de x;
(b) Esboce o grafico de C versus x;

(c) Explique como vocé pode visualizar os custos fixos e varidveis no grafico;

4. Para que valores de € R a fungéo f(z) = = — = & negativa?

[N )
NN

3r —

5. Seja f: R — R definida por f(x) = 1

. Para que valores do dominio a imagem é menor que 47

3.3 Aula 9 - Graficos de funcgoes afim

3.3.1 Exercicios

1. Em cada item a seguir encontre a equagao da reta que passa pelo par de pontos.

(a) (332) € (7274); (e) (070) € (332); 1 e § _ .
(b) (1,1) e (2,-2); © (5.0) (0.5 (k) (5’2) (2’ 2)’
(c) (=3,-3) e (4,9); ’ T /11 2 1\
(d) (~1,-3) e (~2.5) (8) (~2,-3) e (5,~7); () (374) ¢ (3’3)’

2. Determine se a reta passando pelos dois primeiros pontos é paralela & reta passando pelos dois tltimos.

(a) (6,2) e (0,2); (5,1) e (12,10); (c) (6,—1)e (11,1); (5,—2) e (20,4);
(b) (=2,-4) e (=4,1); (7,4) e (=3,19); (d) (=1,4) e (7,1); (4,2) e (15, -2);

3. Nos itens a seguir encontre a equagao da reta que possui inclinagao m, e que passa pelo ponto dado.
(a) m:%a (;,3) (c) m=1,(=4,-3); (f) (3,0), m =2;

9 =-1, (_35 _3) (g) (_473)7 m = 0;
(b) (=2,5), m = —3; (e) (0,3), m = —2; (h) (1,-3), m = 0;
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4. Nos problemas a seguir, determine o ponto de interseccao das duas retas, se existir, e desenhe os graficos
em cada situacgao.

(a) 3z+y—1=0e20+y—1=0; d) —z4+y—2=0eax+y—2=0
(b) =22 4+3y—6=0e —2x+ 3y + 3 =0; () y—3z=0ey—3x+1=0;
() =22 +5y+30=0ebx+2y—2=0; ) y+x2+1=0e2y+2x+1=0;

5. O grafico de uma funcdo linear, f, tem coeficiente angular m = 2. Se (—1,3) e (¢, —2) pertencem ambos
ao grafico de f, encontre o namero c.

6. Encontre a equacdo da reta que passa pelo ponto (2,1) e que é perpendicular a reta y = 5z + 3.
7. Encontre a equacgio das retas paralela e perpendicular a reta y 4+ 42 = 7 e que passa pelo ponto (1, 5).

8. Pimentas picantes foram graduadas de acordo com as unidades de Scoville, em que o nivel maximo de
tolerancia humana é de 14.000 Scovilles por prato. O Restaurante Costa Oeste, conhecido por seus
pratos picantes, promete um prato especial do dia, que ird satisfazer ao mais avido aficcionado por pratos
apimentados. O restaurante importa pimentas indianas, graduadas em 1.200 Scovilles cada, e pimentas
mexicanas, com uma graduacao de 900 Scovilles cada.

(a) Determine a equacdo de restrigdo de Scoville, relacionando o nimero méaximo de pimentas indianas
e mexicanas que o restaurante deve utilizar na composicao do prato especial;

(b) Resolva a equagao da parte (a) obtenha, explicitamente, o ntimero de pimentas indianas usadas nos
pratos mais picantes em func¢ao do nimero de pimentas mexicanas.;

3.4 Aula 10 - Funcoes Injetivas e Sobrejetivas

3.4.1 Exercicios

1. Classifique as fungoes seguintes como injetora, sobrejetora, bijetora ou nem injetora nem sobrejetora.

(a) f:R — R tal que f(x ):2x—1' (d) m:N — N tal que m(x) = 3z + 2;
(b) g:R — R, tal que g(x) =1 — 22 (e) 7: R — R tal que r(x) = |z|(x — 1);
(¢c) h:R — Ry tal que h(z) = |z — 1|, (f) ¢: R — R tal que g(z) = 23;
4
2. Seja f: A— [-9,—1[ dada por f(z) = 33+_ ; Pede-se:
(a) Determinar A; (b) Mostrar que f é injetora.; (c) Verificar se f é sobrejetora.
4—-11
3. Seja f: A —]1,10] dada por f(x) = . 2;. Pede-se:
(a) Determinar A; (b) Mostrar que f é injetora.; (c) Verificar se f é sobrejetora.

3.5 Aula 11 - Funcoes quadraticas

1. Definicdo e primeiros exemplos;

2. Alguns graficos;
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3.5.1 Exercicios

Exercicio 3.5.1 Classifique cada afirmagio como verdadeira ou falsa. Caso nao seja verdadeira, apresentar
um contra-exemplo, ou seja, um exemplo para o qual a afirmacao feita € falsa.

(a) Quaisquer que sejam a,b € R, se a < b entdo a® < b>.
(b) Quaisquer que sejam a,b € R, se a®> = b* entdo a = b.
(¢) Qualquer que seja a € R positivo, temos que a® > a.

Exercicio 3.5.2 Classifique as fungoes sequintes como injetora, sobrejetora, bijetora ou mem injetora nem
sobrejetora.

(a) f:R =R tal que f(z) =2z —1;

(b) g:R— Ry tal que g(x) =1 — 2?;

(c) h: R — Ry tal que h(z) = |z —1|;

(d) m:N — N tal que m(x) = 3z + 2;

(e) p:R* — R* tal que p(z) = 1 (onde R* =R — {0} );
x

(f) ¢:R — R tal que q(x) = 23;

(9) 7 : R = R tal que r(z) = |z|(z — 1);

Exercicio 3.5.3 Determine o menor valor de b em B = {y € R|y > b} de modo que a fung¢io f : R — B
definida por f(x) = x* — 4x + 6 seja sobrejetora.

Exercicio 3.5.4 Ezxpresse o lado do quadrado inscrito em um tridngulo retdngulo ABC, em fung¢io da base a
e da altura h.

Exercicio 3.5.5 Um retdngulo inscrito na semi-circunferéncia de didmetro a tem lados x e y, sendo que y estd
sobre o didmetro a. Expresse y em fungdo de x. Expresse a drea do retdngulo em funcgao de x.

Exercicio 3.5.6 Sabe-se que um tridngulo inscrito na semi-circunferéncia de didmetro a € retdngulo. Se os
catetos sao x ey, expresse y como fungio de x. Expresse a drea desse tridngulo como funcdo de x.

Exercicio 3.5.7 Considerando que a resisténcia elétrica R (em Ohms) para um fio de metal puro estd rela-
cionado com a temperatura T (em °C) pela formula R = Ro(1 + oT) onde «, Ry sdo constantes positivas,
pede-se:

(a) Para que temperatura tem-se que R = Ry?;
(b) Se a resisténcia é considerada 0 para T = —273°C, determine o valor de «.;

(c) Se a prata tem resisténcia 1,25 ohms a 0°C a que temperatura sua resisténcia atinge 2,0 ohms?

Exercicio 3.5.8 As dosagens para adultos e para criancas devem ser especificadas nos produtos farmacéuticos.
Duas das formulas para se especificar as dosagens para criancas a partir das dosagens para adultos sio a de

Cowling, dada por y:ﬂ(t + 1)a e a de Friend, dada por y = 2—51504 onde « representa a dosagem para adulto,

em mg, et representa a idade da criang¢a, em anos.

(a) Se a = 100mg, represente graficamente as expressies das dosagens infantis usando as formulas de Cowling
e de Friend.;

(b) Para que idade as duas formulas especificam a mesma dosagem?;
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3.6 Aula 12 - Funcgoes quadraticas

1. Exiténcia de zeros;

3.6.1 Exercicios
Exercicio 3.6.1 Use a formula para a solugdo da equagdo quadrdtica para resolver as sequintes equagoes:
(a) 522 + 62 — 1 = 0;
(b) 222 =18z + 5;
(¢) x(2x — 3) = 2z — 6;
(d) 622 =Tz +2=0;
(e) mu?+ (72 — Vu — 7 =0;
(f) z(x —V2+4) =4(z +1);
(9) ? — 6azx + 3a® = 0;
Exercicio 3.6.2 Determine os valores de K para os quais as equagdes terdo raizes reais e iguais.
(a) 52% — 4z — (5+ K) = 0;
(b) (K+2)2?+3z+ (K+3)=0;
(¢c) 2> +3 — K(2z —2) = 0;
(d) (K +2)2* +5Kx —2=0;
(e) > —x(2+3K)+7=0;
(f) z(x —V2+4) =4(z + 1);
(9) (K—1)2?+2z+ (K+1)=0;

Exercicio 3.6.3 Prove as relacdes de Girard para equacdes do sequndo grau: se ax® + bx 4+ c = 0 possui raizes

. c
T, exo, entao x1 + 2o =—— e X1 Ty = —.
a a

Exercicio 3.6.4 Mostre que uma equacdo do sequndo graw que tem x, e T2 como raizes é a equacdo x> — S +
P=0,o0onde S=x14+x2 ¢ P=1x1- 2.
Exercicio 3.6.5 Obtenha uma equacdo do sequndo grau que possua as raizes:

(a) 2 €3;

1 3
(b) 5 € _57

(c) 0,4 e 5;
(d) 1e—2;
(e) 1+V3el—V3;

Exercicio 3.6.6 Determinar os valores de m para que a fun¢do quadrdtica f(z) = (m —1)2? + (2m +3)x +m
tenha dois zeros reais e distintos.

Exercicio 3.6.7 Determinar os valores de m para que a equacio do segundo grau (m + 2)x? + (3 — 2m)x +
(m — 1) = 0 tenha raizes reais.
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Exercicio 3.6.8 Determinar os valores de m para que a funcao f(z) = ma® + (m+ 1)z + (m + 1) tenha um
zero real duplo.

Exercicio 3.6.9 Determinar os valores de m para que a equa¢io mx® + (2m — 1)z + (m — 2) = 0 nao tenha
Taizes reais.

Exercicio 8.6.10 Determine m na fungio f(z) = 3z% — 4z + m de modo que se tenha Im(f) = [2, +oo|.

Exercicio 3.6.11 Para as sequintes fungoes f, encontre o discriminante (A) de f(x) = 0 e determine se as
raizes sao reais e diferentes, reais e iguais, ou nao existem. FEsboce o grdfico de f(x) sem desenhar mais de
quatro pontos.

(a) f(x) =4a? — 4o+ 1; (e) f($)=$2—\/§$+i; (h) f(x) =22 — 2ax + a?;
() fa)=a? 42+ 1; | 2

(0) Fo) = 4% — 5 5; () Ja)=a?—az—1; () £(@) = Vaa® =20 = V3,
(d) f(x)="Tz?—5r—2; (9) f(z) =322+ 7z +4; (G) f(x) =922 — 122 + 4;

Exercicio 3.6.12 Obtenha as solugoes dos sistemas abaizo:

(a) 202 —b5x+2=0 () 2—9>0
r—2<0 r—4<0
202 — 2 —3=0 22+2+8<0
@){ z4+4>0 M){aﬂ+6x+5=o

Exercicio 3.6.13 Suponha que x1 e x5 sejam raizes da equagdo x* + x — 7 = 0. Sem resolver esta equagdo
obtenha os valores

(a) o1+ 3 (b) 23 + a3 (c) =1+ a3
Exercicio 3.6.14 Para quais valores a € R a sequinte equa¢do possui mais do que duas raizes?
(a*> =3a+2)2® — (a®* —ba+4)zr+a—a®>=0
Exercicio 3.6.15 Para quais valores a € R a sequinte equag¢do possui raizes de sinais opostos?
222 — (a® +8a— )z +a®> —4a =0

Exercicio 3.6.16 Obtenha os valores para m para o0s quais as raizes da equagio 2x% + mx +m? — 5 = 0 sdo
menores o que 1.

Exercicio 3.6.17 Resolva as sequintes equagoes.

(a) 22 —|z| -2 =0; (d) |2 +x—6|=2%+2—6;
(b) 22 +5|x| +4=0; (e) |22 — 1| =2+ 3;
(c) 227 — [z — 2| = 0; 1) 12— 1) = o+ 3;

Exercicio 3.6.18 Observe como fazemos para completar os quadrados das funcoes p(x) = 2% + 2z + 10 e

q(x) = 2% — .

p(z) = 2%+2x+10 p(z) = @*-w
p(z) = 2®+22+1-1+10 pa) = 2*=2(z+(3)" - (3)
p(z) = (z4+1)+9 plr) = 2*—2+3-;

pa) = (v-3)" -4

Utilize essa idéia para completar os quadrados das fungoes:
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(a) p(z) = 22 + bz + 2; (d) p(z) = 22 + 4bx + ¢; (9) p(x) = az? + bz +¢;
(b) p(t) = —3t> — 5t + 1; (e) p(z) = m(a? — 22);
(c) p(z) = 2* + 3x; (f) p(z) = 422 + 122 + 10;

Exercicio 3.6.19 Resolva as segquintes equagoes completando os quadrados:

(a) 32% + 62 —1=0; (c) y> =15y —4 =0; (e) 2> =22 +9=0; (9) (3z—2)2+(x+1)% =

(b) 3x(3z —2) =6z — 5 0;
; (d) 6u® +Tu— 3 = 0; (f) p(2p —4) =5;

Exercicio 3.6.20 Resolva as inequagées abaizo.

5 2 . 3r—4
(a) |22% +32+3| <3 0 — 6—x—x > 0) 2_902 o<
) ) (gx +z+1)(x+4)(z—6) z x
b)) ——mm— > = ’ 3 5
REEE R ® 15,732
(2 — 3 (W (2% — 5z +4)(z + 2) '
() EEUEIZY ST TR I il Y
T 5 V—oie—s ="
2
[z —1](2* =2) _ . 227 -z -3 _ . 22 44z —1
@ — = >0 R m) L
(2® + 1)(z* 4+ 1) —222 + 42— 3 3224+ 3x—1
O e O TRV AAT TS . srr sl
() @25+ 6) () —m—gp =g >0 () =57z

Exercicio 3.6.21 Em cada item, encontre o conjunto S das solugoes reais da equacdo ou inequacdo dada.
(a) |2% — 5z — 3| < 3; (c) 222 +5x+1|=—-1; (e) |—2*+22+5|>2; (g) 222 —6] =2
(b) 1222 + 5z + 1] =1; (d) |2* — 1| > 2x; (f) z? — |5z +6/=0
Exercicio 3.6.22 Fsboce o grdfico das funcoes reais abaizo:
(a) f(z)=]a®=5z=3|; (b)) f(z)=[22%+bz+1]; (c) f(z) =" —1]; (d) f(x)=a* -5z + 6]

Exercicio 3.6.23 Nos itens a sequir, determine para quais valores de x o trindmio € maior que zero, e para
quais valores de x é menor que zero.

(a) 2% —2x — 3; (c) 222 —x — 1; (e) 1622 — 2x; (9) 2> +x+1
(b) 2% +x —42; (d) z?—9; (f) z% + 3z

Exercicio 3.6.24 Determine o dominio das sequintes fung¢oes

(a) f(z) = Vz+5; e CEav e
(d) fla) =4, — =, (0) fla) =T+ s

(b) flx) = Vi—a2; m V2 —a?
(e) f(z)=5+4z—2? ;

—w—f—? 2 +2x—3
(c) f@) =7 1) f(o) = Vi~ () fw) ="

Exercicio 3.6.25 Seja f: A — R;. Determine o dominio A para as sequintes funcoes:

(a) flx)=3x+1; () f(z) = 225, (e) fl&)=[3—a|-1;

11—z’

X

(b) f(z) =? -5z +6; (d) f(x):ﬁ; () $@) =/ 150
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Exercicio 3.6.26 Construir o grdfico e determinar o conjunto imagem das sequintes funcoes:

2 se —-1<z<1
(a)f(x)—{2 se z<—-loux>1
x2—4
— s T #£ -2
) fl@)={ z+2 7
3 se T =-2
x3 se 0<xr<?2
(c) flx)=4¢ —22+9 se 2<x<3
-1 se x<0oux>3
—22 44 se —2<zx<0
(d) f(z) =X 22-2z+1 se 0<z<2
-1 se < —2
—|z + 2 se 0<x<2
(e) f(x)={ —a®>—4z se —-2<z<0
—4 se T<—-2o0ux>2

Exercicio 3.6.27 Determinar os vértices e a imagem das pardbolas

. 1 3 7
(a) y=4a® = 4; (@) y=—a%+ g0+ 5 (F) y=a*—gu-2
(b) y=—z%+ 3x;
2
c) y=2x%—-5x+2; (e) y=—a%+z—=;
9

Exercicio 3.6.28 Qual deve ser o valor de ¢ para que o vértice da pardbola y = x> — 8z + ¢ esteja sobre o eizo
dos ©?

Exercicio 3.6.29 Qual deve ser o valor de k para que y = 222 — kx + 8 tenha duas raizes reais e iguais?

Exercicio 3.6.30 Se a distdncia de frenagem d (em metros) de um carro a velocidade de ¢ km/h é dada,

v ) .
aprozimadamente, por d = v + 20° para quais velocidades o espago de frenagem € inferior a 20m?

Exercicio 3.6.31 Construa o grdfico das fung¢ioes abaizo (todas de R em R)

(a) f(z)=2a?—|z| —2; (d) f(z) =222 — 5z +2|;
(b) f(x) =22 — |5z —2|; —2z, sex < —2

(e) flx)={ 2> -2 -6, se2< <3
(c) f(x) =225z +2; -1, sex>3

3.7 Aula 13 - Funcoes quadraticas

1. Maximos e minimos;

3.7.1 Exercicios
Exercicio 3.7.1 Obtenha os pontos de mdzimo das fun¢oes abairo nos intervalos indicados
(a) f(x)=32*— 2z +5 no intervalo [1,2]; (¢) f(z) =2%—2x+5 no intervalo [—1,2];

(b) f(z) = —42* + 5x — 8 no intervalo [2,3]; (d) f(x) = —a®+ 6x — 1 no intervalo [0,4];

Exercicio 3.7.2 Obtenha os pontos de mdzimo (ou de minimo) das fungoes abaizo
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(a) f(x) =2 —6x+1; (d) f(z)=|z?+ 2z +6];
(b) f(z) = —a2+4x - 3; (e) f(z)=a2+1;
(c) flz) = ,x + 5a; (f) flz) = =322 —4;

Exercicio 3.7.3 Um arame de comprimento ¢ deve ser cortado em dois pedagos. Um pedaco serd usado para
formar um circulo, e outro, um quadrado. Onde se deve cortar o arame, para que a soma das dreas das figuras
seja a menor possivel?

Exercicio 3.7.4 Dentre todos os nimeros reais x e z tais que 2x + z = 8 determine aqueles cujo produto é
mdzimo.

Exercicio 3.7.5 Denire todos os nimeros de soma 6, determine aqueles cuja soma dos quadrados é minima.

Exercicio 3.7.6 Determine o retdngulo de drea mdzima localizado no primeiro quadrante, com dois lados nos
eizos cartesianos e o vértice que estd fora dos eixos pertencente a reta y = —4x + 5.

Exercicio 3.7.7 Determine o maior valor de a em A = {x € R|a < a} de modo que a fungio f : A — R
definida por f(x) = 222 — 3z + 4 seja injetora.

3.8 Aula 14 - 15 - 16 - Polindmios

3.8.1 Exercicios

Exercicio 3.8.1 Se f(z) = 22, g(z) = 22 + 2* e h(z) = 22 + 2* + 2% e k(z) = 32 — 62* + 222 encontre
numeros reais a, b e ¢ tais que k = af + bg + ch.

Exercicio 3.8.2 Em cada caso, determine (caso ezista) um polinémio do sequndo grau f(x) de modo que:

(a) F(0)=1, f(1) =4 € f(~1) = 0; (b) F(1) =0 ¢ f(z) = f(x — 1), para todo = € R;

Exercicio 3.8.3 Nos itens a seguir, fatore o polindmio o mdzimo possivel (utilizando apenas termos reais).

(a) p(x) = 223 + 322 + 4o — 3; (f) p(z) =

(b) ply) = 2y° +3y* — 8y +3; (9) p(z) = 2" — 22° — da® — 8a;
(c) p(z) = 22® 4 32 — 62 + 2; (h) p(z) = 2t + 323 — 2? — 3x;
(d) p(x) = z* — 522 — 10z — 6; (i) p(z) =

(e) p(z) = 3 — 72 + 8z + 12; () p(z) = —2x* + 72% — 3;

Exercicio 3.8.4 Determine os niimeros a e b de modo que o polinomio f(x) = z* — 3az3 + (2a — b)a® + 2bx +
(a + 3b) seja divisivel por g(z) = x? — 3z + 4.

Exercicio 3.8.5 Determinar p e ¢ de modo que x* + 1 seja divisivel por z2 + px + q.
Exercicio 3.8.6 Se 23 + px + q ¢ divisivel por 2% + ax + b e por x> + rz + s prove que b = —r(a + 7).
Exercicio 3.8.7 Determinar a de modo que a divisdo de z* —2az® + (a+2)2? + 3a+ 1 por x — 2 tenha resto 7.

Exercicio 3.8.8 Determinar um polindmio do terceiro grau que se anula em x = 1 e que dividido por © + 1,
x4+ 2 ex — 2 tenha resto 6.

Exercicio 3.8.9 Qual deve ser o valor do coeficiente c para que os restos da divisio de x'° +azx* +bx%+cx+d
por x + 12 e x — 12 sejam iguais?

Exercicio 3.8.10 As divisoes de um polinémio f(x) por x —1, x —2 e x — 3 sdo exatas. O que se pode dizer
do grau de f?

Exercicio 3.8.11 O grifico de cada uma das figuras abaizo representa um polindmio. Para cada um deles
determine:
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(a) Qual o menor grau possivel do polindmio? gativo? (O coefciente lider € o coeficiente da po-

. . ) o L ténci is alta de x.
(b) O coeficiente lider do polinomio € positivo ou ne- éncia mais alta de z.)

(N (1 {1}
(V) v)

Exercicio 3.8.12 FEsboce o grdfico dos sequintes polinémios:
(a) f(z)=(z+2)(x—1)(z - 3); (c) f(z) = —5(x® —4)(25 - z?);
(b) f(z) =52 — 4)(2* — 25); (d) f(z) =5(x — 4)*(z* - 25);
Exercicio 3.8.13 Se f(z) = ax® + bx + ¢, o que vocé pode dizer de a, b e c se:

(a) (1,1) estd no grifico de f(x)? (c) A intersec¢io do grdfico com o eizo dosy € (0,6)?

(d) Encontre uma fun¢do quadrdtica que satisfaga to-
(b) (1,1) é o vértice do grifico de f(x)? das as trés condigoes anteriores.

Exercicio 3.8.14 FEncontre um polindomio cujas raizes sejam -2, -1, 1 e 4, todas com multiplicidade 1.

Exercicio 3.8.15 Em cada caso, encontre um polindmio com coeficientes inteiros cujas raizes sejam:
(a) V2+1evV2—1; (b) V3+V2e3-V2; (c) V3+V2eV3—V2;

Exercicio 3.8.16 Para cada um dos itens a sequir: encontre wma possivel formula para o grifico; obtenha os
intervalos aproximados onde a fungao € crescente e onde € decrescente.

(a)
LN "

VE v

(c) (d)
L

3N

Exercicio 3.8.17 Encontre os polindémios cibicos que representam o grdifico de:
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(@) (b)

2 /N
7\ S

Exercicio 3.8.18 Fncontre todas as raizes racionais dos sequintes polindomios

(a) flz) =a®—a® —z—2; oz, vt 2w 1
(c) fw) =+ = T+ ¢
() f(x) =2 +8; (d) f(z)=3a%—T2% +2;

Exercicio 3.8.19 Quais as possiveis raizes inteiras da equacio x> + 4z +2r —4 =07

Exercicio 3.8.20 Resolva a equacio x3 — 222 — 2 +2 = 0.

3.9 Aula 17 - 18 Funcao exponencial

3.9.1 Exercicios

Exercicio 3.9.1 Nos itens a sequir, escreva a expressio dada na forma p/q, onde p e q sdo nimeros inteiros.
Por exemplo:

1 1 1 1 1 5
3% 3\ 7! 1\ 2 (h) 167;
() 3= ©(2) @ (-3)
) 2;27_ (i) 372+ 3;
() 5= (1) 3= (9) (—8)7%; (1) 571 +25%;

1

Exercicio 3.9.2 Nos problemas a sequir, calcule o fator A. Por exemplo, se y_% + y% = Ay~ 2 encontramos
A =1+y. Confira: ) ) ) )
Ay72 =(1+y)y 2 =y 2 +y2.

(a) yi = Ays; (d) y=5 = Ay; (9) © —af = Axs; () 2734273 = Az~3;
(b) 3 = Axs; (e) y* +y = Ay; (h) a% +a% = Aa ;
(c) 273 = Ay~3; (f) 23 +z = Ax; (i) v5 + a5 = Az ;

Exercicio 3.9.3 FEscreva cada wma das expressoes, a sequir, racionalizando o denominador e simplificando
onde seja possivel. Por exemplo:

1 1 Ve+yy Va+ Y _ VIRV
Vi Vi VE—i Vet i Vi ypVa Ve oy

onde assumimos que T # y

W 3 VT Vi
(@) o5 (o) e W) 5=

S

—4
(b) T
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vr+a 5 $2+1. . x 2 -1
(e) - vata (9) Vv Nk (Z)m—i— —

r ) . Vat+l,
Vo +1’ Va2 +1 z
Exercicio 3.9.4 Considere f,g: [0,+00) — R definidas por f(x) = a* e g(x) = 4%. Pede-se:

(f) Ve+1-

(a) Faga um esbogo do grifico das duas fungoes num mesmo sisterna de coordenadas.;
(b) Determine os pontos de interse¢io do grdfico das duas fungoes;

(¢) Determine graficamente os valores de x para os quais g(x) > f(x);

Exercicio 3.9.5 Resolva o sequinte sistema

2r—=2y 1
8
3 =9
Exercicio 3.9.6 Resolva as equagoes:
22 8®
(a) (0,533...)% = 6—45,- (f) 4% =256;
. 4
(b) ¥/32=2; (9) 2"+ 55 =5;

(c) 27 = 350 . 9o°, (h) 762511_: b _ /5

257 + 125 (1137+1)2
(¢) ———

— z+1. : — 1110$.
6 5 ) (Z) 114 )

Exercicio 3.9.7 Resolva as sequintes equacoes. Uma calculadora e o uso de logaritmos podem ser necessdrios.

(a) 4% =17; (d) z° = 873; (g9) 2= (1,02)%
(b) 5°t1 =9; (e) x* = 687; (h) 7-3t=5.2t;
(c) 62213 = 354; (f) 7/ =51,4; (i) 5,02(1,04)* = 12,01(1, 03)*;

Exercicio 3.9.8 Resolva para x:
((l) 3% — 6;c+3 ; (C) 21—1 — 52;8-{-1’. (6) Y= 23:8;

(b) 7 =227, (d) 872 = 3=, (f) 10y = 10°;

3.10 Aula 19 - Funcao inversa - Funcao log
3.10.1 Exercicios
Exercicio 3.10.1 Nos itens a sequir, decida se a funcao f € inversivel ou nao:

(a) f(d) € o total de litros de combustivel consumido por um aviio ao final de d minutos de um determinado
v00.;

(b) f(t) € o nimero de clientes presentes nas Lojas Americanas, t minutos apds o meio-dia de 29 de margo
de 2006.;

(¢c) f(x) é o volume, em litros, de x quilogramas de dgua a 4 °C.;
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(d) f(w) € o custo, em reais, de se remeter uma carta que pesa w gramas.;

(e) f(n) € o nimero de alunos de uma turma de Cdlculo, cujos aniversdrios caem no n-ésimo dia do ano.

Exercicio 3.10.2 Seja f(z) a temperatura (em °C) quando a coluna de mercirio de wm dado termdmetro mede
x centimetros. Em termos priticos, qual é o significado de f=*(C)?

Exercicio 3.10.3 Faca uma tabela para os valores de f~', onde a f é dada abaizo. O dominio de f sdo os
naturais de 1 a 7. Especifique o dominio de f~1.

z 1] 2] 34 6 [6]7
f@) (s 7194171821

Exercicio 3.10.4 Seja f :] — 0o, —1] — [1,+o00[ definida por f(z) = Va? — 2x + 3 qual elemento do dominio
de f~1 possui imagem 3?

Exercicio 3.10.5 Seja f a funcao definida por f(x) = V4 — 22 para © > 0. Mostre que f é a sua prdpria
mnversa.

Exercicio 3.10.6 Dada a funcio f(z) = —2% + 22 + 3, onde x > 1, obter uma expressio para sua inversa, o
dominio dessa inversa e representar f e f~' graficamente.

Exercicio 3.10.7 Dada a fungao
22 se x>0
)= -

lz]  se x<0

verificar se ela € inversivel e, em caso afirmativo, determinar sua inversa.
Exercicio 3.10.8 A fun¢do f definida em R por f(z) = |z + 2| + |x — 1| admite inversa?
22 —92+20 =1

Exercicio 3.10.9 Resolva a expressio (z2 — 5z + 5)

Exercicio 3.10.10 Determine o menor valor de b em B = {y € R|y > b} de modo que a fung¢io f : R — B
definida por f(x) = x? — 4x + 6 seja sobrejetora.

Exercicio 3.10.11 Determine o maior valor de a em A = {x € R|x < a} de modo que a fun¢io f : A - R
definida por f(x) = 222 — 3z + 4 seja injetora.

Exercicio 3.10.12 Para cada uma das funcgoes a sequir, obtenha a exrpressao para a sua iNversa.

S = 1) Fe) = ———
(b) f(z) =az+b a+0; N

_— z—1’
x

’

— T

(@) f(2) = ) @) = 1 - VI=2;

T

(e) f(z) =z —14; () fl@) = 3 v e(=11);

Exercicio 3.10.13 Determine a fungao inversa de cada uma das fungoes abaizo.

(a) f(z) =8+ 11z ; (d) f(z)=wm;

(b) f(z)=22°—5; (e) f(z)=(2°+8)°;

(c) f(z)=T7~32% (f) flx)=a'?+2;
Exercicio 3.10.14 Seja f : A —] —4,1] dada por f(z) = 10+ 3:8. Pede-se:

10 — 2x
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(a) Determinar A;
(b) Mostrar que f € injetora.;
(¢) Verificar se [ é sobrejetora.;

(d) Suponha que f € inversivel e crescente. O que se pode dizer a respeito de sua inversa ser crescente ou
decrescente?

(e) Se uma funcao f é inversivel e concava para cima, o que se pode dizer a respeito da concavidade de sua

inversa?
1
Exercicio 3.10.15 Dada a fun¢do f(x) = ——, = # 1, determinar:
Vad —1
(a) Sua funcio inversa f~1; (b) O conjunto Im(f);

— 2

Exercicio 3.10.16 Dada a fungio f(x) = 2% >0, pede-se:
—x

(a) Mostrar que f é injetora.;
(b) Determinar a funcio inversa f~1;
(¢) Determinar o conjunto Im(f);

Exercicio 3.10.17 Determinar, se existir, a fun¢ao inversa de cada uma das fungées a sequir:

1
(a) f(z)=+3x—1, onde x €]§,+oo[.;
(b) f(z)=+vz?—4, ondex €] — 00, —2;
(c) f(x) =vV2—x—22 ondex € [-2,1];
Exercicio 3.10.18 Determine os valores inteiros de x e y que satisfazem a equacdo 2%+! + 27 = 3v+2 _ 3v

Exercicio 3.10.19 Encontre a funcio inversa de f(z) = 50e%1%,

Exercicio 3.10.20 Encontre a equagao da reta l da figura a sequir

lo
Exercicio 3.10.21 Simplifique o mdzimo possivel as expressées:
(a) log A% +log B — log A — log B?; (e) 1018 P,
(b) log(10°+7); (f) 10-(eeB)/2;

(c) 108 4% log A —log A

(9) T ;
(d) 10210gQ; IOgB — 5 IOgB
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1
(h) 2loga — 3log B — Oga;

Exercicio 3.10.22 Resolva para x: (aqui logz = logyz)

(a) log(3z — 1) —log(z 4+ 2) = 2;
(b) log(z—/6)+log(z+v6) = 1;

(c) log(z? — 1) —log(x + 1) = 1;
(d) log(z? —4) —2log(x —2) = 2;

Exercicio 3.10.23 Nos itens a sequir, encontre o valor da expressio dada:

1

(a) logs 81; 1 —
(e) logs o7

(b) log, 16;

(c) log, 16;

(@) o (35 );

(9) logy 1;

0 1oea (1)

) 1o (35 ):

Exercicio 3.10.24 Sabendo que a > 0, simplifique as expressoes dadas:

(a) log,a™";
(1) a5, ) e
(C) aw-l—logaw’.

(d) loga($a2x)’. (h) 0,2 loga3;

Exercicio 3.10.25 Determine x em cada item:

(a) logs = 3;
(b) logy x = 10;

1
(c) logygz = 5;

Exercicio 3.10.26 Determine a em cada item:

(a) log, 216 = 3; 1}.

(c) log, Va =5

(b) log, 625 = 4;
Exercicio 3.10.27 Determine y em cada item:

(a) 2982V = 13;
(b) 6'°86Y = 21;

(c) dosv = ;
(d) y10g46 _ 6,’

Exercicio 3.10.28 Determine x em cada item:

(a) 5log57 =

(b) 318= = 5;

(c) 1087 =7;
(d) Kooxt = x;

() a=losar;

(g) log, (a8 );

(d) 1031095 = 1;'

1
d) log, — = —2;
()oga49 ;

(e) y'osr 1t = 14;
(f) yes2 =2 ;

(6) 7logz k _— k.’.
(f) 88 =y;

(i) logy513;
(j) logy 8;

(k) log1 216;

W 1oy ():

(i) log,(z*a”);
(j) log,(a® ~27);
(k) alogny (a®) ;

(l) a2 log, x ;

1
(e) loggx = 1;

1
log 2= =
(e) log, G

(f) log, 125 = 3;

Exercicio 3.10.29 Efetue as expressoes indicadas, simplificando-as o maximo possivel.

37
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(a) Ine+1In(1/e); (b) Ine? + e~ ne; (¢c) In(elne) +1In(lne) ;  (d) e~ Ve
Exercicio 3.10.30 Simplifique completamente as expressées:

(a) 2InA — 3InB +  (b) e2nA-(nB)/2; (c) In(ze~"7); (d) In(e?In(elne));
In(AB);

Exercicio 3.10.31 Resolva as equagdes em x
(a) 2% = e*+1; (b) 2e3* = 4¢e°%; (c) 4e**73 —5 =¢; (d) 10*+3 = 57—
Exercicio 3.10.32 Nos itens a sequir, converta a funcdo dada para a forma P = P,a*.

(a) P=Pye®? ea=2 (b)) P=Pe"'™ ea= (¢c) P=PFPee ?ea= (d P = Pe ™ eca=
’ 3’. 1777 627.

Exercicio 3.10.33 Converta as funcoes para a forma P,e*t, determinando quais representam crescimento e
quais decaimento exponencial.

(a) P = Py2¢; (b) P=10(1,7)t; (c) P =5,23(0,2)¢; (d) P=174(0,9)¢;
Exercicio 3.10.34 Resolva as sequintes equagoes para t:

(a) a = bet; (b) ae** = e com k #b; (c) ce®t = bert/™;

B 1
T 1l4e 7

Exercicio 3.10.35 Seja f(x)

(a) A fungio f € crescente ou decrescente? Por qué?
(b) Verifique se [ é inversivel e, caso seja, calcule sua inversa;
(¢) Qual o dominio de f~17
Exercicio 3.10.36 Determine o dominio da funcio f(x) = log, ;(x? — 5z).

Exercicio 3.10.37 Considere m € (0,1). Determine os valores de x que satisfazem a desigualdade
4 4 T \? 2
log,,(z* +m*) > 2+ log,, (%) +m* .

Exercicio 3.10.38 Qual ¢ a diferenca (se é que existe) entre In(In(z)), In?(z) e (In(z))??

Exercicio 3.10.39 Se f(z) =logyz e g(x) = 2%, obtenha o valor e simplifique as expressoes:

(a) f(1); (d) f(x) + f(2); (9) 9(f(x));
(b) f(2); (e) f(g(x)); () f(x)+ f(1+2);
(¢) f(x) = flz =1); () f(fg(x))); (i) 9(g(f(x)));

Exercicio 3.10.40 Considere as funcoes

et —e ® et +e "
senhx = — e coshx = —

Com base nelas, calcule:
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(a) cosh(0) e cosh(1); (¢) cosh(lnzx) e senh(lnzx); (e) senh(—x) e cosh(—x);
senh(z)
(b) senh(0) e senh(1); (d) cosh(z)’ (f) senh®(x) + cosh?(x);

Exercicio 3.10.41 Uma das componentes principais de uma contaminacao nuclear, como a de Chernobyl, € o
estroncio-90, que decai exponencialmente a uma taza continua de aprorimadamente 2,47% ao ano. Estimativas
preliminares, apds o desastre de Chernobyl, sugeriram que levaria uns 100 anos até que a regido fosse novamente
sequra para a habita¢ao humana. Que percentual do estroncio-90 original ainda permaneceria apds esse tempo?

Exercicio 3.10.42 A meia-vida do rddio-226 é de 1620 anos.

(a) Obtenha wma férmula para a quantidade Q de rddio que resta apds t anos, dado que a quantidade inicial
€ Qo;
(b) Que percentual da substdncia resta apés 500 anos?

Exercicio 3.10.43 Nos Jogos olimpicos de 1968, nos arredores da Cidade do México, houve muita discussao
a respeito do efeito da grande altitude (2237 metros) poderia causar aos atletas. Presumindo-se que a pressao
atmosférica decaia exponencialmente em 0,4% a cada 30 metros, de que percentual fica reduzida a pressio
atmosférica ao se deslocar do mar até a Cidade do Mézico?

Exercicio 3.10.44 Uma certa substdncia radioative decai exponencialmente de tal modo que, apds 10 anos,
ainda restam 70% da quantidade inicial. Obtenha uma expressio para a quantidade que ainda resta apds um
nimero t qualquer de anos. Que quantidade ainda restard apds 50 anos? Qual a meia-vida? Quanto tempo é
preciso para que reste somente 20% da quantidade inicial? E para que reste somente 10%7

Exercicio 3.10.45 O periodo de duplicacdo € o tempo necessdrio para que uma grandeza que cresce erponen-
cialmente dobrar seu valor. Calcule o periodo de duplica¢io de pregos que estao subindo a uma taza de 5% ao
ano.

Exercicio 3.10.46 A populagdo de uma certa regido cresce exponencialmente. Se em 1990 (t = 0) havia 40 000
pessoas em uma cidade em 2000 esse nimero subiu para 46 000 pessoas, encontre uma formula para a populagdo
em qualquer instante t. Qual serd a populacao em 2020% E o periodo de duplicacao?
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