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Introducao

O principal objetivo destas notas é fornecer aos estudantes apenas
um guia para o curso Funcoes - CM 128 - ofertado pelo departa-
mento de matemética da UFPR.

Recomendamos (fortemente) que os alunos busquem outros ma-
teriais para complementar seu estudo. Listamos no final do texto
algumas boas referéncias para este fim.

Uma grande quantidade dos exercicios propostos neste texto foram
inicialmente elaborados pelo prefessor Alexandre Trovon (UFPR)
e varios outros pelo professor Lucas Pedroso (UFPR).

Por fim, lembramos ao leitor que este é um material ainda en cons-
trucdo, o qual pode apresentar erros de digitacio e formatacao.
Sendo assim, ficaremos felizes em receber corre¢oes, sugestoes e
criticas.



Capitulo 1

Conjuntos

Resumo:

Nas primeiras aulas deste curso estudaremos alguns aspectos gereais sobre conjuntos, tais como relagoe de
pertinencia, inclusao e interseccao. Faremos ainda uma breve introdugao sobre os principais conjuntos numéricos
que serao abordados neste curso.

1.1 Aula 1 - Operacoes entre conjuntos
1. RelagOes de pertinencia e inclusdo. Conjunto complementar;
2. Uniao e intersecao de conjuntos

3. Produto cartesiano

1.1.1 Conjuntos

Nao sera foco deste curso uma discussdo formal sobre o conceito de conjunto. Para nossos fins a seguinte
definicdo, dada por Georg Cantor (1845-1918), sera suficiente:

Defini¢ao 1.1.1 (Conjunto) Chama-se conjunto o agrupamento num todo de objetos, bem definidos e discer-
niveis, de nossa percep¢ao ou de nosso entendimento, chamados os elementos do conjunto

Ao longo desta disciplina (bem como ao longo do curso de matemaética) estudam-se varios tipos de conjuntos,
tais como, os numéricos, de pontos, de curvas, de fungoes, de tridngulos.

Alguns exemplos sdo:
Exemplo 1.1.1
(a) O conjunto numéricos: N, Z, Q, R e C;
(b) Conjunto das fungdes polinomiais, das fungdes trigonométricas;

(c) Gréaficos de funcgoes;

Defini¢ao 1.1.2 Dado um conjunto A utilizaremos a notagao x € A (lé-se x pertence a A) para indicar que x
é um elemento de A.
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Exemplo 1.1.2
(a) 10e N, =7 € Z;
(b) Com respeito aos conjuntos A = {1,2,7,9}, B={1,7} e C = {9,10} temos:

e 1lc A2 A, T€c Ae9c A
e lcBeT7€B;
e 9c(Celle(

Observagao 1.1.1

(a) Note que todos os elementos de B sdo também elementos de A;
(b) Existem elementos de A que ndo sio elementos de B;

(¢) Os conjuntos B e C' nao possuem elementos comuns. (O simbolo (} indica o conjunto vazio, ou seja, aquele
que ndo possui elementos.)

Com base nestas observagoes introduzimos os seguintes conceitos:

Definigao 1.1.3 Sejam A e B conjuntos.

(i) Dizemos que B € subconjunto de A (notagio B C A) quando todo elemento de B for elemento de A;

(i) Dizemos que B é subconjunto préprio de A (nota¢io B C A) quando B C A e existe pelo menos um x € A
tal que x ¢ B;

(iii) Dizemos que os conjunto A e B sdo iguais quando A C B e B C A;

(iv) Quando B é um subconjunto de A definimos o conjunto complementar B, em relagio a A, como sendo
aquele que contém todos os elementos que estdo em A mas nao em B e o denotamos por A— B, ou ainda,
BS. De modo mais preciso:

BS=A-B={xcA, tais que = ¢ B}

Observagao 1.1.2 A defini¢cdo de igualdade de conjuntos, apesar de ser muito intuitiva e, aparentemente,
trivial fornece uma importante ferramenta para a demonstragio de alguns resultados. Vamos explorar este
assunto mais adiante.

Exemplo 1.1.3

Segue das defini¢des acima e do exemplo anterior que:

e BC A; e A— B =1{2,9}; e A#DB;

Exemplo 1.1.4

Considerando o conjunto A = {0,2,{3,7}} temos:
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e 0c A; e 3¢ A; o {3,7} € 4 e {{3,7}} C 4;
o {2} C A; o T¢ A; e {0,2} C A4 o {3} ¢ A;

Observagao 1.1.3 Ao longo deste curso os alunos terao um primeiro contato formaliza¢do de conceitos mate-
mdaticos e demonstracoes de proposicoes. Neste sentido recomendamos a leitura das se¢oes 1.6 e 2.3 da referéncia
[4]. Recomenda-se também a referéncia [1].

1.1.2 Uniao e Intersecao

Exibimos agora duas operacoes entre conjuntos extremamente importantes:
Definigao 1.1.4 Sejam A e B conjuntos.

(i) A unido entre dois conjuntos A e B (notagdo AU B) é um novo conjunto que contém exatamente todos
os elementos de A e todos os elementos B. Em simbolos:

AUB ={x, tais que x€ A, ou z € B} (1.1)

(i) A intersegdo entre os conjuntos A e B (notagio AN B) é um novo conjunto que contém exatamente o0s
elementos comuns a A e B. Em simbolos:

ANB={x, taisque z€ A, e x <€ B}. (1.2)

Exemplo 1.1.5 Sejam A, B e C os conjuntos A ={1,5,7,9}, B={1,7,10} e C = {8,10}.

e AUB ={1,5,7,9,10}; e ANB={1,7};
e BUC =1{1,5,7,8,9,10}; e BNC = ;

Proposigao 1.1.1 As sequintes afirmagoes sao verdadeiras para quaisquer subconjuntos A, B e C' de um con-
Junto U.

(a) (ANB)C A (e) (ANB)NC=AN(BNC)
(b) AC (AUB) (f) (AuB)UC =AU (BUC)
() ACBeBcC = AcCC (9) (AUB)® = A° N B®
(d) (AUB)=(ANB) «<— A=B8B (h) (AN B)° = AU B¢

(Vamos demonstrar apenas alguns destes itens, sendo que os demais devem ser feitos como exercicio.)

Demonstragao:

(a) Pela definigao de inclusao devemos provar que qualquer elemento do conjunto ANB é também um elemento
do conjunto A. Considere entdo x € AN B. Segue de (1.2) que z € A e z € B, logo

rceANB=—xcA=—ANBCA

(b) Para verificar este item devemos mostrar que todo elemento de A é um elemento de AU B. Para tanto,
dado x € A segue de (1.1) que x € AU B.
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(c)
(d)

(h)

Exercicio.

Este é um resultado do tipo se e somente se, ou seja, devemos provar duas afirmacoes:
(i) (AUB)=(ANB) = A=B5;

(i) A=B = (AUB)=(ANB);

Para provar (i) devemos assumir que vale a igualdade (AU B) = (AN B) e provar que A = B, ou seja,
demonstar que A C Be B C A.

Considere entdo x € A. Segue do item (b) que 2 € AU B, mas pela hipotese (AU B) = (AN B) temos
reACAUB=ANBGB,

entdo x € AN B e pela definicdo de interse¢do obtemos x € B, portanto A C B.

Para provar que B C A podemos seguir as mesmas ideias, pois para x € B temos
reBCAUB=ANB,

concluindo entdo a prova da afirmacéo (i).

A demonstracdo da afirmagao (ii) segue dos seguintes fatos:

A=B — AUB=AUA=A

A=B = ANB=ANA=A4A
Assim, AUB = A= AN B, logo fica conluida a prova do item (d).
Exercicio.
Exercicio.
Para provar a igualdade destes conjuntos devemos verificar as duas inclusoes
(i) (AuB)® c AN B¢
(ii) AN BY c (AuB)©

Para verificar (i) note que se x € (AU B)%, entdo 2 ¢ AU B, logo  nio pode ser elemento de A e nio
pode ser elemento de B. Temos entdo v ¢ A e x ¢ B, ou seja, v € AY e x € B®. Mostramos entdo que

re(AUB)Y = ze A°nB°¢

Agora,se x € AN B entdo v ¢ Aex ¢ B,logo x ¢ AU B e portanto € (AU B)“, o que conclui a
prova de (ii).

Exercicio.

1.1.3 Produto cartesiano

Seja {z,y} um conjunto, cujos elementos podem ou néo ser distintos. Para estes elementos definimos dois
novos elementos, chamados de pares ordenados, indicados por (z,y) e (y, ).
Dado um outro par ordenado (z’,y’) definimos

(z,y) = (2',y') se, e somente se, z=1" e y=1

Em particular, (z,y) = (y,x) se, e somente se, x = y.
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Definigao 1.1.5 Dados dois conjuntos nao vazios A e B definimos o produto cartesiano (nota¢ao A x B) de
A por B como sendo o conjunto de todos os pares ordenados (x,y) tais que x € A e y € B. Simbolicamente:

AxB={(z,y); r€A e y<c B}
Exemplo 1.1.6
Com respeito aos conjuntos A = {a,b}, B={1,2} e C = {0} temos:

(a) Ax B= {(av 1), (a,2), (b, 1), (b, 2)} (b) AxC = {(a,O), (b,O)}

Observacao 1.1.4 E interessante notar que o produto cartesiano néio é comutativo, ou seja, nem sempre vale
a igualdade A x B = B x A. De fato, basta considerar o produto de conjuntos distintos.

1.1.4 Exercicios

Exercicio 1.1.1 Dados os conjuntos
A={1,2,3}, B=1{0,3,7,5} e C={0,—1,2},
determine o conjunto (ANB)U(BNC)U (ANC).

Exercicio 1.1.2 Considere o conjunto A = {1,3,5,7,11}. Determine quais das afirmacdes abaizo sio falsas e
quais sao verdadeiras.

(a) 1e A (c) T¢ A (e) {1} A (g) {1,3}n{3,5,7} C A
(b)y 2€ A (d) 11€ A (f) {1,3,4}c A (h) 4c A

Exercicio 1.1.3 Considere os conjuntos

A= {1a273} e P(A) = {(Z)v{1}1{2}7{3}7{1’2}7{173}7{273}’ {1a273}}

(a) Verifique se sdo falsas ou verdadeiras as seguintes afirmacoes:

(a1) 2 € 4; (aq) {1,3} C 4;
(as) 11 € A; (as) {2,3} € P(A);
(az) 1€ P(A); (as) {1,3} € 4

(b) Como foi construido o conjunto P(A)?

Exercicio 1.1.4 Considere os conjuntos
e A=1{1,2,3,4,5}, e B ={2 3,4}, o C'=1{2,4,5}.
Determine quais das afirmacoes abaizo sao falsas e quais sao verdadeiras.

(a) AC B (c) BCA (e) Cc A (g) CcC
(by AcC (d) BcC (f) CcB (h) 0 c B

Exercicio 1.1.5 Dados os conjuntos
A={1,2,3,4} B={2,4,6,8} C={3,4,5,6},

determine:
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e ANBeAUB e BNC ¢ BUC e (AUB)UC e AU(BUC)
e ANC e AUC e (ANB)NC e AN(BNC) e (ANB)UC e AN(BUC)

Exercicio 1.1.6 Considere os conjuntos
e A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, e C=1{1,3,57,9}, e F=1{3,5},
e B={24,6,8}, e D ={3,4,5},
verifique quais destes conjuntos podem substituir o conjunto X nas seguintes afirmacgoes:

(a) XCcDeX¢B (b) XCcCeX ¢ A (c) XCAeX¢gC
Exercicio 1.1.7 Dado o conjunto A = {1,2,3}, achar os conjuntos X # A tais que {1} C X e X C A.
Exercicio 1.1.8 Determine os elementos do conjunto X, Y e Z, tais que:

XNY ={24}, XUY ={2,3,4,5}
XNnzZ=1{23}, XUZ=1{1,234}

Exercicio 1.1.9 Considere o conjunto universo U = {1,2,3,4,5,6,7,8} e os subconjuntos

X ={1,2,3,4,5,5}, Y ={1,2,3} e Z={4,6,8]}.

Determine:
e XC YC e z¢ e XNY,XNZeYNZ e (XNY)¢ eXCNYC©
e XNXeXCUX e (XUY)Y eXCUY® e (XN2Z)¢ eXnZzC

Exercicio 1.1.10 Construa exemplos de conjuntos A, B e C' que nao satisfazem as sequintes afirmacaées:
(a) Se ANB=0eBNC=0, entio ANC = 0;
(b) Se AC BeBcCC, entio AN B # 0;
(¢) Se ANB C C, entdo A C C;
Exercicio 1.1.11 Determine os elementos dos sequintes produtos cartesianos:
o {1} x{1,2} o {0,1} x {3,4} e {0,2} x {0,2}
e {1,2} x {a,b,c} e {1,2,3} x {4,5,6} o {{1,2},{3}} x {{5},{6}}

Exercicio 1.1.12 Considere os conjuntos A = {a,b,c}, B={2,3} e C = {3,4}. Determine:

e AX (BUCQ) e AX(BNCQC) e (AXxB)U(AXxC) e (AxB)N(AxC)

Exercicio 1.1.13 Determine os niumeros reais que tornam iguais os sequintes pares ordenados:
((l) ($+y,1) € (3,-'17_9)
b) (y—2,2c+1) e(z—1,y+2)

Exercicio 1.1.14 Sejam a e b dois nimeros pertencentes conjunto dos naturais N = {1,2,3,...}. Determine
a intersecao dos conjuntos

M(a) = {a,2a,3a,...} e M(b)=1{b,2b,30,...}.
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1.2 Aula 2 - Os niimeros racionails

1. Os conjuntos numéricos N, Z e QQ suas operagoes.

1.2.1 Os ntumeros naturais

O conjunto dos nimeros naturais N é, geralmente, introduzicomo sendo o conjunto

N=1{1,2,3,4,5,...}. (1.3)

“ ”

Entretanto, note que (1.3) é apenas um representagao informal deste conjunto, pois pois o simbolo
nao apresenta de modo preciso a construcao de N.

A construcdo formal (a qual ¢ uma bela constru¢do) dos ntimeros naturais é feita através dos chamados
Axziomas de Peano, os quais podem ser formulados da seguinte forma:

Definigao 1.2.1 O conjunto dos nimeros naturais € caracterizado pelos sequintes fatos:

(i) todo nimero natural tem wm sucessor, que € ainda wm nimero natural; nimeros diferentes possuem
sucessores diferentes;

(i1) existe wm tnico nimero natural, denotado por 1, que nao € sucessor de nenhum outro;

(iii) se um conjunto A de mimeros naturais contém o 1 e contém também o sucessor de cada um de seus
elementos, entao A = N;

Um entendimento mais profundo desta construcio exige técnicas que fogem do escopo deste curso. Entre-
tanto, vale ressaltar que esta formulagdo de N permite exibir de forma precisa o significado das operagoes de
soma e produto entre niimeros naturais, como descrevemos na sequéncia.

Primeiramente, para cada ntimero natural m denote por s(m) o seu sucessor. Assim, a soma de dois ntimeros
naturais pode ser definida da seguinte forma:

e para cada par de ntuneros naturais m,n associamos o nimero (natural) m + n caracterizado por:
m+1=s(m);
m+s(n)=s(m+n), istoé, m+(n+1)=(m+n)+1
Por exemplo, se utilizarmos a notagdo s(1) = 2, entao
1+1=s(1)=2.
Agora, se denotarmos s(2) = 3, entdo
1+5(1)=s(141)=s(s(1)) =s(2) =3,
ou seja,
14+2=3,

assim, obtemos a nocao usual de soma de niimeros naturais.

Para definir o produto procedemos da seguinte forma:

e para cada par de nimermos naturais m,n associamos o numero (natural) m - n caracterizado por:

m-1=m;

m-s(n)=m-n+m, istoé, m-(n+1)=m -n+m,
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Note entao que

1-1=1,
1-s()=1-141=1+1=2,
1-s2)=1-241=2+1=3,

de modo que reobtemos a noc¢ao usual de produto.

Observamos ainda que, seguindo estas ideias, podemos dar um sentido formal para a desigualdade entre
niimeros naturais:

e dados os nameros naturais m,n escreve-se m < n quando existe p € N satisfazendo n = m + p. Neste
caso, diz-se que m é menor do que n.

Em particular, prova-se que se m < n e n < k, entdo m < k. Mais ainda, dados m,n € N apenas uma (e
somente uma) das seguintes possibildiades ocorre

m<n, m=mn, ou,n<m.

Como dito acima, a formaliza¢ao destas ideias foge ao nosso objetivo, assim assumiremos que ela é vélida,
bem como o seguinte resultado:

Proposigao 1.2.1 As sequintes afirmacoes sao satisfeitas em rela¢ao as oper¢ées definidas acima:
(associativa) (m+n)+p=m+ (n+p) em-(n-p)=(m-n)-p;
(distributiva) m - (n+p)=m-n—+m-p;
(comutativa) m+n=n+mem-n=mn-m;
(corte) m+n=m+p=>n=pem-n=m-p=n=7p;

(compatibilidade) m <n=m-p<n-pem<n=m+p<n+p;

1.2.2 Numeros pares e niimeros impares

Com o intuito de explorar algumas propriedades apresentadas pela proposi¢ao 1.2.1, bem como aperfeicoar
as técnicas de demonstracao, faremos alguns comentarios sobre dois subconjuntos de N, saber: nimeros pares
e numeros impares.

Definicao 1.2.2 Definimos o sequintes conjuntos em N:
(pares) P ={m € N; 3In € N satisfazendo m =2 -n};
(impares) T ={1}U{m € N; In € N satisfazendo m =2-n+ 1}

Observagao 1.2.1

Noteque Z=N—-P e PNZ=0. Além disso, N=PUZL.

Proposigao 1.2.2 O conjunto dos numeros pares € fechado em rela¢ao a soma e ao produto, isto €,
mneP=—=m+neP
e

mneP=—m-neP
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Demonstragao:
Considere m,n € P. Por defini¢do, existem p,q € P tais que
m=2-pen=2-q,

logo
m+n=(2-p)+(2-¢9)=2-p+2-q=2-(p+q) =2-s,

sendo s = p + ¢, portanto m +n =2-s e assim m +n € P.
Por outro lado, temos

m-n=(2-p)-(2-¢9=2-p-2:q=2-2-p-q)=2-1,

sendot=2-p-q,donde m-n € P.

Observagao 1.2.2
Uma forma equivalente de dizer que o numero m é dizer que ele é divisivel por 2. Podemos denotar isso por
p= %, para algum p € N.
De modo geral temos: dizemos que um ntmero natural m é divsivel por n € N se existe p € N tal que

m =n - p. Neste caso, escrevemos
m

p=—.
n

Observe que nem sempre existe a divisdo de nimeros naturais como, por exemplo, 1/2.

1.2.3 Equacgoes

Ainda com o objetivo de explorar a proposi¢ao 1.2.1, faremos agora uma breve abordagem sobre a resolugao
de equacoes envolvendo nimeros naturais.

Exemplo 1.2.1 Vamos resolver o segquinte problema: obter um nimero x € N que seja solugao da equac¢io
3x + 7 =10. (Note que nao faz sentido, até o presente momento, a ideia de “passar” subtraindo).

Observe inicialmente que 10 = 3 + 7, logo
3x+7=10 < 3x+7=3+7,
logo pela propriedade do corte (para a soma), temos
3x+7=10 < 32x=3=3-1
e pela propriedade do corte (para o produto), temos

3r+7=10 <— x=1.

Exemplo 1.2.2 Obter um nimero x € N que seja solucdo da equagao bx + 2 = 10.
Analogamente ao caso anterior, escrevendo 10 = 8 + 2, obtemos
524+2=10 <= dHx+2=8+2 < bz =8.
Neste caso nao pode existir um elemento x € N tal que 5z = 8. De fato, note que
5:-1=5<8 eb-2=10> 8§,

logo, pelo dltimo item da proposicao 1.2.1, o numero z deveria satisfazer 1 < x < 2, o que é impossivel para
qualquer x € N.
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Exemplo 1.2.3 Obter um par nimeros naturais r e y que seja solucao da equagao x -y = 17.

E facil ver que o par (1,17) e (17,1) é uma solucio deste problema. Mais ainda, esta é a tinica solucio
possivel.

Este exemplo se encaixa na seguinte definicao:

Definigao 1.2.3 (Nameros primos) Dizemos que um nimero natural p, diferente de 1, € um nidmero primo
quando as unicas solugoes da equacao r -y =p sdoxz =1 e y = p.
1.2.4 Os numeros inteiros

Dados dois nimeros naturais m e n, com m > n, definimos o nimero m — n como sendo o (tinico) namero
natural p que satisfaz a equacdo m = p + n, ou seja,

m-—-n=p < m=p+n.
Observagao 1.2.3 Note que:
e a diferenca m —n €, de fato, 1inica pois se form —n=p em—n=7p', entdo p=7p;

e quando m < n (ou mesmo m = n) a diferenca m — n ndao faz sentido em N, pois isto violaria o ltimo
item da proposi¢ao 1.2.1;

e para qualquer m € N nao existe n € N tal que m +n = m;

Com base nestas observacoes introduzimos o conjunto dos nimeros inteiros Z da seguinte forma:

(i) defini-se o conjunto Z* = N, chamado de conjunto dos inteiros positivos;

(ii) defini-se o conjunto Z~ = {—n, n € N}, chamado de conjunto dos inteiros negativos, em que inicialmente
a notagdo —n representa apenas um simbolo qualquer (depenendete do natual n);

(iii) defini-se um elemento chamado zero, o qual é denotado por 0;

Assim, definimos o conjunto
Z=7Z"U{0}uzZ"

Fixadas estas notagoes, introudizmos agora as operagoes de soma e produto em Z:
(Soma) Caracterizemos a soma de ntimeros inteiros por:

e m+n =0 se, e somente se, m = —n;

e m + 0 =m, para todo m € Z;

e m +n coincide com a soma de niimeros naturais se m,n € Z%;

esem€eZT e—n€Z,comm>n,entdo m+ (—n) é a diferenca entre niimeros naturais m — n;
esem€eZ e—neZ ,comm<n,entdo m+ (—n) é o numero inteiro —(n — m);

e se —m€EZ en€Z", comm >n, entho —m + n é o nimero inteiro —(m — n);

ese—mcZ encZt comm <n,entdo —m +n é a diferenca entre ntimeros naturais n — m;

e se —meZ e—n€Z ,entdo —m + (—n) é o ntmero inteiro —(m + n);
(Produto) Caracterizemos o produto de nimeros inteiros por:

e m-n =0 se, e somente se, m =0 oun = 0;
e m - n coincide com o produto de ntimeros naturais m - n;

esemeZe—ne€Z ,entdo m- (—n) é o ntmero inteiro —(m - n);
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e se —meZ ené€lZt, entdo (—m) - n é o nimero inteiro —(m - n);

ese —mecZ e—neZ ,(—m)-(—n) éo produto de nimeros naturais m - n;

Observagao 1.2.4

(a) Mostra-se (sem grandes dificuldades) que estas duas operagdes em Z satisfazem as propriedades comuta-
tiva, associativa e distributiva enunciadas na proposicao 1.2.1;

(b) Se m e n sdo inteiros diferentes de zero, entdo m - n # 0;

(¢c) Podemos também definir a nocdo de desigualdade:

e dizemos que um nimero inteiro m é positivo se m € Z*, e escrevemos m > 0;
e dizemos que um nimero inteiro m ¢é negativo se m € Z~, e escrevemos m < 0;

e dados m,n € Z, dizemos que m > n se a diferenca m — n é um inteiro positivo;

Proposigao 1.2.3 As sequinte afirmacées sao vdlidas em Z:
(a) Se m <mn, entéo m+p < n+ p;
(b) Sem >0, entdo —m < 0;
(¢) Se m <0, entdo —m > 0;
(d) Sem <nep>0, entdom-p<n-p;

(e) Sem <nep<0, entdo m-p>n-p;

Observagao 1.2.5

(a) Temos, evidentemente, N C Z. Além disso, as operagdes de soma e produto definidas em Z coincidem
com as de N.

(b) A equagao 10x + 14 = 4 pode ser resolvida em Z. De fato, somando o nimero (-14) em ambos os membros
desta equagao obtemos

1024+ 14=4 <= (10z+14)+ (-14) =4+ (-14)
< 10+ (14+(—-14)) = —(14 - 4)
<— 10 =-10
<= zr=-1.

1.2.5 Numeros pares e impares

De modo natural podemos considerar os conceitos de nimeros inteiros pares e fmpares:

(pares) P = {m € Z; In € Z satisfazendo m =2-n};

(impares) Z ={m € Z; 3n € Z satisfazendo m =2-n + 1}

Proposicao 1.2.4 Dado m € Z, temos m? € P se, e somente se, m € P.
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Demonstracao: Para mostrar que m? € P implica em m € P é suficiente provar que nenhum ntimero impar

possui quadrado par.
Para tanto, note que se m € Z é impar, entao m = 2n + 1, para algum n € Z, assim

m*=m-m=2n+1)-2n+1)=2(2n*+2n) +1 =2k + 1,
sendo k = 2n? + 2n. Portanto, m? é impar quando m for impar.

Para mostrar a reciproca, ou seja, que m par implica em m? par basta notar que

mi=m-m=(2-n)-(2-n)=2(2n*) =2k

1.2.6 Os ntmeros racionais

Como vimos anteriormente os niimeros naturais e os inteiros sao fechados com relagao as operacoes de soma,
subtracao e produto. Porém, ndo sio fechados com respesito a divisdo. Os nimeros racionais, definidos abaixo,

corrigem essa deficiéncia.
O conjunto dos nimeros racionais Q é definido da seguinte forma:

Q:{r; r=§, p,q € Z, q#O}

As operagoes de soma e produto em Q sdo as seguintes: dados dois ntimeros racionais r e s com representacoes

r=2¢5="¢
b o d’
sendo a, b, ¢, d inteiros e b, d diferentes de zero definimos:
. _a-d+c-b o _a-c
rhs=——p o res=g

Exemplo 1.2.4

3,-2_3
4 5 4

2\ 3 (=) 6 3
5/ 4.5 20 10
Observagao 1.2.6

(a) Dado um racional r existe uma infinidade de formas de se escrever r = a/b, porém as operagdes acima
independem da escolha das fragdes que possam representar cada racional. (Verifique.)

(b) As propriedades comutativa, associativa e distributiva enunciadas sdo validas em Q;
(c) Podemos também definir a nocdo de desigualdade:
e dizemos que um namero racional r = p/q é positivo se p - ¢ > 0;

e dizemos que um numero racional r = p/q é neqativo se p - g < 0;

e dados r, s € QQ, dizemos que > s se r — s > 0;
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1.2.7 Exercicios

1.

Verifique quais das seguintes afirmacgoes sdo verdadeiras e quais sao falsas:

(a) O conjunto {—1,0,1} é fechado em relagao & adigao;

(b) O conjunto {—1,0,1} & fechado em relagdo & multiplicacio;

(c) O conjunto {—1,0,1} é fechado em relacdo a subtragao;

(d) O conjunto {3n+1, n € Z,0,1} é fechado em relagdo & multiplicacio;
(d) O conjunto {6n + 3, n € Z,0,1} é fechado em relagdo a adigao;

Dado um nimero inteiro a definimos o conjunto de seus multiplos como sendo o conjunto
M, ={a-m, meZ}.
O conjunto M, é fechado em relacao a adi¢ao? Em relagdo a multiplicagdo?
Repita a proposicao 1.2.2 para o caso de nimeros inteiros.
Verifique onde as afirmacgoes da proposicao 1.2.1 foram utilizadas na demonstragdo da proposi¢ao 1.2.2.
Mostre que as operagoes de soma e produto sdo comutativas, associativas e distributivas;

A proposicao 1.2.2 pode ser aplicada para o conjunto dos naturais impares?

1.3 Aula 3 - Os niimeros irracionais

1.

Respresentacao decimal de racionais.

2. Dizimas periédicas e nao-periédicas.

3. Existéncia de nimeros irracionais: v2 ¢ Q.

1.3.1 Exercicios

1.

Expresse cada nimero decimal como uma fragao na forma mais reduzida possivel:

(a) 2,4 (d) 0,18 (g) 1,38181... G) 1,642
(b) —3,6 (e) 0,09595. .. (h) —4,17 (k) 0,857142
(c) 0,5555. .. (f) 3,27 (i) 2,472472... (1) 1,35135135...

Sera que é possivel escrever um decimal com um ntimero infinito de algarismos e que nao seja uma dizima
periddica, seguindo alguma regra para a colocagao dos algarismos?

Transforme os decimais em fragoes irredutiveis. Em seguida, reponda a pergunta.

(a) 2,5 e 2,4999 (d) 5,9¢6
(b) 1,02 e 1,019 (e) O que vocé observou nas fragoes dos itens an-
(c) 3,74 € 3,73999... teriores?

Expresse cada niumero como decimal:



CAPITULO 1. CONJUNTOS 17

10.

11.

12.

13.

14.

7 9 8
(a) 10 (c) 15 (e) —55 (8) 7
2 7 56
() : (@) — () (h) -2
As formulas a seguir serdo muito uteis. Verifique-as:
(a) (@+y)(z—y) =2®—y (b) (z—y)(@*+ay+y?) =2 —y® (c) (z+y)(@*—ay+y?) = 2°+¢°
Determine o valor de z, sabendo que ———— = % (N&o é necessario resolver nenhum tipo de equacao.)

1—x
Considere f(x) = ag + a17 + azx® + - - a,x™ (n natural e a, # 0) um polindémio com coeficientes inteiros.
Seja r = = um namero racional com p e g primos entre si. Se r é raiz de f(x), é sabido que p é divisor de

ag e q é divisor de a,,. Usando este fato, prove que sao irracionais:

(a) V3 (b) V5 (c) vp

2
Cortou-se, primeiramente, — de um fio. Depois cortou-se 0,6 do restante. A parte que restou foi dividida

em 50 partes iguais, cada uma medindo 16 metros. Calcule o comprimento do fio.

Euclides mostrou que ha um ntimero infinito de primos usando um argumento muito simples. Ele supds
que houvesse somente um namero finito de primos, digamos {p1, ps,...,p,} € entdo considerou o nimero
Pp1 - pn + 1 consistindo do produto de todos esses primos mais 1. Dessa forma, esse nimero nao podera
ser primo, ja que é maior que todos os primos listados. Portanto, algum primo p; da lista acima deve
dividi-lo. Obtenha com isso uma contradicao.

. . . .. L. . oy , a
Dados dois niimeros a e b reais e positivos, chama-se média aritmética de a e b ao nimero e chama-se

média geométrica ao numero vab. Se 0 < a < b, mostre que

(a)a<%b<b (b) a<Vab<b (c)\/%<“‘2”)

Mostre que v 4 + 2v/3=1++/3.
Mostre que existem a e b racionais, tais que /18 — 8v/2 = a + bv/2.

Quais das sentencas abaixo sao verdadeiras? Explique sua resposta.

(a) 3eR (d)%e]R—Q (2) (ﬁf?)\/g)eR— ()3\f

(b)NCR (e) \/ZER—Q 3\/» 5\/7
() ZCR (f) VAcR-Q (h)TeR Q

Classifique cada afirmacao como verdadeira ou falsa. Caso nao seja verdadeira, apresentar um contra-
exemplo, ou seja, um exemplo para o qual a afirmacao feita é falsa.

(a) A soma de dois nimeros racionais é sempre racional.

(b) A soma de um ndimero irracional com um racional é sempre irracional.

(c) O produto de dois numeros racionais é sempre racional.

(d) O produto de dois nimeros irracionais é sempre irracional.

(e) Um namero irracional elevado ao quadrado é sempre irracional.

(f) A soma de dois numeros irracionais ¢ sempre irracional.
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(g) A raiz quadrada de um namero irracional positivo é sempre irracional.
(h) Quaisquer que sejam a,b,c € R, se ab = ac entdo b = c.

(i) Quaisquer que sejam a,b,c € R — {0}, se ab < ac entdo b < c.

(j) Quaisquer que sejam a,b € R, se a < b entdo a? < b?.

(k) Quaisquer que sejam a,b € R, se a®> = b* entdo a = b.

1 1
(1) Quaisquer que sejam a,b € R — {0}, se a < b entdo — > —.
a

S

15. Efetue as operagoes indicadas e escreva, em cada caso, se o resultado é um ntmero racional ou irracional.

(a) V3-v2T (c) V3 I3 (e) (V5 - V3)? (8) (VE+1)(5-1)
(b) T=V5- (8- V5) (d) 5+VIT-(G-VID) (f) (V3+V2)(V3-v2)

16. Prove que:

m ~ . .
(a) Um ntmero racional —, com mdc(m,n) =1 (a fragdo é irredutivel), pode ser representado como um
n .
decimal finito se, e somente se, n = 2/5% onde j,k € {0,1,2,3,...}.
m ~ L. . A
(b) Todo ntamero racional —, com mde(m,n) = 1 (a fracdo é irredutivel), e onde n = Np, N € Z, p é
um primo, p # 2 e p # 5, pode ser representado como uma dizima periddica.
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