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Introducgdo a teoria da medida



> Aula 1 (04/03):

» o-dlgebra;

> fungdes mensuraveis.
> Aula 2 (09/03):

> reta estendida.

> propriedes de fun¢des mensurdveis
> Aula 3 (11/03):

5

> medidas.



L Aula 1: 04/03

o-dlgebra

o-algebra

Defini¢ao

Considere X um conjunto qualquer e seja A uma cole¢do de subconjuntos de X.
Dizemos que A é uma o-dlgebra em X se as seguintes condigdes sdo satisfeitas:
) PeAeXe A

ii) SeE € A, entdo E€ € A;

i) Se {Ej}jen C A entdo a unido | ),y E;j é também um elemento de A.
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o-dlgebra

o-algebra

Defini¢ao

Considere X um conjunto qualquer e seja A uma cole¢do de subconjuntos de X.
Dizemos que A é uma o-dlgebra em X se as seguintes condigdes sdo satisfeitas:
) PeAeXe A

ii) SeE € A, entdo E€ € A;

i) Se {Ej}jen C A entdo a unido | ),y E;j é também um elemento de A.

» O par (X, A) é dito espago mensurdvel.

» Um conjunto E € A ¢ dito A-mensurdvel (ou simplesmente mensuravel)




|_Aula 1: 04/03

o-dlgebra

Exemplos basicos

Q>



L Aula 1: 04/03
o-dlgebra
Exemplos basicos

1. Se X é um conjunto qualquer, entdo P(X) (o conjunto das partes de X) define
uma o-4lgebra sobre X.
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o-dlgebra
Exemplos basicos

uma o-4lgebra sobre X.

1. Se X é um conjunto qualquer, entdo P(X) (o conjunto das partes de X) define
2. Se X é um conjunto qualquer, entéio

A={X,0}
define uma o-dlgebra sobre X.

N
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o-dlgebra
Exemplos basicos

uma o-4lgebra sobre X.

1. Se X é um conjunto qualquer, entdo P(X) (o conjunto das partes de X) define
2. Se X é um conjunto qualquer, entéio

A={X,0}
define uma o-dlgebra sobre X.

3. Considere X = N (o conjunto dos niimeros naturais), entao

"A = {N7 ®7 {17 375777 b '}7 {27 47 67 87 i '}}
define uma o-algebra sobre N.
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L o-dlgebra

Exemplos basicos

1. Se X é um conjunto qualquer, entdo P(X) (o conjunto das partes de X) define
uma o-4lgebra sobre X.

2. Se X é um conjunto qualquer, entéio
A= {X ) 0}

define uma o-dlgebra sobre X.

3. Considere X = N (o conjunto dos niimeros naturais), entao
A={N,0,{1,3,5,7,...},{2,4,6,8,...}}.

define uma o-algebra sobre N.
4. Considere X =Re

A={ECR; E éenumerdvel }.

Neste caso, .4 ndo é uma o-dlgebra sobre R.
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o-dlgebra

Intersecao de o-algebras

Proposi¢ao

Sejam (X, A) um espago mensurdvel e {Ex}xcr uma coleg¢do enumardvel de
conjuntos mensurdveis. Nestas condigdes, a interse¢do

E= (5
é um conjunto mensurdvel.

AEF

N
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L o-dlgebra

Intersecao de o-algebras

Proposi¢ao

Sejam (X, A) um espago mensurdvel e {Ex}xcr uma coleg¢do enumardvel de
conjuntos mensurdveis. Nestas condi¢des, a intersecdo

E= ﬂEA

AEF

é um conjunto mensurdvel.

Teorema

Sejam X um conjunto e Ax, \ € F, uma cole¢do qualquer de o-dlgebras sobre X.
Defina por A a seguinte colegdo de conjuntos de X:

A={ECX; E€ A\,Y\ € F}

Entdo, A é uma o-dlgebra sobre X.

Notagdo usual: A = ﬂAeF Aax.
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o-dlgebra

Geradores de o-algebras

Defini¢ao

Sejam X um conjunto e A uma colegdo (ndo vazia) de subconjuntos de X. Considere
também F a colegdo de todas as o-dlgebras que contém A e defina

A= (s

SeF
contém A).

Dizemos que A é o-dlgebra erada por A. (De fato, estd é a menor o-dlgebra que
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L o-dlgebra

Geradores de o-algebras

Defini¢ao
Sejam X um conjunto e A uma colegdo (ndo vazia) de subconjuntos de X. Considere
também F a colegdo de todas as o-dlgebras que contém A e defina

A= (s
SeF

Dizemos que A é o-dlgebra erada por A. (De fato, estd é a menor o-dlgebra que
contém A).

Exemplo
Considere X = R e ponha

A = {E C R; E é um intervalo aberto }.

A o-dlgebra gerada por A, denotada por B, é comumente chamada de dlgebra de
Borel (ou o-dlgebra de Borel).
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Fungdes mensurdveis

Funcdes mensurdveis

Definition

Seja (X, A). Uma fungdo f : X — R é dita .A-mensurdvel (ou simplesmente
mensuravel) se vale a seguinte propriedade:

Va € R tem-seque Ao ={x€X; f(x) >a} e A
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Funcoes mensurdveis

Fung¢des mensuraveis

Definition

Seja (X, .A). Uma fungdo f : X — R é dita .A-mensurdvel (ou simplesmente
mensuravel) se vale a seguinte propriedade:

Va € R tem-seque Ao ={x€X; f(x) >a} e A
Exemplo
1.

Toda fungdo constante é mensurdvel

2. Sejam E C X e xr : X — R definida por

1, se x€E,
Xe(x) :{

0, se x¢E.
3. Considre X = R e B a dlgebra de Borel. Entdo, toda fun¢do continua
f: R — R é B-mensurdvel.




e
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L Fungdes mensurdveis

Teorema

Sejam (X, A) um espago mensurdvel e f : X — R uma fungdo. As seguintes
afirmagoes sdo equivalentes:
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L Fungdes mensurdveis

Teorema

Sejam (X, A) um espago mensurdvel e f : X — R uma fungdo. As seguintes
afirmagoes sdo equivalentes:

a) Va € R tem-se que Aq = {x €X; f(x) > a} € A
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L Fungdes mensurdveis

Teorema

Sejam (X, A) um espago mensurdvel e f : X — R uma fungdo. As seguintes
afirmagoes sdo equivalentes:

a) Ya € R tem-se que Ao = {x €X; f(x) >a} e A
b) Va € R tem-se que B, = {x € X; f(x) <a} e A;
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L Fungdes mensuraveis

Teorema

Sejam (X, A) um espago mensurdvel e f : X — R uma fungdo. As seguintes
afirmagoes sdo equivalentes:
a) Ya € R tem-se que Ao = {x €X; f(x) >a} e A
b) Va € R fem-se que Bo = {x € X; f(x) < a} € A;

¢) Va € R tem-se que Co ={x€X; f(x)>a}e A

N
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L Fungdes mensuraveis

Teorema

Sejam (X, A) um espago mensurdvel e f : X — R uma fungdo. As seguintes
afirmagoes sdo equivalentes:

a) Yo € R tem-se que Ao ={x€X; f(x) >aleA
b) Va € R fem-se que Bo = {x € X; f(x) < a} € A,
¢) Va € R tem-se que Co ={x€X; f(x) > a} e A

d) Ya € R tem-se que Do = {x €X; f(x) < a} € A
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LPropriedades de funcdes mensurdveis

Proposicao

Sejam f, g : X — R duas funcdes mensurdveis e ¢ € R um niimero real qualquer. As
seguintes fungoes sdo mensurdveis:

> of;
> 1%
> ftg
> &
> Ifl.

i
N)
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Propriedades de fungdes mensurdveis

Fungdes complexas

> Sejam X um espago mensuravel e f : X — C uma fungao. Existem duas
fungdes fi, > : X — R tais que

Fx) =filx) +if(x), Vx € X.
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Propriedades de fungdes mensurdveis

Fungdes complexas

> Sejam X um espago mensuravel e f : X — C uma fungao. Existem duas
fungdes fi, > : X — R tais que

[ =fi(x) +if(x), Vre X
> Notacdo fi = R(f) e fo = S(f).
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Propriedades de fungdes mensurdveis

Fungdes complexas

> Sejam X um espago mensuravel e f : X — C uma fungao. Existem duas
fungdes fi, > : X — R tais que

f(x) =filx) +iH(x), Vx € X.
> Notacdo fi = R(f) e fo = S(f).
Definition

Seja (X, .A). Dizemos que uma fungéo f : X — C é dita .A-mensurével (ou

simplesmente mensurdvel) se vale ambas fun¢des R(f) e S(f) sdo mensurdveis.




L Aula 2: 09/03

L Propriedades de fungdes mensurdveis

Fungdes complexas

> Sejam X um espago mensuravel e f : X — C uma fungao. Existem duas
fungdes fi, > : X — R tais que

f(x) =filx) +ifa(x), Vx € X.
> Notacdo fi = R(f) e fo = S(f).

Definition
Seja (X, .A). Dizemos que uma fungéo f : X — C é dita .A-mensurével (ou
simplesmente mensurdvel) se vale ambas func¢des R(f) e S(f) sdo mensurdveis.

Pergunta:

Produtos e somas de fun¢des complexas mensurdveis sdo mensurdveis? e

Ifl = VR()? + ()2
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Propriedades de fungdes mensuraveis

Observagao:

Dada uma fungéo f : X — R definimos as fungdes f™ : X — Ref~ : X — R pondo

fT() = sup{f(x), 0} e £ (x) = sup{~f(x), O}.
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Propriedades de fungdes mensurdveis

Observagao:

Dada uma fungéo f : X — R definimos as fungdes f™ : X — Ref~ : X — R pondo
Note que:

T (x) =sup{f(x), 0} e f*(x) = sup{—f(x), 0}.
> f=ft—felfl=f" 41
> ff=1(fl+f)ef =3U1-1.

Exercicio: Mostre que f é mensurivel se, e somente se, fT : X - Ref™ : X - R
sd30 ambas mensuraveis.
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Reta estendida

» Dado x € R definimos

Reta estendida: R = R U {+00, —oo}

> (£00) + (£oo) = x + (£o0)
> x(to0) =

= (+o00) +
(£o0)x, se x > 0;
> X(JFOO) (Foo
x(Fo0) = (Foo

Jx=0,sex=0
)x, sex < 0
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Reta estendida

Reta estendida: R = R U {+00, —oo}

» Dado x € R definimos:

» (+00) + (+o0) = x+ (£o0) = (F00) + x;
> x(+o00) = (£oo)x, se x > 0;
> x(Foo) = (Foo
> x(Foo) =

)Jx=0,sex=0;
(Foo)x, se x < 0;
Observacado

(+00) + (—o0).

Nao estamos definindo quociente com denominador (+00) e nem a soma
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L Reta estendida

Reta estendida: R = R U {+00, —0c0}
» Dado x € R definimos:

» (+00) + (+00) = x + (£00) = (+o0) + x;
> x(+o00) = (£oo)x, se x > 0;
> x(:Foo; = (:Foo;x =0,sex=0;

> x(Foo (Foo)x, se x < 0
Observacado
Ndo estamos definindo quociente com denominador (£00) e nem a soma
(+00) + (—o0).
Observacao

Algebra de Borel estendida: dado E € B coloque

Ey =EU{—o0}, Ex = EU{+40o0}, E3 = EU {—00, +00}.
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L Reta estendida

Reta estendida: R = R U {+00, —0c0}
» Dado x € R definimos:

» (+00) + (+00) = x + (£00) = (+o0) + x;
> x(+o00) = (£oo)x, se x > 0;
> x(Foo) = (Foo)x =0, se x = 0;
> x(Foo) = (Foo)x, sex < 0;
Observacado
Ndo estamos definindo quociente com denominador (£00) e nem a soma
(+00) + (—o0).
Observacao
Algebra de Borel estendida: dado E € B coloque

Ey =EU{—o0}, Ex = EU{+40o0}, E3 = EU {—00, +00}.

B= {El,Ez,Ej,} U B.
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Reta estendida

Funcdes mensurdveis f : X — R
Definition

Seja (X, A). Uma fungfo real (estendida) f : X — R € dita mensurével se vale a
seguinte propriedade:

Vo € R tem-se que Ay = {x € X; f(x) > a} € A.
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Reta estendida

Funcdes mensurdveis f : X — R
Definition

Seja (X, A). Uma fungfo real (estendida) f : X — R € dita mensurével se vale a
seguinte propriedade:

Denotamos ainda

Vo € R tem-se que Ay = {x € X; f(x) > a} € A.

M(X, A) = {f : X — R; fémensurivel}.

N
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Reta estendida

Funcdes mensurdveis f : X — R
Definition

Seja (X, A). Uma fungfo real (estendida) f : X — R € dita mensurével se vale a
seguinte propriedade:

Denotamos ainda

Vo € R tem-se que Ay = {x € X; f(x) > a} € A.

M(X, A) = {f : X — R; fémensurivel}
Observacao

Note que se f € M(X, A), entdo

JEN

{xeX; f(x) =40} = ﬂ{xEX;f(x) >jeA
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Reta estendida

Funcdes mensurdveis f : X — R
Definition

Seja (X, A). Uma fungfo real (estendida) f : X — R € dita mensurével se vale a
seguinte propriedade:

Denotamos ainda

Va € R tem-se que Ay = {x€X; f(x) >a} e A

M(X, A) = {f : X — R; fémensurivel}.
Observacao

Note que se f € M(X, A), entdo

JEN

{xeX; f(x) =40} = ﬂ{xEX;f(x) >jeA

reX; fx) =

JEN

—oo} =[{reX; f(x) < —j} € A

[m]

=
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L Reta estendida

Theorem

Temos f € M(X, A) se, e somente se,

> A={x€X; f(x) =400} € A
> B={x€X; f(x)=—o0} €A
» afungdo fi : X — R dada por

f(x), se x¢ AUB,
filx) = { 0, se x € AUB,
também é mensurdvel.
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Reta estendida

Demonstragio: (=)

Suponha f € M(X, A). Jd sabemos que
> A={x€X; f(x) =400} € A,

> B={x€X;f(x)=—oo} €A
Considere o € R. Temos entdo:
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Reta estendida

Demonstragio: (=)

Suponha f € M(X, .A). Ja sabemos que
> A={xeX; f(x) =40} € A,
> B={xeX;f(x) =—oc} € A

Considere o € R. Temos entdo:

» Se a > 0, entdo

{xeX;filx) >0} ={x € X;f(x) > a} \ 4;
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Reta estendida

Demonstragio: (=)

Suponha f € M(X, .A). Ja sabemos que
> A={xeX; f(x) =40} € A,
> B={xeX;f(x) =—oc} € A

Considere o € R. Temos entdo:

» Se a > 0, entdo

> Se a < 0, entdo

{xeX;filx) >0} ={x € X;f(x) > a} \ 4;

{xeX;filx) >0} ={xeX;f(x) > a}UB;
Demonstragdo: (<) (Exercicio)

N
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Medida

Defini¢ao (Medida)

Seja (X, A) um espago mensurdvel. Uma fungdo

p:A—R

(Note que o dominio de tal funcdo € a cole¢do A)

é dita mensurdvel se sdo satisfeitas as seguintes propriedades:
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Medida

Defini¢ao (Medida)

Seja (X, A) um espago mensurdvel. Uma fungdo

p:A—R

(Note que o dominio de tal funcdo € a cole¢do A)
é dita mensurdvel se sdo satisfeitas as seguintes propriedades:
> u(@) =0;
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Medida

Defini¢ao (Medida)

Seja (X, A) um espago mensurdvel. Uma fungdo

prA—=R

(Note que o dominio de tal funcdo € a cole¢do A)
é dita mensurdvel se sdo satisfeitas as seguintes propriedades
> u(®) =0;

» u(E) >0, para todo E € A;
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Medida

Defini¢ao (Medida)

Seja (X, A) um espago mensurdvel. Uma fungdo

prA—=R

(Note que o dominio de tal fungdo é a colecdo A).
é dita mensurdvel se sdo satisfeitas as seguintes propriedades:
> /J,(@) =0

» u(E) >0, paratodo E € A;

» (contdvel aditiva) Se {En}nen C A, com Ej N Ex = 0 para j # k, entdo

u (U E) = uE).
neN n=1

N
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Medida

Exemplo

1. Considere X # () and A = P (X).

i (E) = 0, VE € P(X)

#Z(E):{ 0, se E=1,

oo, se E # .

DA
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Medida

Exemplo
1.

Considere X # 0 and A = P(X).

11(E) = 0, VE € P(X)

NZ(E):{ 0, se E=1,

oo, se E# .
2. Considere X # 0 and A = P(X). Fixado p € X defina

ue)={ §ures

se p € E.
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Medida

Exemplo
1.

Considere X # 0 and A = P(X).

11(E) = 0, VE € P(X)

HZ(E)Z{ 0, se E=1,

oo, se E# 0.
2. Considere X # O and A = P(X). Fixado p € X defina

[ 0, sepg¢E
M(E)_{ 1, se p€E.
3. Considere X =Ne A =P(N).

W(E) = { #(E), se E éfinito

oo, se E é infinito.
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Medida
;

Exemplo
1.

Considere X # 0 and A = P(X).

w1 (E) =0, VE € P(X)

HZ(E)Z{ 0, se E=1,

oo, se E# 0.
2. Considere X # O and A = P(X). Fixado p € X defina

[ 0, sepg¢E
N(E)_{ 1, se p€E.
3. Considere X =Ne A =P(N).

/_L(E):{ #(E), se Eé finito

0o, se E é infinito.
4. No espaco (R, B) existe uma tinica medida 1 : B — R tal que

n((a,b)) =b—a

= Medida de Lebesgue

N
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Medida

Defini¢ao

existe {En}neny C A such that

Uma medida p é dita finita se u(E) # oo, para todo E € A. Dizemos ainda que . é o-finita se

X = UE,, e W(E,) < oo, Vn€N.
neN
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Medida

Defini¢ao

existe {En}neny C A such that

Uma medida p é dita finita se u(E) # oo, para todo E € A. Dizemos ainda que . é o-finita se
X = UE" e W(E,) < oo, Vn€N.
neN

1. (ndo finita e ndo o-finita) Considere X # @) and A = P(X)

0, se E=0,
M(E):{ 0o, se E# 0.
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Medida

Defini¢ao

existe {En}nen C A such that

Uma medida p é dita finita se u(E) # oo, para todo E € A. Dizemos ainda que . é o-finita se
X = UE" e p(Ep) < oo, VneN.
neN

1. (ndo finita e ndo o-finita) Considere X # () and A = P(X).

M(E)Z{ 0, se E=0,

oo, se E# 0.
2. (finita e ndo o-finita) Considere X # () and A = P(X). Fixado p € X defina

we)={ ey

se pEE.

N
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Medida
;

Defini¢ao

existe {En}nen C A such that

Uma medida p é dita finita se u(E) # oo, para todo E € A. Dizemos ainda que . é o-finita se
X = UE" e p(Ep) < oo, VneN.
neN

1. (ndo finita e ndo o-finita) Considere X # () and A = P(X).

M(E)Z{ 0, se E=0,

oo, se E# 0.
2. (finita e ndo o-finita) Considere X # () and A = P(X). Fixado p € X defina

we)={ ey

se pEE.
3. (ndo finita, mas o-finita) Considere X = Ne A = P(N).

uey = { FE

se pEE.
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Alguns resultados

Theorem

Temos entdo:

Considere 1 uma medida sobre uma o-dlebra A. Sejam E, F € A tais que E C F.
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Alguns resultados

Theorem

Temos entdo:

Considere 1 uma medida sobre uma o-dlebra A. Sejam E, F € A tais que E C F.
> w(E) < p(F);



L Auta 3: 11/03

Alguns resultados

Theorem

Temos entdo:

Considere 1 uma medida sobre uma o-dlebra A. Sejam E, F € A tais que E C F.
> w(E) < p(F);

> Se u(E) < oo, entdo pu(F \ E) = p(F) — u(E)
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Alguns resultados

Theorem

Temos entdo:

Considere 1 uma medida sobre uma o-dlebra A. Sejam E, F € A tais que E C F.
> w(E) < p(F);

» Se u(E) < oo, entdo u(F \ E) = p(F) — p(E)
Theorem

Considere p uma medida sobre uma o-dlebra A.
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Alguns resultados

Theorem

Temos entdo:

Considere 1 uma medida sobre uma o-dlebra A. Sejam E, F € A tais que E C F.
> w(E) < p(F);

> Se u(E) < oo, entdo pu(F \ E) = p(F) — u(E)
Theorem

Considere p uma medida sobre uma o-dlebra A.

» Se {E,}uen é uma sequéncia crescente em A, entdo

(=)

= lim pu(En);
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Alguns resultados

Theorem

Temos entdo:

Considere 1 uma medida sobre uma o-dlebra A. Sejam E, F € A tais que E C F.
> u(E) < p(F);
Theorem

» Se u(E) < oo, entdo u(F \ E) = p(F) — p(E)

Considere p uma medida sobre uma o-dlebra A.

» Se {E,}uen é uma sequéncia crescente em A, entdo

(=)

Se {Fu}nen € uma sequéncia decrescente em A com pu(Fi) < oo. Entdo

+(n~)

v

= lim pu(En);

= lim p(Fy).
n—oo




S O N
|_Aula 3: 11/03
L Alguns resultados

Q>



	Aula 1: 04/03
	-álgebra
	Funções mensuráveis

	Aula 2: 09/03
	Propriedades de funções mensuráveis
	Reta estendida

	Aula 3: 11/03
	Medida
	Alguns resultados


