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LISTA 0: Espagos Métricos e Topologia

1 Meétricas

Exercicio 1 Estude os conceitos iniciais sobre espagos métricos: Sequéncias de Cauchy, sequéncias
convergentes, funcdes continuas, conjuntos abertos (fechados, compactos).

Exercicio 2 Sejam M um espago métrico e A C M um subconjunto ndo-vazio. Definimos a distdncia
entre um ponto x € M e o conjunto A por

d(z,A) = inf{d(z,a); a € A}.
(a) Se d(x,A) =0, entdo x € A?

(b) Mostre que
|d(z, A) — d(y, A)| < d(x,y), Vx,y € M;

(¢c) Mostre que
|d(@,z) — d(y,2)| < d(z,y), Vo,y,2 € M.

O que isso quer dizer geometricamente?

Ezercicio 3 Considere o conjunto M das fungdes reais integrdveis definidas no intervalo [a,b]. Dadas
duas funcgées f,g € M ponha

b
d(f.g) = / (@) - g(a)|de. 1)

(a) Mostre que (4) ndo define uma métrica.
(b) Qual hipstese poderia ser adicionada as fungoes de M para tornar (4) uma métrica?

(¢) Mostre que a relagao
f~g=d(fg)=0. (2)

¢ uma relagdo de equivaléncia.

(d) Com respeito a relagio definida em (3) considere o espago quociente N = M/ ~. Os elementos
de N sao os conjuntos [f| C M, com f € M, definidos por

[f] = {h € M; d(f,h)=0}.
Mostre que a relaggo D : N x N — R dada por
D([f],lg]) = d(f,9), F€lfl e g€lgl, (3)

define uma métrica no espago quociente N = M/ ~. (Nao esquega de provar que, de fato, D é
uma fungao!)



Exercicio 4 Uma funcdo f : M — N entre espacos métricos é dita uma imersao isométrica se

dn(f(x), f(y)) =dp(x,y), Yo,y € M.

Uma isometria € uma imersao sobrejetiva.

(a) Mostre que uma imersao isométrica € necessariamente injetiva;
(b) Mostre que qualquer imersao isométrica define uma isometria f: M — f(M);

(c) Sejam M um espago métrico, X um conjunto e f: X — M uma func¢ao injetiva. Mostre que a
eTpressao

dy(w,y) = du(f(), f(y))

define uma imersdo isométrica

(d) Fizados a,u € R", com ||u|| = 1, mostre que a aplicagio f : R — R"™ dada por f(t) = a+tu é uma
imersao isométrica. (Considere uma métrica no espago R™ induzido por uma norma qualquer).

(e) Seja R o espago vetorial formado pelas sequéncias x = (x1,x2,...) com apenas um nimero
finito de termos xp, # 0. Defina em R o produto itnerno < x,y >= Zj x;y;. Mostre que a
transformagao linear T : R — R*° dada por

T(a:l,xg, - ) = (0,1’1,1’2, .. )
€ uma 1mersao isométrica mas nao € uma isometria;

Exercicio 5 Seja A = {(z,x); x € M} a diagonal do produto M x M, onde M é um espag¢o métrico.
Mostre que, se z = (x,y) ¢ A, entdo d(z,A) > 0.

Exercicio 6 Seja S* = {x € R""!; |2| = 1} a esfera unitdria n-dimensional. O Espago projetivo de
dimensdo n € o conjunto P" cujos elementos sao os pares nao-ordenados [z] = {x,—x}, com x € S™.

(i) Mostre que [x] = [y] se, e somente se, y = —x.

(1) Mostre que
d([z], [y]) = min{|z — y|, |z + y}

define uma métrica sobre P";
(i1i) Mostre que a aplicacdo natural w: S™ — P", dada por w(zx) = [z], cumpre a condigcdo
d(m(z),m(y)) < d(z,y).
Exercicio 7 Uma pseudométrica num conjunto M ¢é uma funcao real p: M x M — R tal que
p(z,z) =0, p(z,y) = ply,x) 20 e p(z,z) <pl,y) +py,2),
para quaisquer x,y,z € M.

(a) Sejam p uma pseudométrica num conjunto M e dois pontos x,y € M. Mostre que a sequinte
relagdo € de equivaléncia:

r~y=p(ry) =0. (4)



(b) Com respeito a relagdao definida em (4) considere o espago quociente N = M/ ~. Os elementos
de N sdo os conjuntos [x] C M, com x € M, definidos por

[x] = {t € M; p(x,t) = 0}.

Mostre que a expessio

d([z], [y]) = p(z,y), z €x] e y ey,
define uma métrica no espago quociente N = M/ ~. (Nao esquega de provar que, de fato, d é
uma fungio d: N x N — R.)

2 Topologia
Exercicio 8 Estude os conceitos iniciais sobre topologia: Conguntos abertos (fechados, compactos) e
funcoes continuas.
Exercicio 9 Sejam X e Y dois espagos topoldgicos e as projegio m : X XY > X em: X XY =Y.
(i) Mostre que se U € Tx ¢ V € Ty, entdo m; "(U) =U x Y and 7, (V) = X x V;
(71) mostre que ambas projecoes sio aplicagoes abertas;
Exercicio 10 Sejam X um espago topoldgico e {F)\}xca uma colegao de conjuntos fechados.
(i) Mostre que (\ycp F € um conjunto fechado; O mesmo vale para a unido?

(ii) Se'Y € outro espaco topoldgico, mostre que uma fungao f: X —Y € continua se, e somente se,
F fechado em Y implica f~1(F) fechado em X ;

Exercicio 11 Considere V' um K-espaco vetorial sobre o corpo K (R ou C) e considre T uma topologia
em V. Dizemos que V € um espaco vetorial topoldgico se:

(i) para cada x € V o conjunto {x} é fechado;
(ii) as operagoes (z,y) — x+y e (A, x) = X\ x sdo continuas.
Fizados a € V e A € K, mostre que as aplicagées Ty : V —V e My : V — V dadas por
To(z) =a+z e My(z)=A-x
sao homeomorfismos de V' sobre V.
Exercicio 12 Mostre que um espaco topoldgico X é Hausdorff se, e somente se, a diagonal
A={(z,x) e X x X}

€ um subconjunto fechado de X x X;

Exercicio 13 Considere M(n) o conjunto das matrizes reais n X n.

(a) Obtenha uma correspondéncia bijetiva entre M(n) e R™ e mostre que M (n) é um espago métrico,
através desta correspondéncia;

(b) Mostre que as aplicagdes det : M(n) — R e Prod : M(n) x M(n) — M(n) sao continuas;
(¢) o conjunto G(n) das matrizes A € M(n) com det(A) # 0 € aberto;

(d) A aplicacio v : G(n) — G(n) que a cada A € G(n) associa sua inversa A~' é continua;
(e) O conjunto O(n) das matrizes ortogonais € compacto;

(f) G(n) é conexo. Quais sao as (duas) componentes?



3 Continuidade

Exercicio 14 Mostre que o grdfico de uma fung¢do continua f : M — N, entre espacos métricos, é
homeomorfo ao dominio de f. (Siga os passos abaizo)

(a) pondo G(f) ={(z, f(z)); x € M} C M x N considere a funcao f(x) = (z, f(x));
(b) obtenha a inversa de f:
Como aplicagdo, mostre que R\ {0} é homeomorfo & hipérbole H = {(z,y) € R?; zy = 1}.

Exercicio 15 Sejam X e Y dois espagos topoldgicos. Mostre que as projegoes mx : X XY — X e
my : X XY =Y sdo abertas;

Exercicio 16 Sejam M, N espagos métricos e f,g: M — N duas fungdes.

(a) Se ambas sdo continuas num ponto a € M e f(a) # g(a). Mostre que existe uma bola aberta B,
de centro a, tal que f(B)Ng(B) =0. Em particular, se x € B entio f(x) # g(x).

(b) Suponha que f e g sao continuas em M. Dado a € M suponha que toda bola de cetnro a
contenha um ponto x tal que f(x) = g(x). Mostre que f(a) = g(a). Usando este fato, mostre
que f,g: R — R sao continuas e f(x) = g(x) para todo = racional, entio f = g.

Exercicio 17 Um grupo metrizdvel é um espaco métrico G munido de uma estrutura de grupo tal que
as operacoes

m:GxG—=G, mz,y)=z-y e f:G—G, f(QU):x_l

sao continuas. Prove as sequintes afirmacdes:

(a) Seja G um espago métrico com estrutura de grupo. G € um grupo metrizdvel se, e somente se, a

aplicagao
¢:GxG—G, qaz,y)=z-y
€ continua.

(b) Sao grupos metrizdveis: o grupo aditivo de um espaco vetorial normado (em particular R™), o
grupo aditivo S' dos complexos de médulo 1 e o grupo das matrizes reais n x n invertiveis.

(¢c) Sejam G e H grupos metrizdveis. Um homomorfismo f: G — H é continuo se, e somente se, é
continuo no elementro neutro e € G.

Exercicio 18 Sejam X, Y espagos topoldgicos e f: X — Y uma fungdo.
(a) Mostre que f € continua se, e somente se, a topologia de X é mais fina do que a induzida por f;

(b) Se f é continua e bijetiva, entdo serd um homeomorfismo se, e somente se, a topologia de X
coincide com a induzida por f;

Exercicio 19 Sejam Y um espago com a topologia trivial e X um espacgo topoldgico qualquer. Mostre
que qualquer funcao f: X =Y € continua;

Exercicio 20 Sejam X um espago com a topologia discreta e Y um espago topoldgico qualquer. Mostre
que qualquer funcao f: X =Y € continua;

Exercicio 21 Sejam X,Y espagos topoldgicos e f: X — Y uma funcio continua. Dizemos que f é
compativel com uma relagao de equivaléncia ~ em X se a ~ b implica f(a) = f(b).



(a) Mostre que f é compativel com ~ se, e somente se, [ é constante sobre cada classe de equivaléncia
determinada por ~;

(b) Se f é compativel com ~, entdo existe unica fungdo f : X/ ~— Y tal que fo ¢ = f, sendo
¢: X — X/ ~ a aplicagao quociente;

(¢c) Mostre que f é continua;

Exercicio 22 Sejam f,g: X — Y aplicacoes continuas do espago topoldgico X no espago topoldgico
Hausdorff Y. Mostre que o conjunto

F={zeX; f(z)=g(x)}
é fechado.

Exercicio 23 Seja (X, T) um espago topoldgico. A fronteira de um subconjunto A C X é o conjunto

d(A) = A —int(A).
(a) Mostre que x € (A) se, e somente se, toda vizinhanga de x possui pontos de A e de A°.

(b) A fungao caracteristica de um subconjunto S C X € a funcdo s : X — R defeinida por

{O, se x ¢S,

¢s(x) = 1, se x€8S.

Mostre que os pontos de descontinuidade de £g sdo aqueles pertencentes a fronteira de S.

(c) Considere X =R com a topologia usual e Q o subconjunto dos nimeros racionais. Quais sao o0s
pontos de descontinuidade de §g?



