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LISTA 4: Bases ortonormais e operadores contínuos

Exercício 1 Considere a aplicação T : `2 → `2 dada por

T ({xn}) =
(
x1,

x2
2
,
x3
3
, . . .

)
.

Mostre que T é contínuo mas sua imagem não é um conjunto fechado.

Exercício 2 Sejam {ej}j∈N a base canônica de `2 e {αn}n∈N uma sequência de escalares em K. Mostre

que existe um operador A ∈ B(`2) satisfazendo

Aej = αjej , ∀j ∈ N,

se, e somente se, sup |αj | <∞. Em particular, ‖A‖ = sup |αj |.

Exercício 3 Seja {αi,j}i,j∈N uma matrix in�nita tal que αi,j > 0, ∀i, j ∈ N. Suponha ainda que

existam escalares pi > 0 e α, β > 0 tais que

∞∑
i=1

αi,jpi 6 βpj , e

∞∑
j=1

αi,jpj 6 γpi,

para todo i, j ∈ N. Mostre que existe um operador A ∈ B(`2) satisfazendo

< Aej , ei >= αi,j , ∀j ∈ N,

e que ‖A‖ 6 βγ.

Exercício 4 Mostre que se {ej}nj=1 é ortonormal em H e T ∈ B(H) é de�nido por

Tx =
n∑

j=1

λj < x, ej > ej ,

com |λj | < 1, então (I − T )−1 = I + S, sendo

Sx =

n∑
j=1

λj
1− λj

< x, ej > ej .

Exercício 5 Seja T ∈ B(H). Mostre que, para todo t ∈ K, o operador etT de�nido por

etT (x) =
∑

j∈N∪{0}

(tT )j(x)

j!
,

pertence a B(H) e que vale ‖etT ‖ 6 e|t|‖T‖.
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Exercício 6 Seja T ∈ B(H), com ‖T‖ < 1. Mostre que o operador

S(x) =
∑

j∈N∪{0}

T j(x),

pertence a B(H) e que S = (I − T )−1.

Exercício 7 Sejam T, S ∈ B(H) com T invertível em B(H), isto é, existe T−1 ∈ B(H). Supondo que

‖T − S‖ < 1

‖T−1‖

mostre que S é invertível. Conclua que o conjunto dos operadores invertíveis em B(H) é aberto.
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