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LISTA 6: Espagos Normados

Exercicio 1 Mostre que uma métrica d num espago vetorial X € induzida por uma norma se, e
somente se,

dx+y,z+y) =d(z,2) e dlor,ay) = |ald(z,y)
Exercicio 2 Considere C'[a,b] o conjunto das funcies de classe C* definidas em [a,b]. Defina

[¥llor = sup [&(t)]+ sup [/ (2)].
te[0,1]

te(0,1]
Mostre que (C'[a,b], || - ||c1) é Banach. Como deveria ser a norma em C*[a,b]?
Exercicio 3 Considere os sequintes espagos de sequéncias numéricas:
¢ = {sequéncias convergentes} e co = {sequéncias convergentes a zero}

(a) Mostre que ¢ e co sao espagos fechados de £>° (portanto sao de Banach).

(b) Mostre que se n € ¢, entao existe £ € ¢y e o € K tais que

n=&+x, sendo,r=(a,a,...).

Exercicio 4 Considere N1, Na dois espagos normados, Ni, Ny seus completamentos e v N = N
uniformemente continua. Mostre que @ possui inica extensao uniformemente continua @ : N1 — N1

Exercicio 5 Mostre que se T € B(N1,N2) entio Ker(T) ¢ fechado. Mostre que S : £* — £1 dado por
(Sz)pn = (T /1)
¢ fechado. Além disso, o operador inverso S™1 eziste, mas ndao € fechado.

Exercicio 6 Seja f uma aplicagio linear f : N — K. Mostre que f € N* se, e somente se, Ker(f)
é fechado.

Exercicio 7 Verifique se o nicleo a aplicacdo f: ({1, - |l) — K dado por

neN

é fechado.



Exercicio 8 Seja X um subespago fechado e proprio de N'. Se para T € B(N) tem-se (I-T)(N) C X,
mostre que dado o € (0,1), existe n € N, com ||n|| =1, de modo que

inf ||Tx —Tnl| = «.
Inf [|T2 Tl > o
Exercicio 9 Seja ¢ : N'— R um funcional linear continuo tal que
Yz +y) =) +¥(y).
Mostre que Y(ax) = a(x), para cada o € R.

Exercicio 10 Fizado a € R defina em C[—1,1] a aplicagao

1
fuld) = [ w0+ ai(o).
1. Mostre que f, € C[—1,1]*.
2. Calcule || f]|.

Exercicio 11 Seja ¢ : R — R derivdvel de forma que, [/'(t)| < a < 1, para todo t € R. Mostre que
¥ € uma contragao. (Como generalizar para ¢ : R™ — R"?)

Exercicio 12 Seja T € B(B) com | T"|| < 1, para algum n € N. Mostre que dado n € B, existe inica
solugao do problema & —TE =n.

Exercicio 13 Considere o conjunto Q = [a,b] X [a,b] x R} ¢ K : Q — R continua de modo que
|K(t> S5, u) - K(t> S, U)| < L|u - ’U|, v<t7 57“)7 (t> 5, U) € Qa

com L > 0. Para ¢ € Cla,b] defina

ﬂ@@z/KW&Mm%+Mw

1. Use indugdo para mostrar que

L™"(t—a)"
IT"(HE) = T(9) )] < — I — gllo-
2. Para n grande temos que T™ é uma contracdo.
Exercicio 14 Considere Nj, j € {1,...,n} uma colegio de espagos normados. Mostre que todas as
normas em .
N =g
j=1

sGo equivalentes.



