Lista 1 - Fundamentos

1. Considere as seguintes matrizes

20 0 4 -6 9 =7
a=[o ] om=]n A =7 5 3

-6 4 0 6 9 -9
D= 1 14|, E=| -1 0 -4
-6 0 6 -6 0 -1

Se for possivel calcule:

(a) AB — BA,
(b) 2C — D,

(C) <2Dt - BEt)ta
(d) D? - DE.

- 1201 . .
2. Tente decidir se a matriz [ 11 } € M>(Z) é invertivel e, em caso afirmativo, tente encon-

trar sua inversa (estudaremos método para resolver este tipo de exercicio futuramente).
3. Suponha que A, B € M, (FF) sejam matrizes invertiveis e mostre que:

(a) A! & invertivel e (A%)~1 = (A71)%.

(b) AB & invertivel e (AB)~! = B~1A~L.
4. Determine se as seguintes afirmagoes sao verdadeiras ou falsas.

(a) Se A e B sao matrizes satisfazendo AB = 0, entao A =0 ou B = 0.

Se A e B sdo matrizes n x n, entdo (A + B)? = A? + 2AB + B2

0 -1 .
1 0 },entaoABBA.

Se A e B sao matrizes que comutam com a matriz M = [
entdo A é diagonal.
(f) Se A e B sao matrizes tais que AB esta definido e resulta numa matriz invertivel, entdo

A e B sao quadradas e invertiveis.
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5. Mostre que as matrizes A = [ 11’ , em que y ¢ uma ndamero real nao nulo, verificam a
Yy
equacao 2 = 2z.
6. Seja A uma matriz n X n. Mostre que A é a soma de uma matriz simétrica e uma matriz
anti-simétrica.
7. Resolva os seguintes sistemas usando escalonamento:

T1 + x9 + 223 =8 2x1 + 229+ 223 =0
(a) S 21 — 229+ 323 =1 (b) ¢ =221 +Hxo+ 223 =1
3x1 — Txo + 43 = 10 8r1 + a9 +4x3 =—1

8. Os sistemas lineares seguintes possuem a mesma matriz A. Resolva-os usando o método
de Gauss- Jordan. Observe que os dois sistemas podem ser resolvidos ao mesmo tempo
1



10.

11.

12.

13.

escalonando a matriz aumentada [A|B;|B2].

r1— 29 +x3=1 xr1 — 229 + x3 = 2
(a) ¢ 221 — By + 23 = —2 (b) < 221 — bxg + 23 = —1
3r1 — Txo + 223 = —1 3x1 — Txo 4+ 23 =2
Para cada sistema linear dado, encontre todos os valores de a para os quais o sistema nao
tem solucao, tem soluc¢ao tnica e tem infinitas solugoes:
r+2y—3z2=4 r+yt+z=2
(a) 3z —y+52=2 , (b)) €22 4+3y+22=5
4 +y+ (a®> —14)z = a + 2 20+ 3y +(a®> —1)z=a+1

Dado m € N, considere as matrizes m x m, E®* definidas por (EM)M = 0k,i0¢,j, para todo
1 <i4,57 < m. Ou seja, sdo matrizes com entrada 1 na coordenada (k,¢) e 0 em todas as
outas coordenadas. Por exemplo, a matriz identidade

Im — El’l +E2,2 4. +Em7m
Considere as seguintes matrizes m x m definidas a partir destas matrizes elementares:
Pii — I, — J DI o Ry oLl R Ej,i’
E(ci) = Iy + (c = 1)E",  E(ci,j) = I, + cE7".

Estas sao chamadas de matrizes elementares.

(a) Esboce a forma genérica destas matrizes.

Dada A € M, ,(R) e ¢ € R verifique que

(b) P A ¢ igual a matriz obtida de A permutando as linhas i e j.

(c) E(ci)A é igual a matriz obtida de A multiplicando sua linha i por c.

(d) E(ci,j)A éigual a matriz obtida de A multiplicando a linha i por ¢ e somando-a a linha
j. Sabendo as propriedades (b)-(d), deduza uma matriz inversa e verifique que cada uma
das matrizes acima definidas é invertivel.

Determine as matrizes inversas de

1 21 1 -1 2
A=13 7 3 e B=|1 1 =2
2 3 4 1 1 4

Sejam m,n € Ncomm < n, A € My, ,(R) e B € M, n,(R). Mostre que BA nao é invertivel.
E AB?

Determine se as seguintes afirmacoes sao verdadeiras ou falsas.

(a) Se A é uma matriz m xn com m < n, entao o correspondente sistema homogéneo possui
infinitas solugoes.

(b) Se A é uma matriz invertivel, entao ela nao ¢ a matriz aumentada de um sistema linear
soluvel.

(c) Se A é uma matriz m X n com m < n e existe matriz B n x m tal que AB = I, entao
todo sistema linear tendo A como matriz principal tem solugdes miiltiplas.

(d) Se A é uma matriz m x n com m > n, entdo sua forma escalonada reduzida tem
exatamente m — n linhas nulas.

(e) Se A é uma matriz m X n com m > n e algum sistema linear tendo A como matriz



principal possuir solugao tinica, entao sua forma escalonada reduzida tem exatamente m —n
linhas nulas.



