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LISTA 1

1 Meétricas

Exercicio 1 Seja (M, d) um espago métrico. Mostre as desigualdades
1. |d(z,z) —d(z,y)| < d(z,y), Vz,y,z € M.
2. |d(z1, 1) = d(w2,y2)| < d(x1,22) + d(y1,92), Vo1, 22,51,52 € M.

Exercicio 2 Sejam (M, d) um espago métrico e A C M um subconjunto nao-vazio. Defina a distancia
entre um ponto x € M e o conjunto A pondo

0(z, A) = inf{d(z,a); a € A}.
(a) Se 6(x,A) =0, entdo v € A?

(b) Mostre que
0(z, A) — 0(y, A)| < d(z,y), Vz,y € M;

(c) Mostre que
jd(z, z) —d(y, 2)| < d(@,y), Va,y,2 € M.

O que isso quer dizer geometricamente?
Exercicio 3 Sejam (M, dy), (Ma,ds) espagos métricos.

(a) Mostre que a func¢do

d(CC, y) = \/d1($17y1)2 + d2($2)y2)25

para x = (x1,22), y = (Y1,Y2), € uma métrica em M = My X M.

(b) Identificando C como produto cartesiano do conjunto de nimeros reais e mostre que d(z,w) =
|z —w| (mddulo de uma diferenca de nimeros complexos) é uma métrica em C.

Exercicio 4 Seja Rla,b] o conjunto das fungdes reais Rieamann integrdveis definidas no intervalo

[a,b]. Dadas f,g € Rla,b] ponha
b
d(7.9) = [ 1) - g(o)lda. (1)

(a) Mostre que (4) ndo define uma métrica.

(b) Qual hipdtese poderia ser adicionada as fungoes de Rla,b] para tornar (4) uma métrica?



(¢c) Mostre que a relagao
fr~g=d(fg)=0. (2)

¢ uma relagdo de equivaléncia.

(d) Com respeito a relagao definida em (3) considere o espago quociente N = Rla,b]/ ~. Os ele-
mentos de N sdo as classes de equivaléncias

[f] = {h € Rla,b]; d(f,h)=0}.
Mostre que a relaggo D : N x N — R dada por

D([f],lg]) = d(f,9), f€lf] e geldgl, (3)

define uma métrica no espago quociente N = M/ ~. (Nao esquega de provar que, de fato, D é
uma funcao!)

Exercicio 5 Uma func¢do f : M — N entre espacos mélricos € dita uma imersdo isoméirica se

dn(f(z), f(y)) = dm(z,y), Yo,y € M.

Uma isometria é uma imersao sobrejetiva.

(a) Mostre que uma imersao isométrica é necessariamente injetiva;
(b) Mostre que qualquer imersao isométrica define uma isometria f: M — f(M);

(c) Sejam (M,dys) um espago métrico, X um conjunto e f : X — M uma fun¢ao injetiva. Mostre
que a expressao

define uma métrica em X.

(d) Fizados a,u € R"™, com ||u|| = 1, mostre que a aplicag¢io f : R — R™ dada por f(t) = a+tu é uma
imersao isométrica. (Considere uma métrica no espago R™ induzido por uma norma qualquer).

(e) Seja R o espaco vetorial formado pelas sequéncias x = (x1,x2,...) com apenas um nimero
finito de termos x # 0. Defina em R*™ o produto itnerno < x,y >= Zj x;yj. Mostre que a
transformagdo linear T : R — R* dada por

T($1,£L'2, N ) = (0,1’1, T, . . )
€ uma 1mersao isométrica mas nao é uma isometria;

Exercicio 6 Seja A = {(z,x); x € M} a diagonal do produto M x M, onde M é um espag¢o métrico.
Mostre que, se z = (x,y) ¢ A, entdo 6(z,A) > 0.

Exercicio 7 Seja S* = {x € R""L; |z| = 1} a esfera unitdria n-dimensional. O espaco projetivo de
dimensao n € o conjunto P" cujos elementos sao os pares nao-ordenados [x] = {z,—x}, com x € S™.

(i) Mostre que [x] = [y] se, e somente se, y = —x.

(11) Mostre que
d([«], [y]) = min{|z -y, [« + yl}

define uma métrica sobre P,



(11i) Mostre que a aplicacdo natural w:S™ — P", dada por w(z) = [z], cumpre a condigcdo
d(m(x),m(y)) < d(z,y).
Exercicio 8 Uma pseudométrica num conjunto M € uma funcao real p: M x M — R tal que

p(z,z) =0, p(z,y) =p(y,z) 20 e p(r,2) < p(r,y) +py, 2),
para quaisquer x,y,z € M.

(a) Sejam p uma pseudométrica num conjunto M e dois pontos x,y € M. Mostre que a sequinte
relagdo € de equivaléncia:
z~y=p(xy) =0. (4)

(b) Com respeito a relagao definida em (4) considere o espago quociente N = M/ ~. Os elementos
de N sao os conjuntos [x] C M, com x € M, definidos por

[x] ={t € M; p(z,t) =0}.

Mostre que a expessao
d([z],[y]) = p(z,y), z € [z] e y€[y],

define uma métrica no espago quociente N = M/ ~. (Nao esquega de provar que, de fato, d é
uma fungio d: N x N — R.)

2 Espacos normados

Exercicio 9 Seja (V,d) um espago métrico no qual V' é um espago vetorial satisfazendo as sequintes
propriedades

1. d(ax,ay) = |ald(z,y), para todo x,y € V e escalares «,
2. d(x+ z,y+ 2) =d(x,y), para todo z,y,z € V.

Mostre que d é uma métrica induzida por alguma norma em V, isto é, existe uma norma, ||- || em
V' tal que
d(z,y) = llz —yl, Ve,yeV.

Exercicio 10 Seja (N, | -||) um espago normado.
(a) Mostre que a aplicagio do(x,y) := \/|lx — y|| ¢ uma métrica em N
(b) A aplicacio ||z := \/||z| ¢ uma norma em N'?
(¢c) A aplicacio da(x,y) = ||z — y||? € uma métrica em X ? Justifique sua resposta.
Exercicio 11 Seja (N, | - ||) wm espago normado. Mostre que vale a desigualdade
[zl = lyll] < lle = yll, Va,yeN.
Exercicio 12 Seja (N, | - ||) um espago normado no qual N tem dimensao finita. Mostre que:

(a) Todas as normas em N sao equivalentes .



(b) (N,|l-1]) é Banach.

(¢) Um congunto é compacto se, e somente se, € limitado e fechado.

Exercicio 13 Dizemos que duas normas ||-||o e ||-|]1 sdo equivalentes num espago vetorial X se existem
constantes positivas c1,co tal que

cillzllo < [lzfl1 < eofzllo, Vz e X

Para 1 < p < q < oo, mostre que as normas || - ||, e || - ||q sdo equivalentes no espaco R™.

3 Espacos com produto interno

Exercicio 14 Sejam (V,(-,-)) um espago com produto interno e {x,} e {yn} duas sequéncias em V
que convergem para x ey, respectivamente. Mostre que

lim <$nayn> = (x,y>

n—oo

Exercicio 15 Seja (V, (-,-)) um espago com produto interno.

(a) Se x ey sao ambos nao nulos e x L y, entdo {z,y} € Li.
(b) Se x Ly, para todo y €V, entido x = 0.
(c) Sex Ly, entao ||z +yl* = [|lz|* + [[y]*.

(d) Seja {x,} uma sequéncia em V convergindo para x tal que x, 1 y, para todo n. Mostre que
zLy.

(e) Temos x L y se, e somente se,

lz +tyl| = ||z, vt € K.

Exercicio 16 Seja (V,(-,-)) um espago com produto interno. Mostre a validade da identidade de
polarizacao:

(e +yl* = llz —yl?), se K=R

AN

<$7y> =

(.y) =7 (lr +yl* = o —yl* + illz + iy[|* — il —iy|*), se K=C.

1
4
Exercicio 17 Um semi-produto interno num espago vetorial V. € uma funcdo f:V xV — K tal que
(1) flu+v,w)=f(u,w)+ f(v,w); (i) f(u,w) = f(v,u);
(”) f()‘uv ’LU) = )‘f(uvv):' (’U) f(ua u) 2 0;
(a) Mostre que N ={x € V; f(x,z) =0} € um subespago vetorial;

(b) Mostre que
plal, W]) = f(z,y), = € [z], y €[y,

define um produto interno no quociente V/N ;

Exercicio 18 Considere T : (V,< -,- >) = (V, < -,- >) uma transformagao linear.



(a) Mostre que T é continua sem x € V se, e somente se é continua em x = 0.

(b) Se < Tx,x >=0, para todo x € V entao podemos garantir T = 0?2 Em caso de resposta negativa,
adicione suponha T continua e faca a mesma pertunga. (Neste caso vai fazer difernecdo a escolha

K=R ouK=C).

Exercicio 19 Seja V' um espago vetorial com produto interno. Mostre que se < x,z >=< 1y, z >, para
todo z, entdo o T =y.

Exercicio 20 Seja V um espago vetorial com produto interno. Mostre que

2]l = mex | < @,y > |.

Exercicio 21 Mostre que, num espago com produto interno, a condi¢io ||z| = ||y|| implica que os
vetores x +y e x — Yy sao ortogonais.

Exercicio 22 Considere a sequinte funcao definida em C x C:
(z,w) =< z,w >1= 2W.
(a) Mostre que < z,w >1 define um produto interno em C. Mais ainda, obtemos a métrica usual.
(b) Para quais condigées obtemos ortogonalidade?

Exercicio 23 Considere o espago C[—1,1] com o produto interno (f, g) f f(x)g(x)dz. Consi-
dere os subespacos de fungdes pares e impares respectivamente

A={feCl-1L1: f(=z)= f(x)} ¢ B={fecCl-1,1]: f(-z) = —f(z)}.
Mostre que A L B e que C[—1,1] = A& B.

4 Topologia

Exercicio 24 Mostre que normas equivalentes num espago vetorial induzem a mesma topologia, isto
€, se um conjunto € aberto com uma norma também serd aberto com uma norma equivalente.

Exercicio 25 Seja V um espago vetorial com produto interno. Considere um vetory € V e {x,} uma
sequéncia em V. Mostre que se x,, 1Ly, para cadan €N, e x, > x €V, entdo x L y.

Exercicio 26 Sejam V um C espago vetorial com produto interno e {xn}nen € {Yn}nen duas sequén-
cias convergentes em V' (com respeito a norma induzida). Mostre que a sequéncia {< Xn,Yn >}nen €
convergente em C. (o mesmo vale para K=R)

Exercicio 27 Seja A um subconjunto do espago métrico X. Um ponto xg € X é dito ponto de acumu-
lacdo de A se para todo € > 0, temos que

AN (Be(wo) \ {zo}) # 0.

Neste caso, mostre que Be(xo) tem infinitos elementos de A.

Exercicio 28 Sejam A um subconjunto do espago métrico (X, d). Mostre que A € aberto, se e somente
se, para toda sequéncia (x,) em X que converge a algum ponto de A existe ng € N tal que x,, € A para
todo n > ny.



Exercicio 29 Considere M um espago métrico e A, F' subconjuntos de M. Mostre que:

(a) p € A se, e somente se, existe {xp}neny C A tal que T, — p;
(b) F C M ¢ fechado se, e somente se, ' = F;

(c) pe A se, e somente se, existe {xy}tnen C A tal que x,, #p, Vn €N, e z, — p.

Exercicio 30 Seja (M,d) um espago métrico. Mostre que:
(a) Os conguntos M e () sao fechados.
(b) A intersecao de uma cole¢ao arbitraria de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

(c) A uniao de um nimero finito de conjuntos fechados é fechado.
Exercicio 31 Seja X um espaco métrico e Z C X.
(a) Se X é compacto, mostre que Z é compacto se, e somente se, é fechado.
(b) Se X é completo, mostre que Z é completo se, e somente se, € fechado.
Exercicio 32 Considere os sequintes subespacos vetoriais de £>°: {° = {(zy) : x, = 0}, €
W = {(xy,) : tem somente um nimero finito de coordenadas nao nulas}.
Mostre que £3° é completo enquanto W nao é.

Exercicio 33 Considere a funcdo f : X — X, onde X é um espago métrico completo. Defina f™ =
F(f"Y) e mostre que, se f* é uma contragio para algum n € N, entdo f tem um tinico ponto fizo.
Use este fato para mostrar que o problema de valor inicial

d
d—f =Ax+b, x(tp) =0

onde A € uma matriz real n X n, b,xg € R", tem uma inica solugdo continua r : R — R™.

Exercicio 34 Sejam X1, Xo, espacgos isométricos. Mostre que X1 é completo se, e somente se, Xo é
completo.

Exercicio 35 Seja (X,d) um espagco métrico e A C X. Mostre que x € A se e somente se

inf d —0.
Jnf (z,y)

Exercicio 36 Seja (X,d) um espago métrico. Um ponto xo se diz um ponto de fronteira de A C X se
ANBe(zg) #0 e A°N Be(xg) #0, Ve>0
O conjunto de pontos de fronteira de um conjunto A € denotado por JA.
(a) Mostre que OA = AN Ac.
(b) Encontre a fronteira dos subconjuntos |0, 1], Q, [0,00[ e R no espaco R.

¢) Encontre a fronteira do subconjunto {pe’’ : 0 < p <1, § € R} no espago C.
P p



Exercicio 37 Seja || - || uwma seminorma no espaco vetorial X (isto é, ||z|| = 0 nao implica necessari-
amente em x = 0). Vejamos que podemos reformular o espago X para que a seminorma se torne uma
norma. Para z,y € X escrevemos

rz~y se |lz—y|=0.

“©

1. Mostre que “~” é uma relagdo de equivaléncia.

2. Considere o conjunto X de todas as classes de equivaléncia [x], x € X. Mostre que as operagies
[z] + [y] .= [z +y], Az|:=[ ], (X escalar)

estdo bem definidas, isto €, o resultado independe dos representantes de cada classe, e com estas
operagoes, mostre que X é um espaco vetorial.

3. Se definimos ||[z]| := ||z||, = € X, mostre que esta funcio bem definida e é uma norma em §N§V
Desta forma, por simplicidade denotamos [x] por seu representante x (que equivale a denotar X
por X), entao podemos dizer que a seminorma se torna uma norma em X.

4. Aplique os itens anteriores para que a seminorma

b
1l = / ()] d.

se torne uma norma em R(a,b).

5 Continuidade

Exercicio 38 Sejam M e N espacos métricos e f : M — N wma funcdo. Mostre que f é continua
em p € M se, e somente se, para toda sequéncia {x,} em M que converge para p tem-se que {f(xn)}
converge para f(p) em N.

Exercicio 39 Mostre que toda métrica d : M x M — R e toda norma || - || : N — R sdo func¢des
continuas.

Exercicio 40 Mostre que a imagem de um conjunto aberto de uma funcdo continua ndo € necessari-
amente aberto.

Exercicio 41 Mostre que a fungao (entre espagos métricos) [ : (X,dx) — (Y,dy) é continua se, e
somente se, f~1(F) :={x € X: f(x) € F} ¢ um conjunto fechado em X para todo conjunto fechado F
deY.

Exercicio 42 Mostre que o grdfico de uma funcdo continua f : M — N, entre espacos méiricos, €
homeomorfo ao dominio de f. (Siga os passos abaizo)

(a) pondo G(f) ={(z, f(z)); x € M} C M x N considere a funcao f(m) = (z, f(x));
(b) obtenha a inversa de f:
Como aplicag¢do, mostre que R\ {0} é homeomorfo & hipérbole H = {(z,y) € R?; zy = 1}.

Exercicio 43 Sejam X e Y dois espagos topoldgicos. Mostre que as projegoes mx : X XY — X e
my : X XY =Y sao abertas;



Exercicio 44 Sejam M, N espagos métricos e f,g: M — N duas fungdes.

(a) Se ambas sao continuas num ponto a € M e f(a) # g(a). Mostre que existe uma bola aberta B,
de centro a, tal que f(B)Ng(B) =0. Em particular, se © € B entio f(z) # g(x).

(b) Suponha que f e g sao continuas em M. Dado a € M suponha que toda bola de cetnro a
contenha um ponto x tal que f(x) = g(x). Mostre que f(a) = g(a). Usando este fato, mostre
que f,g: R — R sao continuas e f(x) = g(x) para todo = racional, entio f = g.

Exercicio 45 Sejam X, Y espacos métricos e f: X — Y uma fun¢do continua.

1. Se X € compacto, mostre que f é uniformemente continua, isto €, para cada € > 0 € possivel
encontrar 6 > 0 tal que dy(f(x1), f(z2)) < € para todo x1,x2 € X tal que dx(x1,x2) < 6.

2. Se X ¢ compacto e f bijetiva, mostre que f~1 € continua.

Exercicio 46 Um espago vetorial topoldgico sobre K € {R,C} é um espago topoldgico V' com uma
estrutura de espago vetorial sobre K tal que {0} é um conjunto fechado (na topologia) tal que as
operagoes

Nx)—= A e (x,y)—~ax+y
s@o continuas como funcoes

KxV Ve e VxVsV

(a) Mostre que todo espago vetorial topoldgico é Hausdorff.

(b) Seja V um espago vetorial topoldgico sobre C. Mostre que uma aplica¢ao linear f : C" — V ¢
necessariamente continua.

Exercicio 47 Um grupo metrizdvel é um espaco métrico G munido de wma estrutura de grupo tal que
as operacoes
m:GxG—G, ma,y)=z-y ¢ f:G—=G, flx)y=a""!

sao continuas. Prove as sequintes afirmagoes:

(a) Seja G um espaco métrico com estrutura de grupo. G € um grupo metrizivel se, e somente se,

aplicacao
¢:GxG—G, qz,y) =x-y*

€ continua.

(b) Sio grupos metrizdveis: o grupo aditivo de um espaco vetorial normado (em particular R™), o
grupo aditivo S' dos complexos de médulo 1 e o grupo das matrizes reais n x n invertiveis.

(c) Sejam G e H grupos metrizdveis. Um homomorfismo f: G — H é continuo se, e somente se, é
continuo no elementro neutro e € G.



