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Espacos métricos

METRICA

DEFINICAO (METRICA)

Seja M um conjunto. Uma métrica (ou distancia) em M é uma fungdo d : M x M — R que
satisfaz os seguintes axiomas:

(D1) d(x,y) >0, Vx,y € M.

(D2) d(x,y) =0 <= x=1y.

(D3) d(x, ) d(y, x) para todo x,y € M. (Simetria)
(D4) d(x,y

< d(x,z) + d(z,y) para todo x, y, z € M. (Desigualdade Triangular)

@ Um conjunto M munido de uma métrica d é chamado de Espaco Métrico e quando seja
necessdrio este serd denotado por (M, d).

@ Se consideramos num conjunto M duas métricas, digamos d; e d>, entdo teremos dois
espacos métricos My = (M,d\) e M» = (M, d>).

@ Se (M,d) éum espago métrico e X C M € um subconjunto, entdo podemos considerar o
espaco métrico (X, d) sendo d a restri¢do de d ao conjunto X x X. (Dizemos que déa
métrica induzida por d).
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EXEMPLOS (TRIVIAIS)

@ Dado um conjunto M # () temos a seguinte métrica (discreta, ou 0-1):

d(x,y) = { 1, se x#y,

0, se x=y.

Este € um exemplo bastante trivial, mas muito ttil para contra-exemplos

@ Em R temos a métrica (usual) d(x,y) = |x — y|.
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Espacos métricos Exemplos

EXEMPLO (ESPACO EUCLIDIANO)

@ Considere R" com sua estrutura natural de espago vetorial real e assuma fixada a base
candnica. Dados x,y € R", escreveremos

x= (X1, Xn) €Y= V1,--sn)

Em R” temos as seguintes métricas:

1/2

n n

— )2 f— Sy — Ly
d(x,y) = Z(x/ ) ; ds(x,y) Z'Xf yil € do(x,y) 112,&;1 1 — il

J=1 J=1

Exercicio: Mostre que dados quaisquer x,y € R" vale a desigualdade

doo(xay) S d(xay) S ds(x’y) S ndoo(x,y),
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Espacos métricos Exemplos

EXEMPLO (FUNCOES LIMITADAS)

@ Sejam X um conjunto arbitrrio e f : X — R uma fun¢do. Dizemos que f € limitada se
existe K > 0 tal que
[f(x)] <K, Vx € X.

O conjunto das fungdes limitadas de X em R serd denotado por Z(X; R).

Uma métrica em Z(X; R)
A fungio d : B(X;R) x B(X;R) — R definida por

d(f, ) = sup |f (x) — g(x)|

xeX

define uma métrica em B(X; R), chamada de métrica da convergéncia uniforme.
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Espacos métricos Exemplos

EXEMPLO (FUNCOES CONTINUAS)

@ Sejam [a, b] C R um intervalo e C[a, b] o espago das fun¢des continuas f : [a, b] — R.

@ Note que Cla, b] é um subconjunto (subespago) de B([a, b]; R). Assim, temos em C|a, D]

a métrica
d(f,g) = sup |f(x) — g(x)|.
x€la,b]

EXEMPLO

Considerando o intervalo [0, 1] e as fungdes f(x) = x e g(x) = x* temos d(f, g) = 1/4.
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Espacos métricos Exemplos

EXEMPLO (ESPACOS DE SEQUENCIAS)

@ Considere S = {x = {x;}jen;x; € C} o espaco das sequéncias numéricas.

Em S temos a métrica

ii i — vl
= V14—l
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Espacos normados

NORMAS

@ Ao longo do curso iremos considerar espagos vetoriais sobre um corpo de escalares K (R
ou C). A menos de mencgio contréria, sempre iremos considerar C.

DEFINICAO (NORMA)

Uma norma num espaco vetorial V é uma fungdo || - || : V — R que satisfaz as seguintes
propriedades:

(N1) ||x|]| > 0, Vx € V, valendo a igualdade se, e somente se, x = 0.
(N2) |IA-x|| = |Al||x]|, para todo A € K e para todo x € V;
(N3) lx+yll < [lxll + lIyll, vx,y € V.

@ Opar (V, ] -||) é dito ser um espaco normado.

@ Se (V,|| - ||) é um espago normado e W é um subespago vetorial de V, entdo temos o
espaco normado (W, || - ||w), sendo || - ||w a restrigéo de || - || sobre W.

@ Exercicio: Num espago normado (V, || - ||) tem-se a métrica (induzida por || - ||):

d(x,y) =[x = yllw
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Espacos normados Duas desigualdades importantes

DESIGUALDADE DE HOLDER

Sejam {a,} e {b,} sequéncias de nimeros reais nio negativos tais que

oo o0
g a, < oo, e g bl < o0,
n=1 n=1

sendo 1 < p,q < oo com ; + . = 1. Entdo,

DESIGUALDADE DE MINKOWSKI

Sejam p > 1 um nimero real, {a,} e {b,} sequéncias de nimeros reais néo negativos tais que

oo oo
Zaﬁ < oo e Zb’,; < o0.
n=1 n=1

oo 1/p oo 1/p oo 1/p
<Z(an +b,,)”> < (E a5> + < bf;) .
n=1 n=1 n=1

Entao,

Fernando Avila (UFPR) MATE-7007 Verao 2022 - PPGM-UFPR



Espacos normados Exemplos de normas

EXEMPLOS (BASICOS)

@ Em R” (ou C") temos as seguintes métricas:

1/p

n
el = {D_kl"| = 1), Il = Z bl e [lxlloc = max |x[.
=1

1<j<n

@ No espago das fungdes continuas C|a, b] temos a norma

fllee = sup [f(x)].

x€la,b)

@ Se denotarmos por R[a, b] o espaco das fun¢des Riemann integraveis f : [a, b] — R,
entdo a aplicacio

Fo / IF(0)\de

ndo define uma norma em R|a, b].
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Espacos normados Exemplos de normas

EXEMPLOS (ESPACOS DE SEQUENCIAS)

OS ESPACOS

Seja 1 < p < oo fixado e considere o conjunto

Zp—{x—{xn}63:2|xn|p<oo}.

n=1

[e’s} 1/p
llxll, = <Z xn|”> :
n=1

@ Em #’ temos a norma

O ESPACO (>

Considere o subespago vetorial

07 ={x={x,} € S;{x,} é limitada}

@ Em /°° temos a norma

l[x][oc = sup |xa|.
neN
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Espacos com produto interno

DEFINICAO (PRODUTO INTERNO)

Seja V um espaco vetorial sobre o corpo de escalares K (K = R ou C). Um produto interno
em V é uma fungéo (-, -) : V x ¥V — K que satisfaz as seguintes propriedades:

(P1) (x,x) # 0, para todo x # 0,
(P2) (x,3) = (3,3 paratodox,y € V,

(P3) (ax+y,z) = afx,y) + (y,w), paratodo x,y,z € Ve todo o € K.

Um espago vetorial V munido de um produto interno (-, -) é chamado de Espaco com produto
interno e quando necessdrio usaremos a notagéo (V, (-, -)).

@ Note que (x,0) = (0,y) = 0, para todo x,y € V. Em particular,
(x,x) =0 <= x=0.

Exercicio: E verdade que (x,y) = 0 implica em x = y?
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Espacos com produto interno

EXEMPLOS

@ Em Cla, b] temos o produto interno

f.5) = / (g

@ Em K" (K = C ou R) temos o produto interno
xy) =Y x5y
=1

@ Em

;= {x—{xn} G‘S':Z|xn|2 <oo}
n=1

temos o produto interno

) =Y x5
=1
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Espacos com produto interno

ALGUMAS OBSERVACOES

TEOREMA

Seja (V, (-, -)) um espaco com produto interno. Para cada x € V considere o nimero real
[[xll = v/ (x, x).

(a) Vale a desigualdade (Cauchy-Schwarz) |(x, y)| < ||x|| ||lv]|, para todo x,y € V. A
igualdade é valida se, e somente se, {x,y} é 1.d.

®) [lx+y|| < |Ix|l + |ly]], para todo x,y € V. A igualdade é vilida se, e somente se, x = 0
ou x = ty, para algum ¢ > 0.

(c) A fungdo x — /(x,x), x € V, define uma norma (induzida) em V.

@ Em (V, (-,)) sempre iremos considerar (a menos de meng@o contrdria) a norma
induzida.

@ Dizemos que dois vetores x,y € V sdo ortogonais se (x,y) = 0. Neste caso, utilizaremos
anotacdox L y.
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luto interno

LEI DO PARALELOGRAMO

TEOREMA
A norma || - || num espago normado N ¢ induzida por um produto interno se, e somente se, ela
satisfaz a identidade

e+ 17+ lle = yI1* = 2[lell” + 2011, Va,y € N

APLICACAO:
@ A norma em ¢ provem de um produto interno se, e somente se, p = 2.

@ Anorma || - ||, em K" provem de um produto interno se, e somente se, p = 2.

@ A norma do sup em C[—1, 1] ndo provém de um produto interno.
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