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Aula 2-12/01

12 DE JANEIRO

Aula de hoje: Topologia dos espaços métricos

Conjuntos abertos, fechados e funções contínuas.

Sequências convergentes e de Cauchy.

Compacidade

Espaços métricos completos

Teorema do Ponto fixo de Banach para contrações.
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Relembrando

MÉTRICA

DEFINIÇÃO (MÉTRICA)
Seja M um conjunto. Uma métrica (ou distância) em M é uma função d : M ×M → R que
satisfaz os seguintes axiomas:

(D1) d(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈ M.

(D1) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y.

(D3) d(x, y) = d(y, x) para todo x, y ∈ M. (Simetria)

(D4) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) para todo x, y, z ∈ M. (Desigualdade Triangular)

Um conjunto M munido de uma métrica d é chamado de Espaço Métrico e quando seja
necessário este será denotado por (M, d).
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Relembrando

ESPAÇOS NORMADOS

DEFINIÇÃO (NORMA)
Uma norma num espaço vetorial V é uma funçãoN : V → R que satisfaz as seguintes
propriedades:

(N1) N (x) ≥ 0, ∀x ∈ V , valendo a igualdade se, e somente se, x = 0.

(N2) N (λ · x) = |λ|N (x), para todo λ ∈ K e para todo x ∈ V;

(N3) N (x + y) ≤ N (x) +N (y), ∀x, y ∈ V .

O par (V,N ) é dito ser um espaço normado. Por vezes, utilizaremos a notação
N (x) = ‖x‖N .

Num espaço normado (V,N ) tem-se a métrica (induzida porN ):

d(x, y) = ‖x− y‖N
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Relembrando

ESPAÇOS COM PRODUTO INTERNO

DEFINIÇÃO (PRODUTO INTERNO)
Seja V um espaço vetorial sobre o corpo de escalares K (K = R ou C). Um produto interno
em V é uma função 〈·, ·〉 : V × V → K que satisfaz as seguintes propriedades:

(P1) 〈x, x〉 6= 0, para todo x 6= 0,

(P2) 〈x, y〉 = 〈y, x〉 para todo x, y ∈ V ,

(P3) 〈αx + y, z〉 = α〈x, y〉+ 〈y,w〉, para todo x, y, z ∈ V e todo α ∈ K.

Um espaço vetorial V munido de um produto interno 〈·, ·〉 é chamado de Espaço com produto
interno e quando necessário usaremos a notação (V, 〈·, ·〉).

Em (V, 〈·, ·〉) sempre iremos considerar a norma induzida:

7→ ‖x‖ =
√
〈x, x〉

Cauchy-Schwarz: |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖, para todo x, y ∈ V . A igualdade é válida se, e
somente se, {x, y} é l.d.
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Topologia dos espaços métricos Abertos e fechados

BOLAS

DEFINIÇÃO

Considere (M, d) um espaço métrico e A ⊂ M.

Dados x0 ∈ M e r > 0 definimos os conjuntos:

Br(x0) = {x ∈ M; d(x, x0) < r} (bola aberta)

Br(x0) = {x ∈ M; d(x, x0) ≤ r} (bola fechada)

Sr(x0) = {x ∈ M; d(x, x0) = r} (esfera)

Um ponto x0 ∈ M é dito ponto interior de A se existe ε > 0 tal que Bε(x0) ⊂ A.

O conjunto dos pontos interiores de A será denotado por int(A).

Dizemos que A é um conjunto aberto se A = int(A).

Um subconjunto F ⊂ M é dito fechado se FC = X/F é aberto.
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Topologia dos espaços métricos Abertos e fechados

ALGUMAS OBSERVAÇÕES

Note que int(A) ⊂ A.

Uma vizinhança de um ponto x0 ∈ M é um conjunto aberto V tal que x0 ∈ V .

Dados x, y ∈ M, com x 6= y, existem r, s > 0 tais que

Br(x) ∩ Bs(y) = ∅.

Toda bola aberta é um conjunto aberto.

Se X ⊂ M, então os conjuntos abertos de X, com respeito a topologia induzida, não são
(em geral) abertos em M.

Exercício: Quais são os conjuntos que são simultaneamente abertos e fechados num espaço
métrico?
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Topologia dos espaços métricos Abertos e fechados

TOPOLOGIA MÉTRICA

TEOREMA

Seja (M, d) um espaço métrico, então:

(a) Os conjuntos M e ∅ são abertos.

(b) A interseção de um número finito de conjuntos abertos é aberto.

(c) A união de uma coleção arbitrária de conjuntos abertos é aberto.

A coleção Ω de todos os abertos de M define uma topologia neste espaço chamada de
topologia métrica. Em particular, tal topologia é Hausdorff.
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Topologia dos espaços métricos Abertos e fechados

PONTO DE ACUMULAÇÃO

DEFINIÇÃO

Considere (M, d) um espaço métrico e A ⊂ M.

(a) Dizemos que p ∈ M é um ponto aderente ao conjunto A se

Bε(p) ∩ A 6= ∅, ∀ε > 0.

(b) O conjunto dos pontos aderentes ao A é chamado de fecho de A e denotado por A.

(c) Dizemos que p ∈ M é um ponto de acumulação do conjunto A se

Bε(p) ∩ (A \ {p}) 6= ∅, ∀ε > 0.

(d) O conjunto dos pontos de acumulação A é chamado de derivado de A e denotado por A′.

Exercício: Um conjunto F é fechado se, e somente se, F = F.
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Topologia dos espaços métricos Abertos e fechados

SEPARABILIDADE

DEFINIÇÃO

Seja (M, d) um espaço métrico.

(a) Dizemos que A ⊂ M é denso em M se A = M.

(b) Dizemos que M é separável se admite um subconjunto denso contável (contável = finito
ou enumerável).

EXEMPLOS

(a) R é separável, pois Q é um subconjunto denso enumerável em R.

(b) `p é separável para todo p ≥ 1.

(c) `∞ não é separável.

Exercício: Obtenha uma condição necessária e suficiente para um espaço métrico com a
métrica 0-1 ser separável.
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Topologia dos espaços métricos Continuidade

FUNÇÕES CONTÍNUAS

DEFINIÇÃO

Sejam (M, dM) e (N, dN) dois espaços métricos e f : M → N uma função. Dizemos que f é
contínua num ponto p ∈ M se: dado ε > 0 existir δ = δ(ε, p) tais que

dM(x, p) ≤ δ =⇒ dN(f (x), f (p)) < ε.

Diremos que f é contínua em M (ou apenas contínua) quando for contínua em todos os
pontos de M.

TEOREMA

Sejam (M, dM) e (N, dN) dois espaços métricos e f : M → N uma função. As seguintes
afirmações são equivalentes:

(a) f é contínua;

(b) dado qualquer aberto Y ⊂ N, tem-se que f−1(Y) é um aberto de M.
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Sequências

SEQUÊNCIA CONVERGENTE

Dizemos que uma sequência {xn} ⊂ M converge para x ∈ M se: dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal
que

xn ∈ Bε(x), ∀n ≥ n0.

Utilizaremos a notação

lim
n→∞

xn = x, ou simplesmente, xn → x.

Exercício: Se xn → x e xn → y, então x = y.

SEQUÊNCIA DE CAUCHY

Dizemos que uma sequência {xn} ⊂ M é de Cauchy se: dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que

n,m ≥ n0 =⇒ d(xn, xm) < ε.
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Sequências

ALGUMAS OBSERVAÇÕES (EXERCÍCIO)

Toda sequência convergente é de Cauchy. A recíproca, em geral, não é verdadeira.

Toda sequência de Cauchy é limitada.

Sejam x0 ∈ M e A ⊂ M. Então, x0 ∈ A se, e somente se, existe uma sequência {xn} ⊂ A
tal que xn → x0.

F ⊂ M é fechado se, e somente se, toda sequência {xn} ⊂ F convergente convergir para
um ponto de F.

Sejam M e N espaços métricos e f : M → N uma função. Então, f é contínua em p ∈ M
se, e somente se, para toda sequência {xn} em M que converge para p tem-se que {f (xn)}
converge para f (p) em N.

Exercício: Função contínua manda sequência de Cauchy em sequência de Cauchy?
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Compacidade

DEFINIÇÃO (COMPACIDADE)
Um subconjunto K do espaço métrico M é dito compacto, se toda sequência {xn} em K possui
uma subsequência convergente para algum elemento de K.

TEOREMA

Seja f : M → N uma função contínua.

(a) Se K ⊆ M é compacto, então f (K) é compacto.

(b) Se N = R e K ⊆ M é compacto, então existe x0 ∈ K tal que

|f (x)| ≤ |f (x0)|, ∀x ∈ K.

TEOREMA

Todo subconjunto compacto em um espaço métrico é limitado e fechado

MUITO IMPORTANTE: Não vale a volta!
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Completeza

ESPAÇO MÉTRICO COMPLETO

DEFINIÇÃO

Um espaço métrico M é dito completo se toda sequência de Cauchy é convergente. Em
particular:

Um espaço normado completo é dito Espaço de Banach

Um espaço com produto interno completo é dito Espaço de Hilbert

EXEMPLOS

(a) Kn é completo.

(b) Todo espaço normado de dimensão finita é Banach.

(c) Todo espaço de dimensão finita com produto interno é Hilbert.

(d) `p é Banach (1 ≤ p ≤ ∞).

(e) O espaço C[a, b] não é Banach em relação a norma ‖f‖ =
∫ b

a |f (t)|dt.

(f) Um subespaço fechado de um espaço métrico completo é completo.
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Ponto fixo

TEOREMA (PONTO DE FIXO DE BANACH PARA CONTRAÇÕES)
Seja (M, d) um espaço métrico completo. Se f : M → M é uma contração, isto é, existe
0 < α < 1 tal que

d(f (x), f (y)) ≤ αd(x, y), ∀x, y ∈ M,

então f tem um único ponto fixo, isto é, existe um único x̂ ∈ M tal que f (x̂) = x̂.
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Ponto fixo

APLICAÇÃO: EXISTÊNCIA E UNICIDADE PARA ALGUNS P.V.I’S

Para r > 0 consideremos o intervalo Ir(t0) = [t0 − r, t0 + r] e o retângulo
R = Ia(t0)× Ib(x0), a, b > 0.

TEOREMA

Seja f : R→ R uma função contínua em R e lipschitziana na segunda variável, isto é, existe
K > 0 tal que

|f (t, x1)− f (t, x2)| ≤ K|x1 − x2|, ∀x1, x2 ∈ Ib(x0), t ∈ Ia(t0).

Nestas condições, o problema de valor inicial{ dx
dt

= f (t, x),

x(t0) = x0

tem uma única solução em algum subintervalo de Ia(t0).
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Ponto fixo

DEMONSTRAÇÃO:

Considere 0 < α < min{a, b/M, 1/K}, sendo M = sup{|f (t, x)| : (t, x) ∈ R}.
Seja F o espaço métrico completo C(Iα(t0), Ib(x0)) com sua norma usual

‖x‖∞ = sup
t∈Iα(t0)

|x(t)|.

AFIRMAÇÃO:
O operador

(Tx)(t) = x0 +

∫ t

t0

f (s, x(s)) ds, x ∈ C(Iα(t0), Ib(x0)).

é uma contração T : F → F .
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