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Aula 2-12/01

12 DE JANEIRO

Aula de hoje: Topologia dos espagos métricos

Conjuntos abertos, fechados e fun¢des continuas.

Sequéncias convergentes e de Cauchy.

°
°
@ Compacidade
@ Espacos métricos completos
°

Teorema do Ponto fixo de Banach para contragdes.
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Relembrando

METRICA

DEFINICAO (METRICA)

Seja M um conjunto. Uma métrica (ou distancia) em M é uma fungdod : M X M — R que
satisfaz os seguintes axiomas:

(D1) d(x,y) >0, Vx,y € M.

(D1) d(x,y) =0 <= x=y.

(D3) d(x,

(D4) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) para todo x,y,z € M. (Desigualdade Triangular)

y) = d(y,x) paratodo x,y € M. (Simetria)

@ Um conjunto M munido de uma métrica d é chamado de Espaco Métrico e quando seja
necessdrio este serd denotado por (M, d).
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Relembrando

ESPACOS NORMADOS

DEFINICAO (NORMA)
Uma norma num espago vetorial V é uma fun¢do N : V — R que satisfaz as seguintes

propriedades:
(N1) N(x) >0, Vx € V, valendo a igualdade se, e somente se, x = 0.

(N2) N(X-x) =|AIN(x), paratodo A € Ke paratodox € V;
(N3) N(x+y) SN(x) +N(y), Vx,ye V.
@ O par (V,N) é dito ser um espaco normado. Por vezes, utilizaremos a nota¢o
N(x) = [lxlla
(]

@ Num espago normado (V, N') tem-se a métrica (induzida por N):

d(x,y) =[x = yllw
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Relembrando

ESPACOS COM PRODUTO INTERNO

DEFINICAO (PRODUTO INTERNO)

Seja V um espago vetorial sobre o corpo de escalares K (K = R ou C). Um produto interno
em V é uma fungéo (-, -) : V x ¥V — K que satisfaz as seguintes propriedades:

(P1) {(x,x) # 0, para todo x # 0,

(P2) (x,y) = (y,x) paratodo x,y € V,

(P3) (ax+y,2) = afx,y) + (y,w), paratodo x,y,z € Ve todo o € K.

Um espago vetorial V munido de um produto interno (-, -) é chamado de Espaco com produto
interno e quando necessdrio usaremos a notagdo (V, (-, )).

@ Em (V, (-, -)) sempre iremos considerar a norma induzida:
= [l = v xx)

@ Cauchy-Schwarz: |(x,y)| < ||x|| ||y||, para todo x,y € V. A igualdade é vilida se, e
somente se, {x,y} élL.d.
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s espagos métricos Abertos e fechados

BOLAS

DEFINICAO
Considere (M, d) um espaco métricoe A C M.

@ Dados xo € M e r > 0 definimos os conjuntos:

B, (x0) = {x € M; d(x,x0) < r} (bola aberta)
B (x0) = {x € M; d(x,x0) < r} (bolafechada)
S, r}

(x0) = {x € M; d(x,x0) = r} (esfera)

@ Um ponto xo € M é dito ponto interior de A se existe € > 0 tal que Be(xo) C A.
@ O conjunto dos pontos interiores de A serd denotado por int(A).
@ Dizemos que A é um conjunto aberto se A = int(A).

@ Um subconjunto F C M é dito fechado se F© = X/F é aberto.

Avila (UFPR) MATE-7007 Verdo 2022 - PPGM-UFPR

6/18



Abertos e fechados

ALGUMAS OBSERVACOES

Note que int(A) C A.

Uma vizinhanga de um ponto xop € M € um conjunto aberto V tal que xo € V.

Dados x,y € M, com x # y, existem r, s > 0 tais que

B,(x) N Bs(y) = 0.

Toda bola aberta € um conjunto aberto.

@ Se X C M, entdo os conjuntos abertos de X, com respeito a topologia induzida, ndo sdo
(em geral) abertos em M.

Exercicio: Quais sdo os conjuntos que sdo simultaneamente abertos e fechados num espago
métrico?
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Topologia dos espagos métricos Abertos e fechados

TOPOLOGIA METRICA

TEOREMA
Seja (M, d) um espago métrico, entéo:
(a) Os conjuntos M e () sdo abertos.
(b) A interse¢do de um nimero finito de conjuntos abertos é aberto.

(c) A unido de uma colec¢@o arbitrdria de conjuntos abertos € aberto.

@ A colecio € de todos os abertos de M define uma topologia neste espaco chamada de
topologia métrica. Em particular, tal topologia ¢ Hausdorff.
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s espagos métricos Abertos e fechados

PONTO DE ACUMULACAO

DEFINICAO
Considere (M, d) um espago métricoe A C M.

(a) Dizemos que p € M é um ponto aderente ao conjunto A se

Be(p) NA #0, Ve > 0.

(b) O conjunto dos pontos aderentes ao A é chamado de fecho de A e denotado por A.

(c) Dizemos que p € M é um ponto de acumulagdo do conjunto A se

Be(p) N (A\ {p}) # 0, Ve > 0.

(d) O conjunto dos pontos de acumulacio A é chamado de derivado de A e denotado por A’.
v

Exercicio: Um conjunto F é fechado se, e somente se, F=F.
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Abertos e fechados

SEPARABILIDADE

DEFINICAO
Seja (M, d) um espago métrico.
(a) Dizemos que A C M édensoem M se A = M.

(b) Dizemos que M ¢ separdvel se admite um subconjunto denso contdvel (contdvel = finito
ou enumerdavel).

EXEMPLOS
(a) R é separavel, pois Q € um subconjunto denso enumeravel em R.

(b) ¢ é separdvel para todo p > 1.

(c) £°° ndo é separavel.

Exercicio: Obtenha uma condi¢@o necessdria e suficiente para um espaco métrico com a
métrica 0-1 ser separavel.
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s espagos métricos Continuidade

FUNCOES CONTINUAS

DEFINICAO
Sejam (M, dy) e (N, dy) dois espagos métricos e f : M — N uma fung¢do. Dizemos que f é
continua num ponto p € M se: dado € > 0 existir 6 = d(e, p) tais que

du(x,p) <6 = dn(f(x).f(p)) <e.

@ Diremos que f é continua em M (ou apenas continua) quando for continua em todos os
pontos de M.

TEOREMA
Sejam (M, dy) e (N, dn) dois espagos métricos e f : M — N uma fungdo. As seguintes
afirmagdes sdo equivalentes:

(a) f € continua;

(b) dado qualquer aberto Y C N, tem-se que f ' (¥) é um aberto de M.
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Sequéncias

SEQUENCIA CONVERGENTE

Dizemos que uma sequéncia {x,} C M converge para x € M se: dado € > 0 existe no € N tal
que
Xn € Be(x), Vn > no.

@ Utilizaremos a notagdo

lim x, = x, ou simplesmente, x, — x.
n— o0

@ Exercicio: Se x, — xex, — y, entdo x = y.

SEQUENCIA DE CAUCHY

Dizemos que uma sequéncia {x,} C M é de Cauchy se: dado ¢ > 0 existe np € N tal que

nym > ny = d(xn,xm) < €.
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Sequéncias

ALGUMAS OBSERVACOES (EXERCICIO)

@ Toda sequéncia convergente é de Cauchy. A reciproca, em geral, ndo é verdadeira.
@ Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

@ Sejamxg € M e A C M. Entio, xo € A se, e somente se, existe uma sequéncia {x,} C A
tal que x, — xo.

@ F C M é fechado se, e somente se, toda sequéncia {x,} C F convergente convergir para
um ponto de F.

@ Sejam M e N espagos métricos e f : M — N uma fung¢@o. Entdo, f € continuaem p € M
se, e somente se, para toda sequéncia {x,} em M que converge para p tem-se que {f(x,)}
converge para f(p) em N.

Exercicio: Fungdo continua manda sequéncia de Cauchy em sequéncia de Cauchy?
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Compacidade

DEFINICAO (COMPACIDADE)

Um subconjunto K do espago métrico M é dito compacto, se toda sequéncia {x,} em K possui
uma subsequéncia convergente para algum elemento de K.

TEOREMA
Sejaf : M — N uma funcdo continua.
(a) Se K C M é compacto, entdo f(K) é compacto.
(b) Se N =Re K C M é compacto, entdo existe xo € K tal que

F(x)] < |f(x0)], VYxeK.

TEOREMA

Todo subconjunto compacto em um espago métrico € limitado e fechado

@ MUITO IMPORTANTE: Nio vale a volta!
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Completeza

ESPACO METRICO COMPLETO

DEFINICAO

Um espacgo métrico M € dito completo se toda sequéncia de Cauchy é convergente. Em
particular:

@ Um espago normado completo ¢ dito Espaco de Banach

@ Um espago com produto interno completo é dito Espago de Hilbert

EXEMPLOS
(a) K" é completo.
(b) Todo espaco normado de dimensao finita € Banach.
(c) Todo espago de dimensdo finita com produto interno é Hilbert.
(d) ¢ éBanach (1 < p < o0).
(e) O espago Cla, b] ndo é Banach em relacdo a norma ||f|| = f: If (¢)|dt.

(f) Um subespago fechado de um espaco métrico completo é completo.
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Ponto fixo

TEOREMA (PONTO DE FIXO DE BANACH PARA CONTRACOES)

Seja (M, d) um espago métrico completo. Se f : M — M é uma contragio, isto &, existe
0 < a < 1talque
d(f(x),f(y)) < ed(x,y), Vx,y €M,

entdo f tem um dnico ponto fixo, isto é, existe um tnico X € M tal que f (%) = X.
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Ponto fixo

APLICACAO: EXISTENCIA E UNICIDADE PARA ALGUNS P.V.I’S

@ Para r > 0 consideremos o intervalo I.(f9) = [ty — r, o + r] e 0 retAngulo
R = Ia(l()) X Ib(xo), a,b > 0.

TEOREMA
Sejaf : R — R uma funcdo continua em R e lipschitziana na segunda varidvel, isto &, existe
K > 0tal que

[f(t,x1) = f(t,x2)] < K|xi —x2|, Va1, x2 € Iy(xo), t € La(to).

Nestas condig¢des, o problema de valor inicial

dx
{ = £(1%),
x(l‘o) = X0

tem uma unica solu¢do em algum subintervalo de I,(f).
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Ponto fixo

DEMONSTRACAO:

@ Considere 0 < o < min{a,b/M,1/K}, sendo M = sup{|f(¢,x)| : (t,x) € R}.

@ Seja F o espago métrico completo C(/. (), I»(x0)) com sua norma usual

llxlloo = sup [x(r)].
t€la (1)

AFIRMACAO:

O operador
1
(T00) =0+ [ Flsx(9) ds, x € Clla), o))
fo
é uma contragdo T : F — F.
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