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Preficio

Inicializando...

Saudacgdes universitérias!

Embora esse texto tenha sido aperfei¢oado para servir de material de apoio para a disciplina
modelagem matemdtica em ciéncias da natureza (CMI1064) do curso de Matematica Industrial da
Universidade Federal do Parand, sua primeira versao foi esbocada no final de 2014, tendo
como base o artigo seminal [Stommel (1961)], a obra prima [Kaper e Engler (2013)] e algu-
mas outras referéncias importantes da drea. Portanto, a idéia inicial, mantida nas versdes
subsequentes, era escrevermos (em portugués) um texto bédsico sobre a utilizacdo das equa-
coes diferenciais ordindrias (edos) em modelos climdticos.

Duas partes

Para podermos introduzir modelos matematicos baseados em edos, a primeira parte desse
texto representa uma introdugdo elementar sobre o assunto, ficando a segunda parte mais
diretamente ligada a modelagem climética pela teoria qualitativa das edos.! Em outras pala-
vras, esse texto estd dividido da seguinte maneira:

- Parte I. Curso introdutério sobre edos;
- Parte II. Curso introdutoério sobre modelagem climética via edos.

Ao final de cada uma das partes supracitadas, sdo propostos alguns exercicios que, em sua
grande maioria, podem ser resolvidos via cdlculos apresentados em exemplos de capitulos
anteriores.

Modelos climaticos vistos como modelos mecanicos

Em relacdo a modelagem supracitada, podemos considera-la como se o clima terrestre fosse
uma parti¢do de subsistemas mecéanicos, ou seja, nesse contexto, modelos climaticos podem
ser representados por modelos mecéanicos. Essa abordagem estd baseado em trés principios
fundamentais:

- Equivaléncia estrutural. Cada um desses dois modelos tém componentes interativas
distintas que, coletivamente, determinam o estado do sistema;

LConhecida como sistemas dindmicos.

1ii



iv
- Fundamentacao na Fisica deterministica. Os dois modelos estdo baseados nas leis de
conservacdo de massa e energia;

- Reducionismo. Os dois modelos simplificam consideravelmente as(os) hipéteses, di-
mensionalidades, parametros, etc., dos respectivos sistemas.

Circulac¢ao ocednica

Nesse texto, a modelagem climatica prepoderante sera a da circulagio termohalina (cth) atlan-
tica, representada na figura 1. Essa circulacdo, que serd vista como um tipo de problema

Figura 1: Imagem conceitual, gerada por IA (Gemini), da cth atlantica

F r

%\m

mecanico nos capitulos 6 e 7, é causada por diferencas de densidades salinas e temperaturas
entre “duas ou trés caixas oceanicas”, representando regides de altas e baixas latitutes.

Anadlises qualitativas e quantitativas via equacdes diferenciais

Em geral, essas andlises tém objetivos distintos e geram diferentes tipos de informacdes:

- Na qualitativa, os modelos sdo de baixa dimensionalidade e buscamos o entendimento
do comportamento de longa duracdo, dos tipos de estabilidade/instabilidade e das
propriedades das solugdes das edos, em particular das solugdes de equilibrio,® sem a
necessidade de obtermos férmulas analiticas/explicitas dessas solugoes.

- Na quantitativa, os modelos sdo de alta dimensionalidade e buscamos obter valores
numéricos exatos das solu¢des em conjuntos de pontos especificos.

Analisaremos (apenas) qualitativamente os modelos climéticos, pois, estudos quantitativos
utilizam (fortemente) as equacdes diferenciais parciais, transformadas e séries de Fourier,* que
estdo fora do escopo desse texto.

2Confira as figuras 6.6 e 7.29, paginas 116 e 180.
3Toda essa terminologia sera estudada nos capitulos vindouros!
4Cf. [Mackenzie (2007)]



Objetivos gerais

- Estudo de alguns métodos de resolucdo (inclusive séries de fungoes, transformadas de
Laplace e teoria qualitativa) de alguns tipos de edos;

- Aplicagdo dos métodos supracitados em dindmica climdtica;

- Verificagdo do comportamento mecanicista dos modelos climéticos.

Diagramacao
Na produgio do texto e de suas figuras,® utilizamos os seguintes programas:°

- ETEX, que é uma bem conhecida linguagem cientifica de editoragdo eletronica;

- TikZ, que é uma ferramenta poderosa para a geracdo de figuras e graficos na linguagem
supracitada;

- GNU Octave, que é uma linguagem de programacdo cientifica e computagdo numé-
rica, com ferramentas de plotagem e visualizagdo embutidas.

Errata

Para futuras complementag¢des ou corre¢oes desse texto, confira a padgina académica do autor
no seguinte endereco eletronico:

www.ufpr.br/ ~jrrb

SExcetuando-se a figura 1, p. iv.
®Todos do tipo “software livre”.
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Parte 1

Introducao as equacoes diferenciais
ordinarias (edos)






Capitulo 1

Teoria de I ordem

O que é uma edo?

Uma equagdo diferencial ordindria (edo) é uma equagdo que relaciona uma funcdo incognita,
digamos x(t) ou y(t), com algumas de suas derivadas. Caso essa funcdo seja real e a ordem
de sua derivada de maior ordem (nessa equacdo) seja n, a edo é dita (escalar e) de ordem n.
Determinarmos que funcdes satisfazem uma edo significa obtermos suas solugdes.! A pro-
posito, esse tipo de equagdo tem lugar na modelagem matemadtica de inimeros fendmenos
cientificos, tecnoldgicos, sociais, econdmicos, etc.

Considere a seguinte edo de segunda ordem:
d?x

Figura 1.1: Forga restauradora oposta ao esticamento do objeto

mola )
parede |~ _—{ objeto
——

x(t)

Desconsiderando-se as unidades de medida, podemos pensar que, num instante t, a deri-
vada de segunda ordem representa a aceleragdo de um objeto de massa unitéria, deslocando-
se em linha reta sobre um plano horizontal, sem atrito, e a fungdo incégnita representa a po-
sicdo desse objeto em relacdo a uma parede vertical. Esse deslocamento é causado por uma
mola, que pode ser esticada ou comprimida horizontalmente e tem extremidades conecta-
das ao objeto e a parede, conforme a figura 1.1. Portanto, (1.1) representa a interdependéncia
entre a aceleracio e a posicdo do objeto, ou seja, pela segunda lei de Newton,? a forca res-
tauradora (do comprimento original da mola) e a posi¢do do objeto (conectado a mola) sdo

INa parte I desse livro, o termo escalar serd omitido e métodos para obtermos “solucdes analiticas” para
n > 2 ndo serdo considerados.
ZHF:ma”'



6 CAPITULO 1. TEORIA DE I ORDEM

interdependentes,® observando-se que essa forca atua no objeto no sentido contrario ao des-
locamento do objeto.

Note que as fungdes cos t e sent sdo solugdes da (isto é, satisfazem a) equacao (1.1). De fato,
combinagoes lineares dessas fungdes, ou seja,

X = ctej cost + ctey sent,

sdo solucdes de (1.1), onde cte; e cte; sdo constantes numéricas.*

Técnicas de resolugao

Além de resolugdes analiticas, existem ainda resolu¢des numéricas, que estdo fora do escopo
desse texto, e qualitativas, que estudaremos na parte II.

Dominio das solug¢des

E importante observarmos o maior dominio da solu¢do de uma edo, dito maximal, que, ge-
ralmente, é um conjunto aberto da reta real, isto é, um intervalo aberto ou uma unido de
intervalos abertos.

No exemplo anterior, o dominio das solugdes é o conjunto IR, ou seja, o intervalo (—oo, +00).

Teorema de existéncia e unicidade (TEU)

O problema de valor inicial (pvi)

% = f(t,x) (edo)
) =x¢o (condicdo inicial)

admite uma iinica solugio x = x(t) num intervalo aberto maximal 1 contendo to, caso f e fx sejam
continuas num retdngulo aberto

R:{(t,x)elR2|a<t<bec<x<d}

contendo Py = (tg,%g), com 1 C (a,b).

Para uma representagdo geométrica do TEU, considere a figura 1.2.

z

3A palavra restauradora, aqui, é um abuso de linguagem: o objeto fica em constante movimento,
aproximando-se da parede, quando a mola vai sendo comprimida, e afastando-se da parede, quando a mola
vai sendo esticada.

“Verifique!

SPara  uma demonstracdo, embora num nivel mais avancado, confira a referéncia
[Hirsch, Smale e Devaney (2004)].



1.1. EDO LINEAR DE PRIMEIRA ORDEM

Figura 1.2: TEU

1.1 edolinear de primeira ordem

Sejam a, b : I — R continuas, onde I é um intervalo aberto em R, e o pvi

x'=ax+b; (edo)
x (to) = x¢. (condicdo inicial)

Pelo TEU, considerando-se f(t,x) = a(t)x + b(t), esse pvi admite uma tnica solugdo.

Vamos considerar os seguintes casos:

I. a é a funcdo nula
Nesse caso, temos a seguinte solugdo geral, via integracdo simples:

dx _
dt

b(t) = J%d’czjb(t)dt

— x(t) = Jb(t)dt + cte.

x' =cost;
x(0) =0.
Por um lado, a solugdo geral é dada por

1.

x(t) = J cos tdt + cte
=sent + cte.
Por outro, pela condigdo inicial,
0 =x(0) =sen0+ cte = cte = 0.

Portanto, x(t) = sent é a solugdo desse pvi.6

®Note que I = R.
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2 { X=v
x(1) =0.
Por um lado, a solugdo geral é dada por

x(t) = J %dt + cte
= In |t| + cte.
Por outro lado, pela condigdo inicial,
0=x(1) =In|1| + cte = cte = 0.

Portanto, x(t) = Int é a soluc¢do desse pvi com I = (0, co).

II. b é a fungdo nula.

Nesse caso, a solugdo geral é obtida pela seguinte resolucéo:

dx_ (t) 1dX_ (t)
qt dtx= T e
d
d
N J & o at= J a(t)dt

= In|[x(t)| = J a(t)dt + cteg
— elnlx(t)l _ ef a(t)dt ecter
— |x(t)] = cte, e ab)dt
— x(t) = cte e/ aB)dt,
De cima para baixo, na primeira implicagdo, assumimos que x ndo se anula; na segunda,

usamos a regra da cadeia; na pendltima, denotamos cte; = ect®1: na tltima, consideramos cte
como sendo qualquer uma das constantes *cte;.

r_ _t
1. x =Tz X

Se u = 1+ 2, a solugéo geral segue de
t
x(t) = cte eJ ez &
= cte e% J % du
— cte e VIHt?

=cte V1 + t2.
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) 1/2 R .,
Note que, ao derivarmos x = cte (1 + tz) / em relacdo a varidvel t, podemos obter a
edo desse exemplo. De fato:

x' :cte-Zt-% (1 +tz>_1/2

=ctet (1 + t2> -

=t-]_l—t2-cte (1 +t2>]/2

t
= ——X.
1+t2

Obviamente, uma cte (e portanto uma solugdo particular) é obtida se considerarmos
um poi composto de tal edo e de uma condicdo inicial.

+]

2. Seja
x! = 2tx;
x(0) = 1.

Por um lado, a solugédo geral é dada por
x(t) = cte el 2tdt

2
—cteet’.

Por outro, como
2
1=x(0) =ctee” = cte =1,
a solucdo do pvi é x = e’ 7

III. a e b podem néo ser identicamente nulas

Nesse caso, sendo

A(t)=1| a(s)ds, (1.2)
J to
a solugao do pvi é dada por

rt

x = A (xo +| e Abp(s) ds) . (1.3)

Jto

Primeiramente, note que as solu¢des dos casos I e Il supracitados sdo casos particulares da
equagcio (1.3).% Além disso, em relagdo a equagéo (1.2), note que

"Note que I = R.
8Cf.pp.7e8.
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ou seja, A é a primitiva, isto é, a integral, de a, variando de t até t.

Para demonstrar (1.3), como % =a(t),

d
I [e*A(t)x] = e AMUx! —q(t)e Ay
= ¢ Al [x"—a(t)x]

= e AUp(1),

onde usamos a hipotese x! —ax = b. Assim, integrando de t( até t, obtemos
t o4 t t
J — [e*A(S]x] ds = J e ABIb(s) ds = e Altx — e Alto)x (1) = J e A)b(s) ds
to ds to to
t
— e AUy = x (1) +J e A)p(s) ds

to

t
— x = eV (xo +J e A)p(s) ds) :

to

Embora a férmula (1.3) possa ser usada para obter a solugdo do caso III, em vez de memoriza-
la, apresentaremos a técnica do fator integrante, na qual podemos reobter (1.3) e, concomi-
tantemente, obter um processo de resolucdo que, agora, descreveremos.

O objetivo é escrevermos o primeiro membro da equacdo
x' —a(t)x =b(t) (1.4)

como a derivada de um produto, para podermos utilizar o caso I supracitado.” Assim, pela
multiplicacdo da equacgdo (1.4) por p(t) # 0, temos

r(t)x" —a(t)u(t)x = u(t)b(t), (1.5)
onde vamos supor que p’ = —ap. Consequentemente, pelo caso II supracitado,!’ temos
1 = cteg e/ (Tathdt,

Além disso, sem perda de generalidade, consideremos cte; = 1. Finalmente, a equacao (1.5)
pode ser reescrita como

d d
a(ux) =ub = JE(HX)dt = Jubdt
= px=Jubdt+cte

— x=p (cte+Ju(t)b(t)dt) .

Portanto, ao utilizarmos alguma condigdo inicial x (ty) = xo, obtemos (1.3).

9Cf.p.7.
10Cf. p. 8.
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Seja
tx = —x+1t%
x(1) = xo.

Para t # 0, a edo pode ser escrita como

b ix—t
X =
Entdo, pelo fator integrante
PL et eJ‘ % dt
Int

temos

d B d By
a(wc) = ut = E(tx) =1
3

t
:>tx:§—|—cte.

Note que a condicdo inicial foi utilizada em In [t| = Int, no célculo de p.!* Além disso, como

essa condicdo acarreta cte = xy — %, a solucdo é dada por

2 1

t X()—g
Xx=—+

3 t

em I = (0,00).

1.2 edo ndo linear de primeira ordem

Caso f(t,x) seja como no TEU,'? a edo pode ser de um dos seguintes tipos:

1.2.1 Separavel

Para esse tipo de edo,
(t)
(x)’

Ka}

f(t,x) =

=

HDe fato, ty = 1 ndo pode ser ponto do dominio de In(—t).
12Cf.p. 6.
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onde g e h # 0sdo continuas. Além disso, h admite uma primitiva H invertivel, isto é, existe
H com inversa H™! tal que % = h. Portanto,

dx  g(t) dx
a—mﬁh(x)a—g(t)
dH dx
I dt g(t)
— HE()] = g0

= H(x(t)) = Jg(t)dt + cte

— x(t) = H™' (J g(t)dt + cte) ,

onde cte pode ser obtida pela condicdo inicial de um pvi. Além disso, note que, de cima para
baixo, usamos a regra da cadeia na terceira implicagdo e uma integracdo em t na quarta.

I 2.
L {x =14+x5

x(0) = 0.
Como
, 1
x'=—,
1+x2
temos g(t) = T e h(x) = Hﬁ satisfazendo as condi¢des exigidas para essas fungdes.
Portanto,
1 dx d
Rl 1= a[arctanx(t))] =1

= arctanx(t) = J] dt + cte
= x(t) = tan(t + cte).
Nas duas primeiras implicagdes, de cima para baixo, usamos a regra da cadeia e uma

integragdo em t, respectivamente.
Aqui, a cte é obtida via

x(0) =0 = tan(0 +cte) =0
= cte = arctan 0
— cte = 0.

Assim, x =tant, t € [ = (=%, 5),"® é a solugdo desse pui.

13Embora o dominio mais geral de uma fungao tan seja R — {j: w In=1,23,.. .}, como solucio desse
poi, seu dominio é o maior intervalo aberto que contenha ty = 0.
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;_ t?
2. X = 7.
Analogamente a resolugdo do exemplo anterior, temos

3
Z%thﬁi[x(t) } _ 2

*at ax | 3
X(t)3 = ﬁ + cte
3 3 !

— x(t) = V13 +cte,

onde cte = 3cte;. Note que, nas duas primeiras implica¢des, de cima para baixo,
usamos a regra da cadeia e uma integracdo em t, respectivamente.

O dominio I de x(t) é R?

Conforme o TEU, x’ deve ser continua. Portanto, como

1 1

x'(t):3t2-§- = — 00
v/ (£ + cte)
quando t — —</cte, temos uma assintota vertical em t = —+/cte. Assim, I é igual a
(—o0, —+v/cte) oua (—+/cte, 00).
3. xx! =—t,x > 0.
Analogamente aos dois exemplos anteriores, temos
dx d [x(t)?
X—=— — =—t
dt dx | 2
== x(t)” = ¢ + cte
2~ 2

= x(t) = Vcte — 12,

onde cte = 2 cte;. Nas duas primeiras implica¢des, de cima para baixo, usamos a regra
da cadeia e uma integracdo em t, respectivamente. Na tltima, consideramos x > 0.
Para o dominio I de x(t), note que, t2 < cte. Na verdade, como x #£0, t2 < cte, ou seja,
t € (—/cte,v/cte). I também pode ser obtido, observando que

x(t)2 4+t = (@)2

é a equagdo da circunferéncia de centro (0,0) e raio v/cte. Assim, o dominio de x é

dado por I = (—+/cte, v/cte).

1.2.2 Exata

Aqui,
. M(t,x)
f(tlx) - N(t,X) ’
ou seja, a edo pode ser escrita da forma
M(t,x) + N(t,x)% =0, (1.6)

dt
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e existe alguma fungdo F(t, x) com
Fr=MeF,=N (1.7)
continuas. Portanto, a substitui¢cdo das condic¢ées (1.7) na equagdo (1.6) acarreta
Fi+Fx' =0,
isto é, temos o produto interno nulo dado por
(Fe, F) - (1,x") =0,

ou seja, pela regra da cadeia,'* temos

< (Fltx(1) =0,

isto é,
F(t,x) = cte

é uma solugdo implicita da edo, para qualquer constante cte.

Como saber se uma edo da forma M + Nx’ = 0 é exata?

Caso a condigdo (1.7) seja valida, temos

oM ?%F
ox  oxdt
_O°F
dtdx
_ N
oot

em algum conjunto aberto de R? (se T tiver derivadas parciais de segunda ordem continuas
nesse aberto).!> Consequentemente,

My = Ny

é uma condigdo necessdria para que a edo seja exata, caso M e N tenham derivadas parciais
de primeira ordem continuas em algum conjunto aberto de R?.

L (2tx—3t%) + (P —2x) &£ =0.
Para M = 2tx — 3t e N = t2 — 2x, temos

MX :Zt: Nt.

14Cf. [Barbosa (2024)].
15Cf. [Barbosa (2024)].
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Logo, se Fy = M, entdo

F(t,x) = J M(t,x)dt

= J (2tx — 3t2) dt

=t2x—t3+ g(x),
onde g(x) é constante como resultado dessa integracdo em t. Por outro lado, se F, = N,
entdao

d
t+

d—i =t —2x = g(x) = — dex

— g(x) = —x* —cte

= F(t,x) = t*x — 2 —x* —cte

e, portanto,

L (Fe x(1) = 0 e (26¢—382) + (= 2x) %" = 0.

dt
5 (cost—tsent+xz)+2tx%:0;
x(m) = 1.
Por um lado, para M = cost —tsent + x2 e N = 2tx, temos
MX == ZX == Nt.

Portanto, se F, = N, entdo

F(t,x) = JN(t,x)dx

= Jthdx
)
= tx~ + h(t),
onde h(t) é constante como resultado dessa integragdo em x. Assim, se Fy = M, entdo
2 dh 2
X°+ T cost—tsent+x“ = h(t) = [ costdx — | tsentdt

— h(t) =sent+cte; — (—tcost+sent + ctey)
— h(t) = tcost+ cte
— F(t,x) = tx? + tcost + cte,
onde cte = cte; — ctey, e, portanto,
d
i
Agora, pela condicdo inicial, temos (7)(1 )2 + (7) cos(m) = cte, isto &, cte = 0. Conse-
quentemente, a soluc¢do implicita do pvi é dada por

F(t,x(t)) =0 & (cost—tsent+x2> +2txx’ = 0.

tx? +tcost = 0.
Note que, para t # 0, como x(7) = 1, o dominio de

x(t) = vV—cost
é dado por I = (nt/2,3m/2).
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Separdvel é exata

Qualquer edo separavel x' = M, isto é,
q p x)

é exata. De fato,

EXERCICIO

Em sendo possivel, resolva os exemplos dados para as equagdes separaveis,
siderando aquelas equagdes como exatas.

16 agora con-

1.2.3 Bernoulli

Nesse tipo de edo,
f(t,x) = —p(t)x + q(t)x",

onde p, q : I — R sdo continuas, I é um intervalo real e n € R é constante.!”
Note que, como f(t, x) é linear paran € {0, 1}, podemos descartar esses valores de n. Assim,

ao considerarmos
T-—n

y=x -,
a derivada temporal (d/dt) dessa mudanca de varidveis é dada por

y' =1 -—n)x™/,
que acarreta

X +pt)x = q(x™ = x ™ +p(t)x' " =q(t)

1 , B
— (m) y' +ptly =q(t),

que é linear.

1 x4+ x = 3%x%
x(2) = —1.
Como n = 2, temos

16Cf. subsecio 1.2.1.
7Pelo TEU, 0 pvi associado a esse tipo de edo tem solucdo (tnica).
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cuja derivada temporal é dada por

Logo
4 4
x'—l—;x:t3x2:>x_2x’+¥x_] =t
/ 4 3
== Y —i—;y =t
4
=y —y=—t
/
— ()=
:
=ty :—J¥dt
=y =t (—Int+cte)

1

T (Ini+4cte)

Na quarta implicacdo, de cima para baixo, usamos o fator integrante

H(t) — ef(fﬁl/t)dt

_ 674 Int

=t

No célculo de p(t), Inft| = Int, pela condicdo inicial.’® Assim, o dominio de x(t) s6
pode ter pontost > 0 e

-1 = ] :>C’ce—1r12—l
~ 24(In(1/2) +cte) N 16’

Portanto, a solugdo do pvi é dada por

1

x(t) =
t4(ln%—|—ln2—]]—6)
B 1
T a2 1\
th(In§ — )
cujo dominio, comot >0 e
2 1 2 1
In-——=0 In- =—
R T AT
2
:,zzeme
:>t:26—1/16,

é dado por (271716, 00).19

18De fato, ty = 2 ndo pode ser ponto do dominio de In(—t).
19 A outra possibilidade para o dominio de x(t), (O, 2e~ /1 6) , é descartada pela condigdo inicial.
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5 { x' =5x + e 2tx 72

x(0) = 2.
Comon = —2, temos
y=x"
= X3,
cuja derivada temporal é dada por
y' =3x%x/.

Temos, portanto,
X —5x =e M = xIx -5 = e
= %y’ —5y=e*
— 1y’ — 15y =3¢ %
— (e—ISty> ' 3017t
Tty 3Je—17tdt

3
s e Bty — _ﬁeqn 1 cte

3
_ 15t
— y=-=e cte ]76

3 1/3
— x = (ewtcte — ﬁe_2t> .

—2t

Na quarta implicacdo, de cima para baixo, usamos o fator integrante

H(t) _ ef[—]5)dt
_ e—15t_

Agora, pela condicdo inicial, temos

. 3, 1/3
2= ecte—ﬁe — cte =

Temos, entdo, a solucao

. §/139e‘5t —3e 2t
B 17
para o pvi, com dominio dado por I = IR.

5 [ X VX =0
x(1) =0.
Note que, se

—
|
Nl—=

1/2

<
I
®o®

~
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entao
p_ 1 1
yzzx Zx
Portanto,
.S 12 N s SR B V7 N |
x+t X :>2x x—I—th 2
N ,+1 _1
YTty =7o

Assim, a multiplicagdo da dltima equacdo, de cima para baixo, pelo fator integrante

111 1/2

— elnt'? (pela condicdo inicial)
_ {172
resulta em
1:1/2 T3\ _T1an i( 1/2)211/2
y't —l—y(zt ) St/ = - (ut St
1
t2
—y=—> Jt”zdt
(132
= y=t 2 T + cteq
— X1 /2 _ ti% t3/2 + cte
3
t3/2 + ct
— x = t_] < +c e)
3
Logo, como
0=x(1)
[ 1+cte 2
= 3 ,
isto é,
cte = —1,
temos

definida em I = (0, 00).2°

20Lembrete: 1 € L.
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1.24 Homogénea

Para esse tipo de edo,

e, assim,

CAPITULO 1. TEORIA DE I ORDEM

f(t,x) = F (%)

v:%:>x:tvex’:F(v)

= v+tv/ =x' =F(v)
= tv/ =F(v)—v

1 dv 1

Fv) v dt v

que é uma edo separavel. Além disso, note que, nenhuma solugdo x = x(t) pode interceptar

o eixo vertical t = 0.

1 txx! + 42 +x2 = 0;
' x(2) = —7.

X
—X/:—4—

t

2
(%) — vx/ = —4—+?

— v(v+tv) = —4—+?
— vtv/ = —4—2v?
dv 4+ 2v?
t— = —
= dt v
v 1
dv =—-dt
Y TR
— 1ln (4+2v2) = —Int+ cteg
4

N\ 174 1
:><4+2v) :cte2€

cte

Na sexta implicagdo, de cima para baixo, a condigdo inicial ty = 2 elimina a possibi-
lidade do uso de In(—t) e indica que o dominio de x(t) s6 contém t > 0. Ainda, pela

condic¢do inicial, temos

NI —

24

te—4-24
.22 <Ce—) — cte = 456.
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Portanto, como xop = —7 e t > 0, temos

onde

228 —2t4

228 2t*>0—=1t*<114
—0<t< V14

1 ox(t4x) .
2 X = tZ 7

x(1) =—1.
A edo desse pvi, reescrita como

e a implicacdo

x=vt=x'=v't+v

acarretam

/ 2 dv 2
vit+v=v+v :>at:v

= Jv_zdv = J%

dt

— v ! —Int+cte

t
= —— =cte+Int
X

t
X =
= cte+1Int
Assim, como
—1 =x(1)
1
-~ cte’
ou seja,
cte=1,
temos
X =— .
1+Int
Note que, como
Int # —1,
isto é,
1
t —
7 e

o dominio I de x(t) é um dos dois intervalos:

o) m

Consequentemente, como 1 € 1,21

21Pela condigdo inicial!

1

_,w

(pela condigdo inicial)

).

o primeiro intervalo esta descartado.

21
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Capitulo 2

Teoria de II ordem - equacao caracteristica

Uma edo linear de sequnda ordem é dada por

d?x dx

— +b— =d, 2.1
a " a T 2.1)
onde as fungdes reais a = a(t), b = b(t), ¢ = ¢(t) e d = d(t) sdo continuas num intervalo I,
a # 0 e qualquer solugdo de (2.1), ou seja, qualquer func¢do duas vezes diferencidvel x = x(t)
que satisfaca a equagdo (2.1), também é continua em I.

a

Uma aplicacdo importante: sistema massa-mola

Esse sistema, que ilustra a conhecida lei de Hooke, pode ser modelado por (2.1), como vi-
mos no primeiro exemplo do capitulo 1 e veremos no primeiro exemplo da secdo 4.2 do
capitulo 4.!

2.1 edo linear de IT ordem homogénea

A edo (2.1) é dita homogénea caso d = 0, isto €,

x4+ x" —6x = 0 ¢ homogénea, com a(t) = b(t) =1 ec(t) = —6 (para cada t € R).

ax” +bx' +cx = 0. (2.2)

2.1.1 Linearidade das solug¢des

Combinagoes lineares de solugdes da equagdo (2.2) também sio solugdes dessa equagdo, isto é, se x1 e
X satisfazem (2.2), entdo
x = ctejx; + cteyx; (2.3)

também a satisfaz.?

De fato, confira as edos (1.1) e (4.9) (paginas 5 e 83).
2Para uma definigdo mais geral de combinagdes lineares, no contexto de espagos vetoriais, confira
[Barbosa (2025)].

23
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De fato, Se
axi +bx] +cx; =0 e axj +bxs +cxp =0,

entdo, pela linearidade das derivadas do “cdalculo 1”7,

ax” +bx’ +cx = a(cte;x; + cterxy)” + b(cterx; + cteaxz)’ + c(cterx + cterxy)
= ctey (axy’ + bxq + cx1) + ctez (ax) + bx; + cx3)
—0,

ou seja, x também satisfaz (2.2).

212 LDell

Duas fungdes sdo ditas LD quando sdo multiplas escalares uma da outra. Caso contrario, sdo
ditas L1.3

2 .
1. x1(t) = t? e xz(t) = & sdo LD pois x1 = 2x,.

2. x1 = et e Xy = te! sdo LI. De fato, supondo serem LD, existe uma constante « tal que,
paracadat € R,

X1 = xXxy; = et = atet
— (at—1)et =0
— at=1,
que nao é uma proposigao verdadeira para, por exemplo, t = 0.
Note que, a terceira implicagdo, de cima para baixo, segue de e' # 0 paracadat € R,

conforme a figura 2.1.

Figura 2.1: A reta x = 0 é uma assintota horizontal do gréfico de x = e*

X

7

Portanto, para quaisquer 1, t € R, com r fixo e t varidvel,

eTt — (et)r 7£ 0

e, analogamente, e™ e te™ sdo LI

3Para uma definicio mais geral de (in)dependéncia linear, no contexto de espacos wvetoriais, confira
[Barbosa (2025)].
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2.1.3 Solucao geral

Via dlgebra linear,* demonstra-se que, se x; e x, sdo solugdes LI da equacio (2.2), entdo qual-
quer outra solucdo dessa equagio é dada por (2.3).°

Agora, sejam a, b, c e r # 0 constantes e suponha que x(t) = e™, para cadat € R, é
solugdo da equagdo (2.2). Portanto, paracadat € R,

ar’e™ +bret +cet =0 = (arz +br+ c) et =0
e arf+br+c =0,

chamada de equagdo caracteristica de (2.2), com raizes dadas por

b VbZ—4ac

ri:_ﬁi 2a

Analisaremos os seguintes casos:

I.b2 —4ac >0

Nesse caso, T+ sdo reais e distintas e x+ (t) = e™" sdo solucdes LI de (2.2).” Portanto, simpli-
ficando a notacao dos indices via {+, —} ={1, 2},

x(t) = cteje" 4 cteye?t

é uma solucdo geral de (2.2), conforme (2.3).

1. Parax” +x'—6x = 0,comoa =b =lec = —6, 2 +1—6 = 0. Portanto, como
TEC {_3/2}/

x(t) = cteje?t + ctese >t

é uma solugdo geral de x” +x’ —6x = 0.

2. Para3x” +x'—x=0,comoa=3eb=1ec=—1,3r2+r—1=0. Portanto, como
{—1—@ —1+\/ﬁ}
T E 6 , 6 ’ ’

x(t) = cte; e(_1_6\/ﬁ>t + c’ceze<_H%\/ﬁ)t

é uma solugdo geral de 3x” +x" —x = 0.

4Cf. [Barbosa (2025)].

S5Cf.p.23.

°Cf.p.23.

"De fato, supondo serem LD, existe alguma constante « tal que, paracadat € R,

ettt — et - e(r+*r+)t =«

que ndo é uma proposi¢do verdadeira pois, como v —r_ # 0, a exponencial do primeiro membro assume
infinitos valores, enquanto &, no segundo membro, é constante.
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IL b? —4ac =0
Nesse caso, r_ e 1 sdo raizes reais e iguais a

b

5o (2.4)

T =

exi(t) =e™, t € R, ésolucio de (2.2).8
Verificaremos, agora, que x;(t) = te™, t € R, também satisfaz (2.2). De fato,

ax) +bx)+cxx =a (Zw‘ert + rztert) +b(e™ +rte™) + cte™
=e"™(2ar+b) +te™ <arz +br+ c)
-0,
pois (2.4) é raiz da equagéo ar? + br + ¢ = 0. Por fim, como x e x sdo LI,
x(t) = cteje’™ + cteyte™

é uma solucdo geral de (2.2).

Para 4x” +12x'+9x = 0, comoa = 4, b = 12ec = 9, 4r2 +12r+9 = 0. Portanto,
comor =—3,

—3t/2 —3t/2

x(t) = cteje + cteyte

é uma solugdo geral de 4x" 4+ 12x’ + 9x = 0.

IIL b? —4ac < 0

Nesse caso, para obter uma solucdo geral, precisamos de algumas propriedades das expo-
nenciais complexas,'? inclusive da férmula de Euler, dada por

e® = cos0+1iseno, (2.5)

onde o quadrado da unidade imagindria é igual ao nimero real —1, ouseja,i € Ce
i?=-1€eR

Além disso, as raizes da equacgdo caracteristica sdo dadas por

TL = ocj:i[S,

onde

8Cf.p.23.
9Conforme demonstrado na subsegéo 2.1.2.
10Tal assunto é parte importante de um curso de varidveis complexas e, para uma rapida revisio do conjunto
C dos niimeros complexos, confira [Barbosa (2025)].
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Lll rot )’12

e, analogamente ao caso I,"* x4+ = e™*" sdo solugdes LI de (2.2),"~ acarretando que

x(t) = ctee"t 4 cteye™t

é uma solucdo geral de (2.2) em C.'? Assim, pelas propriedades supracitadas e via (2.5), uma
solucdo geral de (2.2) em R é dada por:

x(t) = cte;e ¥t 4 cte, el B
— cteje®teP! 4 cteye*te Pt

= et (cte1 elPt 4 cteze’iﬁt>

e*(cter(cos pt 4+ isen Bt) + ctey(cos Bt —isen Bt))
e*Y((cte; + ctey) cos Pt + i (cte] — ctey) sen Bt)
(

*t(cte cos Bt + cter sen Bt),

e

onde cte; = ctey + cte; e ctey = i(cte; —ctey), e, como R C C, podemos considerar constan-
tes ctej e cteyy reais.

Para x” —6x’+13x =0, comoa =1,b = —6ec = 13, v2— 61+ 13 = 0. Portanto, como
T+ =3+ 2i,ouseja, x =3eP =2,

x(t) = e3Y(cte cos 2t + cte sen 2t)

é uma solugdo geral de x” —6x’ + 13x = 0.

TEU para uma edo linear de II ordem

Assim como para as equagdes de I ordem do capitulo 1, existe uma tnica solugdo para o
seguinte poi:

a(t)x” +b(t)x' +c(t)x = 0;
x(to) = xo;
x'(to) = Yo

Note que, juntamente com (2.2), temos, agora, duas condi¢des iniciais: “posi¢do e veloci-
dade em t = ty unidades de tempo”.

1Cf. p. 25.
12¢Cf. p. 23.
13Como no caso I supracitado, para simplificar a notagao dos indices, denotamos
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Uma solucao geral da edo, conforme o caso I da subsecao 2.1.3,'* é dada por
x(t) = cte; et +cte; e, t € R.
Essa solugao, juntamente com
x'(t) = 2cte; e*t —3ctes e t € R,

e as condigdes iniciais do pvi, determinam cte; e cte,. De fato, de

ctey+cte; = x(0) = 0,
2cte; —3cte; = x/(0) = 1,
temos cte] = % ecte; = —%. Portanto, a soluc¢do do pvi é dada por

_1 2t 1 —3t
X(t)—ge ge ,tGIR

2. Sistema massa-mola sem forcamento'®

Como 12 + 1 = 0 &= r = %1, uma solugio geral da edo é dada por
x(t) = ctejcost+ ctersent, t € R.
Essa solugdo, juntamente com
x'(t) = —ctersent + cterycost, t € R,
e as condigdes iniciais do pvi, determinam cte; e cter;. De fato, como

Ctel == X(O) = 2/
cte;p = X,(O) = 3

a solugdo do pvi é dada por
x(t) =2cost+3sent, t € R.

3. Péndulo simples

Conforme a figura 2.2, considere um péndulo oscilando livremente, sem sofrer resis-
téncia do ar, em torno de um ponto fixo P, onde ndo hé atrito. O péndulo é formado

14Cf. p. 25.
>Na figura 4.4, pagina 84, estd ilustrado um sistema massa-mola com forcamento.
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Figura 2.2: Péndulo simples

por uma haste rigida de massa desprezivel, medindo L unidades de comprimento, co-
nectada a uma massa unitaria puntiforme, fixada na extremidade oposta a P, e oscila
sob a acdo da aceleracdo da gravidade g. Seja x(t) a amplitude do péndulo, ou seja, o
angulo entre o péndulo e a sua posigdo vertical de repouso.'® Assim, a forca atuando
sobre a massa supracitada é dada por

—gsenx(t).

O periodo T é o tempo necessario para o péndulo completar um ciclo, isto é, uma osci-
lagdo para a esquerda seguida de uma para a direita. Para oscila¢gdes “suficientemente
pequenas”, temos senx(t) ~ x(t), ou seja,

—gsenx(t) & —gx(t),

T~ 2n E.W
g

Pela sequnda lei de Newton, como esse movimento oscilatério depende apenas de ge L,
temos a edo
Lx" + gsenx(t) =0,

que, para oscilagdes “suficientemente pequenas”, pode ser escrita como
2
Lx" +gx =0,
ou seja,

X"+ 2Zx =0,

—la

com solugao geral dada por

x(t) = ctej cos <<\/g/_L> t> + cteyy sen ((M) t) ,teR.

Portanto, para condiges iniciais xy “suficientemente pequenas”, podemos considerar

o pui
X" +ix =0;
x(T) =xo;
x/(T) = 0.

16Caso houvesse atrito e/ou resisténcia do ar, a amplitude diminuiria com o tempo, até que o movimento
oscilatério cessasse na posicdo de repouso do péndulo.
17pesquise no Google!
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Utilizando a solugdo geral supracitada, juntamente com as condi¢des iniciais desse pvi,

temos
ctercos (Tv/g/L) + ctepsen (Tv/g/L) = X0;
Vg/L (—ctersen (Ty/g/L)) + +/g/L(ctericos (Ty/g/L)) = 0,ouseja, (2.6)
—ctersen (T+/g/L) + ctery cos (Tv/g/L) = 0.

Multiplicando a primeira equagdo, de cima para baixo, de (2.6) por cos (T/g/L), a
tltima por —sen (T+/g/L) e somando as equagdes obtidas dessas multiplica¢des, ob-

temos
cte; = x( cos <T\/ g/L) :

Substituindo essa constante na tltima equagdo de (2.6), temos

—Xp sen <Tm> + cterp = 0.

Assim, a solugdo do pvi supracitado é dada por

x(t) = xo (cos (TM) cos ((M) t> + sen <T\/m> sen ((M) t))
= X COS ((T—t)\/g/_l_) .

2.2 edo linear de IT ordem nao homogénea

Essa edo ¢ dada por (2.1),!8 agora com d # 0.

Solucdo geral

Se xy, é uma solugdo geral da edo homogeénea associada a edo (2.1), isto €, solugio geral de (2.2),19 ¢
xp € uma solugdo particular de (2.1), entdo

X = Xn +Xp (2.7)

é uma solugio geral de (2.1).

De fato,
ax” +bx’ 4+ ex = alxn +xp)" +b(xn +xp) +clxn +xp)
= a(xy +xp) +b(xf+x,) +clxn+xp)
= axy, + bxy 4 cxp + ax;, 4 bx;, + e
=0+d
=d.
18Cf. p. 23.

O1dem.
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Caso a, b e ¢ sejam constantes, como podemos obter x,,?
Considere, por exemplo, a =1,b = —-3 e c = 2, ou seja,
x" —3x"+2x =d,

e d(t) dada por uma das seguintes fungdes:

1. et

2. 22 +4t+1;

3. cost;

4. '+ 2t2 +4t+1+cost.
Para cada d, como

x" =3 +2x =0&=12—3r+2=0
—=re{l,?2},

uma solucdo geral é dada por (2.7), com
xp, = ctejel + ctese’t.

Agora, para determinar uma solugdo particular x,, dependendo da d considerada, usaremos
o método seguinte:

2.2.1 Meétodo dos coeficientes indeterminados, ou, a serem determinados
Nesse método, testamos “candidatas” para x;,, conforme o tipo de funcao d dada.

1. Para d(t) = €3, testaremos Xp = Ae3t 20 onde A é o coeficiente a ser determinado.

Assim, paracadat € IR,
1 /
X)) = 3x) 4+ 2xp = &' = (Ae3t> -3 (Ae3t> +2Ae% =&t

— 9Aet -3 <3Aegt> +2Ae3t = &3t

— 2A—1)et =0.
Entdo, 2A —1 =0, ou seja, A = % Portanto, uma solugéo geral de x”' — 3x/ 4 2x = €%
é dada por

1
x = cteje' + ctese?t + zeSt, t € R.

2por qué?
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2. Para d(t) = 2t2 + 4t + 1, testaremos Xp = At? + Bt+ C,2 onde A, B e C sdo os coefici-
entes a serem determinados. Assim, paracadat € R,

! 3x! 4 2xy = 2t2 -4t + 1 A2+ Bt+LC) —3(At+BteC)
Xl = 3x 4+ 2x, = 26 + 4t + :><t—|— t+)—(t+ t+>
+2<Atz+Bt+C>:2tz+4t+1

— 2A —3(2At+B) + 2At2 + 2Bt +2C =2t + 4t + 1
— 2A—2)t> + (—6A + 2B —4)t
+2A—-3B+2C—-1=0.

Entdo, 2A =2, 6A+2B =4e2A—-3B+2C =1,0ouseja, A=1,B=5eC =7.
Portanto, uma solugéo geral de x”" — 3x/ + 2x = 2t? 4+ 4t + 1 é dada por

x = cteje' + ctese?t + P +5t+ 7, t € R.

3. Para d(t) = cost, testaremos x, = A cost + Bsent,?? onde A e B sdo os coeficientes a
serem determinados. Assim, paracadat € IR,

Xp — 3%, 4 2xp = cost => (Acost+Bsent)” —3(Acost+Bsent)’
+2(Acost+Bsent) =cost
— —Acost—Bsent—3(—Asent+ Bcost)

+2A cost+2Bsent = cost
— (A—3B—1)cost+ (3A+B)sent =0.

Entdo, A—3B =1e3A+B =0, ouseja, A = ]1—0 eB = —%. Portanto, uma solugéo
geral de x” — 3x’ 4+ 2x = cos t é dada por

1 3
x = ctejet + Cteze2t + 0 cost— 70 sent, t € R.

4. Analogamente aos itens 1,2 e 3 da subsegdo 2.2.1, para d(t) = et +2t2 + 4t + 1+ cost,
uma “candidata” para solugdo particular pode ser escrita como
Xp = AeSt +Bt? 4 Ct+D + Ecost -+ Fsent.

A resolucio do sistema nas varidveis A, B, C, D, E e F, fica como exercicio.?3

Considere a edo
x" —6x' 4+ 9x = e, (2.8)

2Por qué?
22]dem.
Z3Resolvendo o sistema supracitado, obtemos
1 1 3
A=-,B=1,C=5D=7E=—eF=——.
2 10°° 7 10
Portanto, uma solugdo particular do item 4 é a soma das solugdes particulares obtidas nos itens 1, 2 e 3 supra-
citados.
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Assim, como

x"—6x' +9x =0 &= 12 —614+9 =0
=3,

uma solugdo geral da equagdo homogénea associada a (2.8) é dada por
_ 3t 3t
Xn, = cteje”” + cteyte”".

Agora, escolhendo x, = Ae3t como “candidata” a uma solugéo particular de (2.8), temos,
paracadat € R,

Xj/ = 6} + 9xp = €3 =5 9AE —6(3AeM ) + 9AET = ¥
—= (9-18+9—-1)' =0
:> 63t —= O,

que é uma igualdade invéalida. Tentaremos, entdo,

onde y é uma funcao a ser determinada. Logo, para cada t admissivel,

X)) —6x) 4+ 9%, = e = (y" + 6y’ + 9y)e’ —6(y’ + 3y)et + Jye’t = &
— (y//_])e,’)t —0

#y// :]
— y'(t) =t +cte3
2
= y(t) = 5 + ctest + ctey.

Para uma solugdo particular, considere cte; = 0, i = 3,4. Portanto, paracada t € R,

£ s
xp(t) = e (2.9)
Agora, estudaremos outro método para obter uma solugdo particular, que também funciona

caso d(t) admita termos que ndo sejam exponenciais, polinomiais ou trigonométricos.

2.2.2 Método de variacao de parametros
Wronskiano de x;(t) e x,(t)
E definido como o determinante

X1 X2

/ /

W(t) = x| x}

7

para todo t € IR, com x;(t) e x(t) diferencidveis.



34 CAPITULO 2. TEORIA DE I ORDEM - EQUACAO CARACTERISTICA

Paracadat € R, se x;(t) = €3t e x,(t) = te3!, entdo

e3t te3t

3e3t &3t 3tedt
= et (€3t + 3t63t> — 3tedtedt

= e,

W(t) =

Férmula da variacao de parametros

Se x1 e x, sdo solugdes li da equagio homogénea (2.2) e W (t) é o wronskiano dessas fungoes, pode ser
demonstrado que

Xp(t) =x1(t) (J x2(t)(=dlt)) dt) +x2(t) <J —z}i;i/‘\i/((?) dt)

é uma solugio particular de (2.1).24

1. Para a edo (2.8),%
x(t) = cte;e>t + cteste’t + Xp(t)
é solucdo geral e x;, € uma de suas solugdes particulares. Como a(t) =1, d(t) = ete,

pelo exemplo supracitado, W(t) = e®, temos
tedt (—e3) e3tedt
3 3
Xp(t) =€ t JTdt + te t(J o6t dt>

[
o)1)
<

2
= ¢t ——) + tedtt
2
2
_ B
2 7

coincidindo com (2.9).2°

2. Para aedo

comott—2r+1=0,istoé, r=1,

x(t) = cteje' + cteytet + Xp(t)

24Cf. p. 23.
Ct.p.32.
26]dem!
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é solugdo geral e x;, é uma de suas solugdes particulares. Como a(t) =1, d(t) = %

W(t) = e%,%” temos

e

tet et et

te
t) = —e' | —————dt ttJ—dt
Xp(t) = e J(t2+1)62t e (t2+1) et
t t tJ ]
=— dt+t dt
eJtZH tte t24+1

t
— —% In <t2 + 1) + tetarctan t.

3. Para a edo
x" +x =sect,

comotm?+1=0,istoé,r= +i,ouseja, T=0+1-1,
x(t) = €%t (ctej cos(1 - t) +ctery sen (1 - 1)) +xp(t)
= ctejcos t + cter sent + x;(t)
é solugdo geral e x;, € uma de suas solugdes particulares. Como a(t) =1, d(t) =secte

W(t) = 1,%8temos

Xp(t) = cost (J sent (—sect) dt) + sent(J cost sect dt)

=cost (J' (—tant) dt) +sent (J 1 dt)

=cost In|cost|+ tsent.

Na penultima igualdade, de cima para baixo, utilizamos sect = ﬁ Na dltima, de
cima para baixo, utilizamos

— t
J(—tant)dtzjmdt (u=cost = du = —sentdt)
cost

1
= J —du

u
=Inu|+cte
= In|cos t| + cte.

Para uma solugéo particular, considere cte = 0.

4. Para aedo
2x" +18x = 6tan(3t),

ou seja,
x" +9x = 3tan(3t),

comor2+9:O,istoé,r::|:3i,ouseja,r:O:|:3-i,

x(t) = et (cte; cos(3 - t) + cterysen(3 - t)) +xp(t)
= ctey cos(3t) + ctery sen(3t) +xp(t)

Y Verifique!
2]dem!
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é solucdo geral e x, é uma de suas solugdes particulares. Como a(t) = 1, d(t) =
3tan(3t) e W(t) = 3,2 temos

Xp(t) = —cos(3t) (J sen(3t) tan(3t) dt) + sen(3t) (J cos(3t) tan(3t) dt)

] —cos” dt) + sen(3t) (J sen(3t) dt)

cos(3t)
3

= —cos(3t)

= —cos(3t) | sec(3t)dt

= —cos(3t) ( sec(3t) —COS(3t))dt> —sen(3t)

In|sec(3t) + tan(3t)|
3 )

= —cos(3t) -
Na dltima igualdade, de cima para baixo, utilizamos a integral
Jsecu du = In|secu + tanu| + cte,

com cte = 0, e a mudanca de varidveis

u = 3t.

29Veriﬁque!



Capitulo 3

Séries de Taylor e edos

Esse capitulo é dedicado ao uso de séries de poténcias, que sdo séries de fungdes, em resolucdes
de edos. Como, em geral, nem mesmo as séries numéricas sao (devidamente) estudadas (em
cursos de calculo), vamos revisar (para alguns leitores) ou introduzir (para outros) esses

importantes conceitos.!

3.1 Séries numéricas

Seja (aj,ay,...,an,...) uma sequéncia numérica. A expressao

o0
a1—|—a2—|—---=Zan
n=1

é uma série associada a sequéncia supracitada. Nesse caso,
sni=aj+a+---+an

é a n-ésima soma parcial dessa série.

Para a progressio geométrica (pg)

1T 1 1 2
stz t +---:T;2—n,

ool

temos as seguintes somas parciais:

1
S]:_:OISI $2 =

5 4o =0,75, s3 =

+

NI —
Iy
NI —
INgp-—

(3.1)

(3.2)

+-=0,875, ...

oco| —

Na parte II desse texto, a série de poténcias da fungdo exponencial, dada nesse capitulo, serd fundamental
na definigdo da exponencial de matriz, que é importante no estudo qualitativo das edos.

37
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O primeiro indice de uma série pode ser algum inteiro ndo-negativo ny # 1. Nesse caso,
podemos representéd-la por

Acrescentando o ntmero 1 a (3.2), temos

Retirando o niimero 1/2 de (3.2), temos

1 ©
b= o

| —

+

ENTI

3.1.1 Convergéncia ou divergéncia

Suponha que a sequéncia
(811321---1511/"')

de somas parciais converge para o nimero s, ou seja, existe o limite dessa sequéncia e esse
limite é igual a s. Nesse caso, dizemos que a série aj + ay + - - - converge (para s) e denotamos

s = lim s,
n—oo

= lim (a;+- -+ an)

n—oo
o0
n=1

Caso o limite s ndo exista, a; + a; + - - - é dita divergente.

Considere a pg
(a, aq, aqz, e, aq“’], aq™,.. )

com razdo q # 0 e primeiro termo a; = a # 0.2 Temos, entdo, os seguintes casos:

DIVERGENCIA PARA |q| > 1 I

Nesse caso, temos os seguintes subcasos:

2 Assim, 0 n-ésimo termo é a,, = aq“*1 .
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Aqui, as somas parciais sdo dadas por

siT=a1=aq, S=a1+tax=2a, ..., spn,=a1+---+a,=naq, ...

Portanto,
aj+ay+---= lim na
n—oo
B oose a > 0;
| —cosea<0.
q=—1 . s
Aqui, as somas parciais sdo dadas por
s1 = ar=gq
$9 = qq+ay=a+(—a)=0,
s3 = aqit+ax+a3=04+a=a,
sS4 = qtaxt+azt+as=a+(—a)=0,

Ou seja,
s —J @ sen ¢é impar;
"1 0 senépar

Obviamente, essa sequéncia diverge.

Por um lado, como
n—1

sn:a+aq+aq2—|—---+aq ,

temos
n

qsn = aq+aq’+---+aq"™ +aq™
Assim, da diferenca s, — qsn, temos
(1—q)sn=a(1—q").
Logo, como q # 1,

a(l—q")
Portanto,
a+aq+aq2+---:nlgx(}osn
. a(l—q" (3.3)

n—o00 ]—q

é divergente. De fato, |q"| pode assumir valores tdo grandes quanto se queira.

CONVERGENCIA PARA |q| < 1 I

Nesse caso, como

lim (1—q") =1,

n—oo
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a+aq+aq2+~--=—]fq, (3.4)

por (3.3).

Para os dois primeiros exemplos desse capitulo, temos, via (3.4),

T 1 1 1/2 11 1 T 1 1 1/4
S T =1 14+—4+—4...= =2 4 4= =1/2.
5ttt - ;15 g+ =1 e ytgtiet — /

N —

Podemos, ainda, utilizar esse exemplo para ilustrar o seguinte resultado:

PROPOSICAO 1 I

A convergéncia/divergéncia da série (3.1), pdgina 37, nio é alterada pela exclusio de um niimero
finito de seus termos e nem pela inclusio de um niimero finito de outros termos.

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 1 I

Seja oy a soma de k termos da série (3.1). Assim, se spx = sn —0, n = 1,2,..., a exis-
téncia de lim s, i é equivalente a existéncia de lim sy.
n—oo

n—oo
PROPOSICAO 2 I

Considere o constante e um niimero s tal que ay; + a4 - - - = s. Assim,

xar+ody+--- = «s
=alag+ay+---).

Pelo exemplo que segue a equagéo (3.4), temos

1 1 1 1 1

=2
=2-1

PN AL
“\27478 '
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DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 2 I

PROPOSICAO 3 I

Sejam s e S niimeros tais que ay +ay+--- =seA;+Ay+--- =S. Entdo,

ar+Ar+ay+Ay+---=s+S
=(ar+a+- )+ (A +A2+-).

Pelo exemplo que segue a equacao (3.4),> temos

LU LI I PR
272747478 "8 T2 4
=2

—1+]1

(T N (Y
S \2 4 2 4 '

3Cf. p. 40.
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DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 3 I

D (an+An)=lim } (ai+Ay)

n=I i=1
n n
- (a3 )
i=1 i=1
n n
= fim ) et lim ) As
i=1 i=1
o0 o0
Yt A
n=I1 n=1
=s+S.

PROPOSICAO 4 I

Se Y 27, an converge, entdo limn_,0o an = 0. Portanto, se limn_,oc an # 0, entdo ) 7| an
diverge.

A série

yono 123
2n+1 3 5 7

diverge, pois

m = 5
n—oo 2n + 1 n—oo 2n+l

= lim 3
n—oo 2 4 5
1
-2
# 0.
DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 4 I
Suponha que Z;’lo:] an convirja. Consequentemente, se S1 = 0e Sy = s, n = 2,3,...,

entao

lim s, = lim S,
n—oo n—oo
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é igual a um (Gnico) ntimero s. Assim,

lim a, = lim (s, —Sn)

n—oo n—oo
= lim s, — lim S,
n—oo n—oo
=s—S
=0.

PROPOSICAO 5 I

A reciproca da proposigio 4 ndo é verdadeira, ou seja, é possivel que limn_0o an = 0 e Y 7 an
seja divergente.

Embora lim + =0, a série harmonica
n—oo "

1 1 1 1 1 1 1 1
E—]+z+§+z+g+g+?+g+”' (3.5)

M

diverge, pois, como

rpr i1 i 1 o 1 1l ¢
3747474727 5767778 88 88 2 &

(3.5) “majora” a série divergente

/JEELEVELL IS S B
27272 a

PROPOSICAO 6 I

&) &)
Considere 0 < an < Ay para cada indicen > ny. Portanto, )  an convergese ) Ay converge.
n=nop n=np

A série
= 1 1 1 1
2w =ttt
n=1

converge. De fato, como (1/n)™ < (1/2)" para cada inteiro n > 1, temos

g
nn — m
n=2 n=2

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 6 I
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Como Z?:no An converge, existe um ntiimero S tal que

N (3.6)
= fim, ) A
1—ny
Além disso, como 0 < a,, < A, (para cada indice n > ny), temos
O0<sp=a1+---+an
<A+ +AL =S5,
<S5,

por (3.6) e pela monotonicidade da sequéncia (Sno, Sng+1s-- ) 24 Portanto, a sequéncia cres-
cente (sno, Sng+17 - - ) também é limitada. Assim, existe um ntimero s tal que

s = lim s,
n—oo

o0
- § an.

n=—nop

PROPOSICAO 7 I

o0 o0
Considere 0 < An < an para cada indice n > ny. Assim, Y  an divergese ) Ay diverge.
n=ng n=nyp

1
1+ 25+

diverge.

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO 7'

Suponha que ) ap convirja. Logo ) A, converge, pela proposicao 6.

n—no n=—no
PROPOSICAO 8: TESTE DA RAZAO (RESPECTIVAMENTE, RAIZ) I

Considere an, > 0 para todo indice n > ny. Seja L um niimero tal que

\/]_g + -+ - diverge, pois 1/n < 1/4/n (para cada inteiro positivo n) e a série (3.5)

. An+1
lim 1 —
n—oo  dn

(respectivamente, nh_r)rolo Va, =1L).

Portanto,
convergese L < 1;

o0
Z an { divergese L > 1;
n=ng pode convergir ou divergir se L = 1.

“Essa sequéncia é crescente.
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;=145 + 135+ converge.® De fato,

—_
M8
Bl—

3
I}

An41 1/(n+1)!
an,  1/n!
n!
G
n!
_(n—H)n!

quando n — oo.
2. Y &= %4—%4—;4—--- diverge.® De fato,

2n+1
an41 n+1
211
n
2n+1 1

n n+tl
n

1
1+

=2 — 2

1
n

quando n — oo.

SDe fato, pela proposigio 6, basta observarmos que

1

ol < znil,paran >1,
n! -
e a série

oo o0

1 1

> T =2 m

n=1 n=0
converge.

®De fato, pela proposicio 7, basta observarmos que
| AL

— < —,paran > 1,
n n

e a série
o0

n=1

3 —

diverge.

45
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31—
N —

N
_|_

quando n — oo.

(0.0
n _1,2,3, .. : ?
4. Z] Sy =3+35+37+- - converge ou diverge?
n=
Aqui, o teste da razdo é inconclusivo. De fato,

n+1
An+1 w32

an

_n_
n+1

_ (n+1)?

quando n — oo. Por outro lado,

3
_=f] -

= T — 1
T+

quando n — oo. Entdo, pela proposicado 4, a série é divergente.

Outro modo de verificarmos que a série diverge, é observarmos que, para cada inteiro
o n
positivo n, temos an = 77 < le

An+1 _nZ—I—Zn—H
an,  n2+2n

S
a n2+2n

>1,
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isto €, a1 > an. Assim, como
O<ay<my<...<apn<app <...<1

é uma sequéncia de termos positivos, estritamente crescente e limitada superiormente
por 1, existe o limite

lim a, € (0, 1].

n—oo
o0

Consequentemente, Z] 7 diverge, pela proposicéo 4.
n=

o0

5. ; m = 11—2 + 21—3 + 3]7 + - -+ converge ou diverge?

Aqui, o teste da razdo é inconclusivo. De fato,

1
Any1  (n41)(n+2)
an 1
n(n+1)
1
- nf2
n
1
= 5 — 1
T+

quando n — oo. Por outro lado, como, para cada inteiro positivo n,

1
n = nmn+1)

1_ 1
n n+1

segue que

ou seja, a série converge para 1.

PROPOSICAO 9: TESTE DE LEIBNIZ I

Considerem vdlidas as sequintes condigdes:

l.L.ay>ay>--->ap>--->0;

2. lim a, =0.
n—oo
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o0
Entdo, a série ) (—1 )““ an converge para um niimero no intervalo (0, ai], isto é,
n=1

o0
> (—1 )“”% =1 % + % — }1 + - converge para um numero em (0, 1]. De fato, as duas
n=1

condicdes da proposicdo 9 sdo satisfeitas para a, = Tll

O<ap—ap4+az—ags+---<a.

3.2 Séries de fungoes

Considere uma sequéncia de fung¢des, digamos 1, f2, ..., fn,...,e umconjunto I # @ contido
no dominio de todas essas funcdes.

Note que, paracadat €I,
f1(t) + 2t Z i (

é uma série numérica. Assim, todos os resultados apresentados (para as séries numéricas)

oo
permanecem validos para ) fn(t), para cada t € I. Portanto, caso exista um ntmero f(t),
n=1

para cada t € I, tal que

o0
diremos que }_ fy converge para f (em I) e denotaremos ) ;> ;fn = f. Nesse caso, I é dito
. n:] .
dominio de convergéncia de f.

3.2.1 Exemplo fundamental: série geométrica

o0
T+t+ 2+ th e =)

n=1

[e.0]
— Z m
m=0

1

1 —

paraft| < 1,istoé,t € I = (—1,1). 7 Por outro lado, a série geométrica é divergente para
[t| > 1, ouseja, t € (—oo,—1]U 1,00).8

’Na segunda igualdade, utilizamos a mudanga de indices m = n — 1. Na terceira, de cima para baixo,
utilizamos (3.4), pagina 40.
8Cf. (3.3), pagina 39.
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Utilizando a série geométrica, podemos obter representagdes em série de fungdes e I para:

L g(t) =

_23 .
2. h(t) = ERwEy
3. o(t) = 5
2
4. o(t) = .
De fato:
1. Seu = —t3, entdo
1
t J—
9(t) = 37— =)
1
o 1—u
:Zun
n=0
:Z( 1)nt3n
n=0
T Y L S
parat el = (—1,1).°
2.
h(t ):2t3g( t)

_Zz ntSn—H
:2t3—2t6+2t9_2t12+---,

parat €l = (—1,1).10

It <1=tP <1
:>‘t3‘<1
:>\_1\‘t3‘<1
:>‘—t3’<1
= u < 1.

10Por definicao, o dominio de convergéncia de h é igual ao de g.
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3. Sev = &, temos

t 1
pt)=¢-
5 1-4
T 1—v
o
_ Z vn+1
n=0
00 t n+1
-1.(5)
n=0
5 25 75 ’
parat el = (=5,5).11
4.
$(t) = —to(t)
0 tTH—Z
- En+l
n=0 S
2 Bt
~ 5 ;B 7
parat €l = (=5,5).12
3.2.2 Definicao de convergéncia absoluta
(0.0 o0
> fn converge absolutamente (em 1), isto é, Y fn(t) converge absolutamente, para todo t € 1,
n=0 n=0
(0.0)
quando )_ |fy| converge (em I).
n=0
o0

seA™ converge absolutamente, para todo t € R. De fato, como, para quaisquer t € R e

n=0
ne{0,1,2,...},

sennt 1
lsennt| <1 o ’ S n
11
t
= v < 1.

12Por definicdo, o dominio de convergéncia de ¢ é igual ao de .
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e1+%+}1—|—--- converge,

sent sen 2t
2 4

converge, para todo t € IR, pela proposi¢do 6 da se¢do 3.1.

Pode ser demonstrado que convergéncia absoluta implica em convergéncia.!*> Contudo,
a reciproca nao é verdadeira.

o0
No dltimo exemplo da segdo 3.1, vimos que a série > (—1)
n=1

+11/n converge. Contudo, a

o0
série harmonica )_ ‘(—1)““1 / n| diverge.14
n=1

3.3 Séries de poténcias

o0
Uma série de fungdes ) fy, é uma série de poténcias em torno de ty quando
n=0

f‘rl(t) = Qn (t_to)n/ T1‘:0/1/2/---/

isto é, quando a série é dada por

o0
Y an(t—to)" =ap+ar(t—to) +az(t—to) +- -

n=0

Nesse caso, I é chamado de intervalo de convergéncia se

D an(t—t))"=f(t) Vte L
n=0

o0

Para a série geométrica, pagina 48, temos ) t" = ]1: comI = (—1,1). Aqui, f(t) = ﬁ,
n=0

tp =0 e an =1, para cada indice inteiro ndo negativo n.

Demonstra-se que, para ‘t — to‘ < R, se

f(t) =) an(t—to)"
n=0

=ap+ar(t—to) +az(t—to)+---,

13 Assim, a série do exemplo anterior converge.
4Confira (3.5), pagina 43.
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entdo

f/ _ — L (t— n—1
(1) ; nan (t— to) 67
)2

=a;+2a(t—ty) +3az(t—to)" +---

1

Seja x(t) = Aoz Portanto,

paracadat € (—1,1).

Teorema de convergéncia

(0.0
Se, para todot €1, Z an (t— to)“ converge, entdo 1 é, exatamente, um dos seguintes conjuntos:
n=0

L {to};
2. R;
3. (tp — R, tp +R);
4. [ty— R, to+R);
5. (to—R,to +RJ;
6. [to— R, to+ RI.

Nesse caso, R é dito raio de convergéncia da série de poténcias e, por abuso de notagdo, R =0
e R = oo para as condigdes 1 e 2, respectivamente.

Para a série geométrica, pagina 48, como I =(0—1,0+1), temos to =0eR = 1.
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Teste da razido

Considere que:
- ap # 0, paran > ny;

. L= lim |%ntl

, ou seja,
n—oo

1
anpr (t—to)™"

=t—ty L.
an (t—to)" Tt

n—oo

o0
Entdo, > an (t—to)™
n=0

- converge absolutamente, para [t — to| < % ;
- diverge, para [t — to| > %;
- pode convergir ou divergir, se [t — to| = %

Note que, aqui, R = ¢

(0.0]
1. Considere a série 5 (—1)""'n(t—2)". Assim, por um lado, como
n=0

(=12 (4 1) (t —2)™F! n+1 5
(=) Hn(t—2)n === =2
Zh—ﬂ(1+l)
n
—t—2-1

sen — oo, segue que L =1, R =1 e a série dada convergeem (2—1,2+1) =

53

(1,3) e

diverge em (—o0, 1) U (3, 00). Por outro lado, a série também diverge em {1, 3}. De fato:

e t = 1 acarreta

o0 o0

Z n—H n(t— z)n _ Z(_”Zn—i-ln

n=0 n=0
= — Z n
n=0
=—(14+2+3+4+---);

e t = 3 acarreta

Z n—H t z)n — Z(_] )n—Hn
n=0 n=0
— 124344,

Pela proposicdo 4, segdo 3.1, essas séries numéricas divergem.
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Portanto, I = (1, 3).

o0
. P 1™ .
2. Considere a série )_ ( TEQ . Assim, por um lado, como

t+1 n
2 n+1

n=1

(t—l— ])n-H n2an
(m+1)20 (t+ 1)

It 1
- . ]
2 T+
— [t+ 1] !
2
sen — oo, segue que L = %, R =2 easérie dada convergeem (—1—2,—1+42) = (—3,1)
e diverge em (—oo, —3) U (1, 00). Por outro lado, a série converge para t = —3 e diverge
parat = 1. De fato:

e t = —3 acarreta

n2n
n=1 n=1
_ i (="
n=1 n

que converge, pelo teste de Leibniz;
e t =1 acarreta

® (penn 2o
T; n2n _Z@

que chamamos de série harmonica e verificamos ser divergente.
Portanto, I = [-3,1).

o0
3. Considere a série ) (2n)!(t—2)". Assim, se n — oo, entdo
n=0

2n+ 1)t —2)!
2n)!(t—=2)n

2 2)!
:|t_2|.M

(2n)!
B 2n+2)2n+ 1)((2n)!)
=ft=20 2n)!
=t—-2(2n+2)(2n+1)

— 0

somente em t = 2. Portanto, [ = {2}.
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3.4 Séries de Taylor e func¢oes analiticas

Se a fungdo f(t) pode ser representada por uma série de poténcias em torno de t = ty, isto ¢,
existe R > 0 tal que

f(t) =) an(t—to)"
n=0

=aqyt+aj(t—ty) +ay (t—to)z—f—"'

para ‘t — to} < R, e tem derivadas de todas as ordens num intervalo contendo (ty — R, ty + R),
entado:

(0)
o flto) =ap=ap=" Oo(!tO)"

e Como, via (3.7),1°

/(t) =) nan(t—1to)""'
n=1

=a;+2a (t—to) +3az (t—to) 2+ - -

para !t — t0] < R, temos

e Como, via (3.7),

(1) = (f')'(t)

- in(n—])an (t—to)" 2
n=2

=2a,+6a3(t—ty) +12(t—tg)?+---

para [t —to| < R, temos

@) (ty)

f(ty) =2a; = a; = 5

e Como, via (3.7),
f/”(t) — (f//)/(t)

=) nn—T)(n-2an(t—to)"

n=3

— 6a3 424 (t—to) + 60 (t —to)* + - - -
para !t—t()] < R, temos

3 (to)

f”/(to) — 6(13 — az = 30 ;

I5Cf. p. 52.
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e Repetindo esse procedimento para a n-ésima derivada de f, demonstra-se, por indugdo
finita, que
) (to)

an = —n=0123...
n!

Portanto,

ﬁ
3

=2
~—

=3 Tl g

o) (3.8)
:fo;!o)Jrf %0) (t—to) + 2(!“) (o)t

P2

é a série de taylor de f em torno de t = t( ou, especificamente, em I = (tp — R, to + R),10 e f(t) é
dita analitica em 1.

17 1

o0
1. Para a série geométrica,’ — = ) t", paralt| < 1. Podemos confirmar esse resultado,
n=0

verificando que f(t) = ]]Tt é analiticaem I = (—1,1),'8 via:

f(0) = 1170 = 1 = ap
f/(O) (1_20)2 = 1 = ay;
f”Z(O) _ (120)3 — 1 = ay;
Note que, utilizamos f/(t) = (]_1”2, f'(t) = 3 ete
2. f(t) = et é analitica em I = R,'? com

n=0
tZ 3
De fato,
f0) = e = 1 = ag;
f'0) = & =1 = a;
" 0
Sl S S

Note que, utilizamos f™(t) = et, n =0,1,2,...

16Ge t = 0, (3.8) é a série de maclaurin de f.
7Cf. p. 48.

BAqui, to=0eR=1.

YAqui, to =0e R = oo.
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3. f(t) =In(1+1) é analiticaem I = (—1,1),%° com

o0 tn
In(1+1t)=> (-1)"*'=—
n=0 n
2 2t
—t— — 4 — —
27374
De fato,
f0) = In(140) = 0 = ap;
o) = o= 1 = a
2() _ (1%+0) _ _% = ay
£17(0 3
oo mE - ) -
Note que, utilizamos f'(t) = 1]?, () = —(]J:t)z, £ (t) = ﬁ, etc.

EXERCICIO

Verifique que as fungdes seno e cosseno sdo analiticas em I = R, com

_ _ n
sent =) (1) 2n+1)!

A analiticidade, em I = IR, das fun¢des seno, cosseno e exponencial, pode ser utilizada
para demonstrar a férmula de Euler,

et = cost+isent,?!

observando que

20Aqui, tg =0eR=1.
21Cf. pagina 26.
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3.4.1 Séries de poténcias e edos

Observagoes I

e O indice de uma série é invariante por permutacdo de letras, ou seja,

o0 o0
Z i i
n=0 m=0
(e 0]
— Z f;
i=0
o0
=) f
j=0

¢ Aigualdade de duas séries de Taylor em torno de ty = 0 implica na igualdade dos seus

coeficientes de mesmos indices,?? ou seja,
[ee] o0
Y an(t—t)" =) bal(t—t))"=0=an=by, n=0,1,2,...
n=0 n=0
Assim,
(e 0]
Y an(t—t)"=0=0an=0,n=0,1,2,... (3.9)
n=0
e Seja
a(t)x” +b(t)x' +c(t)x =0 (3.10)

como na pdagina 23, com a, b e c analiticas em I = (tp — R, to + R). Demonstra-se que
suas solugdes também sdo analiticas em I. Portanto, para obter uma solucédo geral de
(3.10), via séries de Taylor em torno de ty = 0, considere as seguintes etapas:

- Assuma que x = ) ant™ é solugdo de (3.10).

n=0
o0 o0

- Substituax, x’ = Y na,t" 'ex” = Y (n—1)na,t" 2% em (3.10).
n=1 n=2

- Caso seja necessario, reindexe alguma série.?>

- Determine a,, n =0,1,2,..., utilizando (3.9).

22De fato, para cada indice n, ap6s ter obtido a,, = by, via t = t(, calcule a derivada de ordem n + 1 das
duas séries e repita o processo.

[ Bempios

- Param=n-2,

o0
X'= Y (m+1)(m+2)amot™
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1. x"+x=0.

o0 (o]
X'+x=0= Z(n— Dnant™2 —l—Z ant™ =0

n=2 n=0
o0 o0
- Z(TH— DNn+2)apot"+ Z ant" =0
n=0 n=0

= Y [(m+1)(n+2)ani2+ant" =0

n=0
= n+1)n+2)apn2+an=0, n=0,1,2,...
an
= — ,n=012,...,
IR e o) K

onde, na segunda implicacdo, de cima para baixo, reindexamos n (via m = n —2, na
primeira série) e, depois, trocamos m por n. Entdo, para ay e a; constantes, temos:

a
a = -1y
aj .
a3 = —73
a ap .
a = -3 = 3
a aj .,
a5 = —4—% - 5_}/
a ap .
ag ~5% 5l
a a .
a7 = —gF = —7
Assim, paran =0,1,2,..., temos
ay a
ay = (—1)" e a = (1"

Portanto, a solugdo de x” +x = 0 é dada por

0o oo
X = Z a2nt2n + Z azn_Hth—H
n=0 n=0

_ . n o n—
_a"nz_o( R (zn)1+alnz_o( D a1

=aqapcost+ ajsent.

- Param=n-+1,

o0

tx = Z apt™t!
n=0
o0

= Z am_1t™.
m=1
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2. x"—tx =0.

o0 o0
x'—tx=0= Z(n—ﬂnant“_z—Zant“H =0
n=2 n=0
o0
= Y (n+1)(n+2)anot" Zan =0
n=0
= (1)(2)azt°+Z(n+ 1)(n+2)an+zt“—z an gt =0

n=1 n=1

=202+ ) [(n+1)(n+2)ani2—an]t" =0
n=1
an—1
m+1)(n+2)

— a; =0, a2 = n=12,...,

onde, na segunda implicacdo, de cima para baixo, reindexamos n (viam = n —2, na
primeira série, e i = n + 1, na segunda) e, depois, trocamos m e i por n. Logo, como
ar =0, se ap e aj sdo constantes, temos:

_ ap .

as = (2()1(13)/

ag = (321(24);

CL5 = (4325) O, “

e = GJi6) = RIDIRIOK

a7 = 67 = B@e

a = mE =

Entdo, paran=1,2,3..., temos
Qap aq

BT DBBIE) - Bn-1)B) - Y T B@E)7) - BrBn+1)
enquanto que, paran =0,1,2,..., temos
a3n42 = 0.

Portanto, a solugdo de x”" — tx = 0 é dada por

(o] o0
x=ap+ajt+ Z az o+ Z A3y 5]

="

= |1+ 2 GEmE) --(Sn—n(sn)]
_OO t3n+1

ta ) EaEEm GG
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3. x" —t2x = 0.

o0 o0
X"t =0 = Z(n— Dnapt™? — Z ant™? =0
n=2 n=0
o0
= Y (n+1)(n+2)anot" Zan Ht"
n=0

= (N(2)axt® + (2)(3)ast’ + Z(n 1)+ 2ant" = ) apot" =0
n=2 n=2

= 20y +6a3t + Y _[(n+1)(n+2)anis—anJt" =0
n=2
an—2

— a) = as :O, An42 = (n+1)(n+2)’

n=2>3...,

onde, na segunda implicacdo, de cima para baixo, reindexamos n (viam = n —2, na
primeira série, e i = n + 2, na segunda) e, depois, trocamos m e i por n. Logo, como
ar = a3 = 0, se ap e aj sdo constantes, temos:

as (332’4);

a5 = (4;1(25)"

g = (5&26) 0;

az = (6327) = 0; o

ag = 7168 = B E
ag ®)(9) AB)E)5)

Entdo, paran=1,2,3..., temos

_ ag o aj
T B@D®) - (n—1@En) © U T @ G)8)(9) - (n)@dn+ 1)

enquanto que, paran =0,1,2,..., temos

Q4ni2 = Q4ny3 = 0.

Portanto, a solugéo de x” — t?x = 0 é dada por

(o] o0
x=ap+ajt+ Z amt + Z Ay £

n=1 n=I1
0 t4n
=0 |1+ L G@mE - dn 1)(4n)]
o0 t4n+1
+ ay

Y @EEE - @nan
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4. (2 +1)x" —4tx' +6x = 0.

(00 (0]
x4 x" —4tx' + 6x = 0 = Z(n — Dnapt™ + Z(n — napt™?
n=2 n=2

— i Ina,t" + i 6ant™ =0

=Y -1 nantn+Z M+ 1) (N +2)an t"
n=0

n=0
— ) dnant™+ ) 6ant" =0
n=0 n=0
— Z n—1nan+ M+ 1)+ 2)an 2 —4nan + 6a,] t™ =0

= Z [<n2—5n+6) an+(n+1)(n+2)an+z} th=0
-3

,n=012,...
m+m+2) "

:>an+2:—

Portanto, se ay e a; sdo constantes, temos:

a = —3(10,‘

a3 = —3

ag = —0% 0;

as = —O’z% = 0;

ag = —2'3% = 0
6-as5 0;

a7 = —

Assim, a solugdo de (tz + 1) x" —4tx’ + 6x = 0 é dada por

X =ap+at+ azt2+ c13t3

= q (1 —3t2) + a (t— %t3) .
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(t2+1)x" +tx/

2.1

tx" +x" 4+ tx —

—x=0
x(0) =0;
0 1

5

n=0

=>Z

:>Z (M= 1) an+ (1) +Dangz| £ =0

:> an+2:

63

+ Z na,t" — Z apt" =0

n=0
o0 o
+ Z na,t" — Z apt™ =0
=0 n=0

n—1na,+n+1)(n+2)an +na, —ay]tt =0

1

Assim, se g e a; sdo constantes, temos:

Portanto,

e, assim, a solucdo de (tz + 1) x" + tx’

Por outro lado, como ay = x(0)

x(t) =t.

axy = (-1 )n—1

az
as
ay
as
Qg
az
ag

(n—napt™ + Z(n +1)(M+2)anath

+2an, n=01,2,.
o
= —%az = —73z40;
— ——(13 — O,'
_ _ga _ 13 an:
- ¢ — 22540,
_ o) _ -3-5
= —306 = —72765890/
1-3:5---(2n—3)

ay,n=2,3...,

2.4.6-8---(2n) °

A2 41 =O,Tl = ],2,...

o0
X =ap+ a1t+Z azntzn

n=

1

—x = 0 é dada por

.. (2n—3)t2n> + (l]t.

-~ (2n)

= 1, a solugdo do PVI é apenas
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x" =2tx" +x =0;
6. x(0) =0;
x'(0) = 1.

(0.0 o0 o
X2t +x=0= Z(TH— 1)(n+2)an+ztn—ZZnantn+Z ant™ =0

n=0 n=1

n=0

o0 o0 o0
— Z(TH— Dn+2)apoth — ZZnantn+ Z ant" =0

n=0 n=0

n=0

= Y [(n+1)M+2anz—(2n—Tan]t" =0

n=0
2n—1
= ,n=0,1,2,...
Assim, se ag e a; sdao constantes, temos:
_ 1 .
@2 = _(11>(2)a0'
as = (2)?(’3)01; X
as = WGZ = :54—300;
as = @03 5_1;;1;
vToEpe T T
a = 7% = —Tg o
Portanto,
a 3-7-11---(4n—5)a n—23
Zn— (Zn)! W — &y
o _1-5-9---(4n—3)a N—12
L S BT = s

e, assim, a solucdo de (tz + 1) x"—2tx’ +x = 0 é dada por

o0 o0
x=ag+ajt+ Z Wnt?™ + Z Qopp 2]

n=1 n=1

2 = [3-7-11---(4n—5)t™" = 1-5-9.

n=2

= apx1(t) + arxa(t).

.. (4T‘L _ 3)]t2n+1

2n+1)!

Por outro lado, como ap = x(0) = 0 e a; = x/(0) = 1, a solugdo do pvi é apenas

x(t) =x2(t).

Esse método de resolucdo, via séries, também é valido para toda edo de primeira ordem

}
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com coeficientes analiticos. De fato, basta considerarmos a = 0 em (3.10).
1. x' —x=0.
o0 (0.0]
X' —x=0= Znant“*] —ZantTl =0
n=1 n=0

oo o
= Z(n—i- 1)an+1t“—Z ant™ =0

n=0 n=0

== Z [(m+1)anp —ant™ =0

n=0
an
— any1 = T‘L——H, TIZO,1,2,...
Assim, para ap constante, temos:
a ap .
a = 3F = 5
a ap .
@ = § = %
d ap .
a = 3 = 3y
a a
w =% =

Logo, esses coeficientes sdo dados por
ao
an = —, n=0,12,...,
n!

e a solugdo de x’ — x = 0 pode ser representada por

(0.0)
x(t) = Z ant"
n=0

o0

2. x' = t2x.

o0 o0
x —t?x =0 = Z na,t" ! — Z ant™t? =0

n=1 n=0
o0 o0
= ) M+ Danat™ =) an ot =0
n=0 n=2

o o0
= qq +Za2t+Z(n+ 1)an+1tn—z ant" =0

n=2 n=2

— a +2a2t+Z [(m+TDan—an2th =0

n=0

an—2
ap=a;=0,a =—= n=2,3...
— 2 n+ = T
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Assim, para ap constante, temos:

ao ao
as 3 3710’
a
— 4 .
as = (153 Olao
Qs = <& = 32 (21);
a.
— 4as .
Cl8 - (186 0/(10

Portanto, esses coeficientes sdo dados por

ao
3n(n!)

a3n = € a3n+1 :a3n+2:O/n:O/]/2/°°°/

e a solugdo de x’ — t>x = 0 pode ser representada por

o0
n=0

o0 tSn
3" (nl)
t3/3)

:aOZ

3
= aoet /3.



Capitulo 4

Transformada de Laplace (TL) e edos

41 TL

Figura 4.1: pvi, problema algébrico (PA), suas solugdes e transformadas

L
—
TL
NAO ELEMENTAR E ELEMENTAR
v
[f]
(—
TLI

O diagrama da figura 4.1 é uma representacdo da passagem (TL) de um pvi para um pro-
blema algébrico, da resolucdo elementar desse problema (seta vertical continua) e da passa-
gem (TLI) da solucdo do PA para a solucdo do pvi. A seta vertical tracejada representa uma
abordagem de resolugio (sem transformadas) ndo elementar.!

DEFINICAO

A TL de uma funcéo f(t), t € [0,00), é uma funcdo F(s) calculada pelo operador £ defi-
nido pela expressdo

LA J e (4.1)
F

onde o dominio de F é formado por todo ntimero s tal que e S'f(t) é integravel em [0, o).

!Esse diagrama serd exemplificado na segao 4.2.

67
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Nesse caso, f(t) é a TLI de F(s) e denotamos

L7{F(s)} = f(1).

1. Para sg fixo, se s > sy,

(0.0)
E {eSQt} — J e—SteSotdt
0
(0.0
[t
0
t=L
= lim J e (s—soltgy
L—oo t=0
o [etssoe |
= lim |——
L—oo | — (S —Sp) o
=— 1 lim (e_(S_SO)L — 1>
S— Sy Lo
]
 s—sp

Na quarta igualdade, de cima para baixo, utilizamos a integral

b eot|b
J eMtdt = —1| (4.2)
a x a
que pode ser tanto real quanto complexa.
Assim, para s > sy,
L{eo'} = NN D S e (4.3)
S — 8 S —98p

2. Se s > 0, temos, por (4.3),

Assim, para s > 0,

S

5{1}:1@5—‘{%}:1. (4.4)
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3. Se s > 0, temos, via integragdo por partes,

L{t) = J e Sttdt
0

onde aplicamos I'hopital em Le™t = eSLL Logo,ses >0,

1 _ 1
E{t}:s—2<:>£ ‘{S—Z}:t.

. Sen é um inteiro positivo e s > 0, entdo, via integragdo por partes,

o0
L{t") = J the Stdt
0
= |—t"- i JOO nt™! th
— Eﬁ { n—1 }
S .
Portanto, como £ {t] = 51—2, temos
2
L {tz} ==r {t‘}
S
2l
T3

Assim,

Logo, caso a expressdo

seja vélida, temos (por indugao)

LM = % (4.5)
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para cada inteiro positivo n.2

Admissibilidade

Em relacdo a definicio (4.1), f(t) é dita admissivel caso F(s) exista.?

Linearidade

Para cte; e cte; constantes, se f(t) e g(t) sdo admissiveis com transformadas F(s) e G(s),
respectivamente, entao:

L{cte1f(t) + cteag(t)} = cter L{f(t)} + ctes L{g(t)}
= cte1F(s) + cte, G(s)

L7 {cte1F(s) + ctesG(s)} = cte; £ {F(s)} + cte, £ {G(s)}
= ctef(t) + ctexg(t).

1. Sejap(t) = —t* + 2t3 +t — 7. Portanto, para s > 0,

P(s) = L{p(t)}
:—ﬁ{ﬁ}+2£{§}+zxﬂ—7ﬁﬂ}
41 23) 17

—_ Iy
s° st 2 s

244 12s + 83 —7s*
— = )

onde, na terceira igualdade, de baixo para cima, utilizamos a equacao (4.5).
2. Por um lado, temos

L {e“} = L{cost+isent}
= L{cost}+1L{sent},

2Na verdade, essa férmula também é valida para n = 0. De fato, por (4.4),

ﬁ{@}:ﬁﬂ}
1

S
0!
R

3Nesse texto, nao apresentaremos as condigdes suficientes para a existéncia de F(s). Contudo, é importante
salientarmos que, em cada exemplo desse capitulo, temos f(t) admissivel, ou seja, dominio de F nédo vazio.
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por linearidade. Por outro, por defini¢do, temos

r {eit} _ J:o e Steit gt

o0
= J ell=s)tqt
0

el o0

i—s)t

i—s

1

s—1
S i 1
1 ’
s24+1 s241
caso s seja positivo. De fato, na terceira, quarta e quinta igualdades, de cima para
baixo, utilizamos, respectivamente, a equagéo (4.2),

0

e(l—s)t _ e—stelt

= e *Y(cost+isent)

— 0,

parat — 0o, e que
s 1

1
s2+1 + s2+1

é o inverso multiplicativo de s — 1.> Entéo, para s > 0,

LA{cost} = e Lisent}=

I

1
Yol {Szi]}:cost e L7} {SZ+1}:sent.

w
2—w2

s?2+1 s2+1

3. Seja s > w, onde w é uma constante positiva.6 Como
por linearidade e pela equacao (4.3),

= {ﬁ}%(ﬁ‘ {S_]w}_ﬁl {sle

(ewt _ efwt)

1
2
= senh(wt).

4cost e sent sdo limitadas e lim e~ St = 0.

t—o0
5De fato, se i = —1 e {a, b} C R, entdo

. a—1ib

6 Assim, também, s > —w.
7Utilizamos, aqui, o método de fragdes parciais, empregado no célculo de integrais de funcdes reais de uma
varidvel real.
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Analogamente, para s > w > 0, temos

S

E{COSh((,Ut)} = m
4. Paras > 1,8 como
s+3 3 4 1 9
:——+ + ,
s(s—1)(s+2) 2s  3(s—1) 6(s+2)
temos
—1 S+3 __é —1 l i -1 ] 1 -1 1
L {s(s—])(s+2)}_ 2£ {s +3£ s—1 +6£ s+2
_ 3 AT
= 2+36 —|—6€ ,
por (4.3), pagina 68.
5. Se's > 2,10 entdo
s—1 B s—1
s24+25s—8 (s+4)(s—2)

] 5
6—2)  6(s+4)

e, assim,

o s—1 LT T
£ {52+25—8}_6e A

por (4.3).

Mudanga de variavel

Para qualquer constante cte positiva, se f(t) é admissivel, temos
1 s
L{f(ctet)) = —F (—) .
cte \cte

De fato, como f(ctet) é funcdo de t, temos, por definigéo,11

(ee]

L{f(ctet)} = J e St (cte t)dt.
0

Agora, se T = ctet, essa integral é igual a

i JOO e TF(T)dT = —F (=)

cte Jy cte \cte

8 Assim, s > —2.

9Pelo método (de fracoes parciais) supracitado.
0Portanto, s > —4.

HCf. p.67.
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Utilizando-se as transformadas do seno e do cosseno (obtidas no exemplo 2 anterior) e a
mudanga de varidvel supracitada, temos, para w > 0 constante e s > 0, a seguinte TL

|

L{cos(wt)} =

NE

1
@ ()41
s
o2
s2+w?
w2
S

- s2 4 w?

e, analogamente, temos
w

L{sen(wt)} = Tr ol

Deslocamento-I

Sendo cte constante e f(t) admissivel,

£ ctetf } Joo e—st ctetf )d
%
— e (s—cte) tf )dt
0
= F(s —cte),
para s > cte.1?
1. Por (4.5), temos
n!
f(t) =th" < F(s) = 7
Portanto, para s > cte,
!
E tn ctet — n
{ ¢ } (S _ Cte)n-H

e, assim,
_ n!
L 1 ] — " ecte t'
(s —cte)n*

2. Seja s > —3. Assim, como

s 1. 6 9

(s+3)3 s+3 (s+3)2

12Confira o caso para f(t) = 1, pdgina 68.
13Pelo método supracitado.

T a1

(4.6)

paras >0en=0,1,2,...

13
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e o= o) oot e ()
(s +3)3 s+3 (s +3)2 (s +3)3

9
—e 3t _gte St 4 ztzefg‘t.

temos

3. Sejam s e w positivos. Como, por (4.6),

w

f(t) = sen(wt) & F(s) = Tl

temos, para s > cte,

L {e“" 'sen(wt)} = F(s — cte)
w
(s —cte)? + w?’

Analogamente,
s —cte

(s —cte)2 + w?’

L{e"" cos(wt)} =

4. Como podemos escrever

3547 3s+7

s2—2s+5 s2—2s+1+4
3547
“GoEaa
_3s—3+3+7
=T
C3(s—1)+10
BTy

temos, paras > 1,
3s+7 s—1 2
oD G SIR Q 50l D R Y D e —
{82—25+5} {(5—1)2+4}+ (s—1)2+4
= 3e' cos(2t) + 5et sen(2t).

Funcdo de Heaviside de passo unitario

Figura 4.2: Grafico de H(t — tp)
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Para ty > 0, define-se
0 set<ty,

H(t—to) ::{ 1 set>tp,

cujo gréfico estd ilustrado na figura 4.2. Nesse caso, note que, se s > 0, entdo

LH(t—1)) = J:O e StH(t —to)dt

(e.9]

= J e Stdt

Essa transformada pode ser generalizada pela seguinte propriedade:

Deslocamento-I1

Se s > 0 e f(t) é admissivel, entdo

L{H(t—1ty)f(t—to)} = [~ e STH(t — to)f(t —tg)dt

JO
(oo

=| e SHf(t—tp)dt
Jtp
o)

= | e suttolf(y)du
Jo

o0
— ¢ tos J e S%f(u)du
0

- e_tOSF(S)/

onde, na terceira igualdade, de cima para baixo, utilizamos a mudanga de varidvel u =
t—ty.14

1. Determine a TL da fun¢do seno “acionada” em t = 3, conforme a figura 4.3.

Essa funcédo é dada por

0 set < 3
S(t) = { sent set > 3.

Como S(t) = H(t—3)sente

sent = sen(t—3+43) =sen(t—3)cos3 +sen3cos(t—3),

14Note que, a func¢do de Heaviside “aciona” outras fungdes, a partir de t = to.
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Figura 4.3: Grafico de S(t)

temos
L{S(t)} =cos3L{H(t—3)sen(t—3)}+sen3L{H(t—3)cos(t—3)}

1 S
— cos3e s sen3e 3>
s2+1 * sZ2+1

caso s seja positivo.

2. Considere s > 3. Logo, como

1 1
1 _ a3t
- {(s—s)ﬁ}‘zt Y

obtemos

TL e derivadas de f(t)
Para s > 0 e cada inteiro ndo-negativo n tais que

lim e st (t) = 0,

t—o0

L0} = s"F(s) = "0 (0) = "2 (0) — - — 5D (0) — "N (0).1

De fato:
- L{f(t)} = F(s);

- L{f'(t)} = sF(s) — f(0), pois, via integragdo por partes,

L{f'(t)} = J:O e St/ (t)dt

— e Stf(t) h — JOO f(t) (—se*st) dt
0 0
= s L{f(t)}—f(0)

= sF(s) —f(0);
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- L{f"(t)} = s°F(s) — sf(0) — f'(0), pois

ci{tw}=c{(r) v}
=sL{f'(t)} —£'(0)
= s?F(s) — sf(0) — f'(0);

- Podemos aplicar, agora, inducao finita sobre n.

1. Epossivel reobtermos a TL de cos(wt) pela férmula (4.6).1° De fato, basta observarmos

que
w (L{cos(wt)}) = L{w cos(wt)}
= L {sen’(wt)}
=sL{sen(wt)} —sen0
w
=3 <32+—w2
S
- (sz + w2> '
2. L{sen’t} = 2—+4)

De fato, seja f(t) = sen?t. Entdo, f(0) =0 e

f'(t) = 2sentcost
= sen 2t.

Por outro lado, a TL dessa derivada é dada por

L{f'(t)} = L{sen2t}
2
s2+4

Agora, basta utilizarmos a férmula
LA{f'(t)} =s LIF(t)}—F(0).
TLI e derivadas de F(s)
Para cada inteiro n ndo negativo onde exista a n-ésima derivada em relacéo a s, temos
ol {F(n)(s)} — (—1)™MM(t), (4.7)
ou seja,

LTF(s) =f(t); LT{F(s)} =—tf(t); L7 {F'(s)} =t*f(t); etc.

16Cf. p. 73.
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A férmula (4.7) é (trivialmente) valida paran = 0 e, como

%F(s) = % (J:O e_Stf(t)dt)

— J:o % (e™Y) f(t)dt

= Joo (—te ") f(t)dt

0

= —J e SUf(t)dt

0
= —LA{tf(t)},

também é valida para n = 1. Além disso, caso (4.7) seja védlida para o inteiro ndo negativo
n==¢

r {tH]f(t)} _ Joo ettt T e(t)dt
J:O th(t)dt

(0.0
d —st IZ
— t f(t)dt
J 0 dS iy
(o]

_ _ eie
~ (- )ds (( D)

4] dE—H

dstt1

—
—

F(s),

ou seja, (4.7) também é vélida paran = £ + 1. Portanto, por inducao finita, (4.7) é valida para
todo inteiro n ndo negativo.

1. E facil ver que, se s > 0, entdo

L{tcost} = d( S )

ds \ s2+1
1-(s?4+1)—s-2s

T (2412
s2—1

(s24+1)°
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2. Note que,

cuja resolugdo fica como exercicio.

Convolugao

Se f(t) e g(t) sdo admissiveis, entdo
L7{F(s)G(s)} = f(t) = g(t)

= Jt f(t)g(t—T)dT.
0

Além disso, note que a opercao * é comutativa, ou seja,
fxg=gxf.
De fato, considere os dominios de integracdo

Dw = {(u,v) EIRZIu>O,v>O} e DtT:{(t,T) E]R2|t>T>O}

e a mudanca de variaveis

t=u+v,
T=1.
Portanto,
o) o0
F(s)G(s) = e_suf(u)duJ e *Vg(v)dv
J 0

e S t(u)g(v)dudvy

0
l

— J e SY(1)g(t — T)dTdt
Jp

- t
=| et U f(T)g(t—T)dT} dt
Jo 0

= L{f(t) x g(t)},

onde, pela simetria da integral dupla dada na segunda igualdade (de cima para baixo), te-
mos a comutatividade supracitada.
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1. Qual é a TLIde H(s)

Primeiramente, note

CAPITULO 4. TRANSFORMADA DE LAPLACE (TL) E EDOS

_ 1
N (52+w2)2?
que,
1 1
=G(s) = po; = f(t) =¢g(t) = asen(wt).

Assim, por convolugao, temos

h(t) = (f=*g)(t)
1 rt
=— sen(w(t—1))sen(wTt)dt
w= Jo
1t
= — | sen(wt— w1)sen(wT)dT
w= Jo
1t
=2 (sen(wt) cos(wT) sen(wT) — sen(wT) cos(wt) sen(wT)) dt
JO
1 t t
=z (sen(wt)J sen(wt) COS(wT)dT—Cos(wt)J senz(m)dT)
0 0
1 wt wt
=3 (sen(wt) J senucosudu — cos(wt) J sen’ u du>
0 0

De fato, para F(s) =
entao

e G(s) = %, temos f(t) = \/+Tt e g(t) = e'. Logo, se T = X2,
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Em relagdo ao célculo de f(t), considere

Lo

onde, na segunda e quarta igualdades (de cima para baixo), efetuamos, respectiva-

mente, a mudanca de varidveis st = u? e os calculos seguintes:

Para Dy = {(x,y) € R?[x*+y? < a?, x>0,y >0}, x =rcos0 ey = rsend, temos

a—oo=1= J e_(xz+92)dxdy
Diy
— J e T rdrdo
Dr@

rrt/2 a >
= U e " rdr} de

3

Seja, entdo, o € {a, a/\/i}. Como I, , 5 <1< I.,Y temos

0o 5 2
aﬁoo;\»I—>(J e"dx) )
0

7No primeiro quadrante, o quarto da circunferéncia de centro (0,0) e raio q, esté inscrito num quadrado de
lado a e circunscrito num de lado a/+v/2.
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Portanto, pela unicidade do limite,

J e*"zdx = ?

0

Para concluirmos a se¢do 4.1, seguem mais duas propriedades e uma tabela onde estdo elen-
cadas algumas transformadas calculadas nesse capitulo.!

Valores iniciais e finais

Se f'(t) é admissivel, ou seja,
L {f’(t)} = sF(s) — f(0),
entdao

limf(t) = lim sF(s) e lim f(t) = lim sF(s), (4.8)

t—0 s—00 t—o0 s—0

caso esses limites existam.

1

Seja X(s) = —57- Assim, por um lado,

s(s+2)
. (11T
tlggx(t)—tlgg<§£ {g_s—FZ})

= 1 lim (1 — e_2t>

2 t—o0
1
=5
Por outro,

lim sX(s) = lim L

s—0 5508 +2
1
=5

TL de funcao T-periédica
Se f(t+T) = f(t), t € [0,00), com f admissivel e continua por partes num periodo T, entdo
T

L{f(t)} = ]_]ﬁ L e St (t)dt.

18Nessa tabela, figuram, por exemplo, a transformada da fungdo erfc(t) := 1 —erf(t), onde erf é a funcdo
erro supracitada, e a transformada da fungdo 5(t), dita delta de Dirac, a ser estudada na segdo 4.2.
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. ) 2
Seja f(t) = sen wt, w > 0. Logo, f tem periodo T = ‘" e

2n

1 0
LH(t) = —— J e Stsen(wt)dt
1—e 7w Jo
2n
w —st s —st w
B [—me cos(wt) — oA sen(wt) .
- 27s
l—e o
w _Zﬁ
_s?4w? (1_6 ¢ >
1—e &
o w
2w

Tabela de transformadas

Pode ser conveniente alocarmos os resultados das transformadas em algum tipo de tabela,
para utilizacdo posterior.!” Na tabela 4.1, coletamos algumas fungdes admissiveis estudadas
nesse capitulo (no lado esquerdo) e suas respectivas transformadas (no lado direito).2’ Essa
tabela sera utilizada na se¢do 4.2, onde, conforme antecipamos na primeira nota de rodapé
desse capitulo, a figura 4.1 sera (finalmente) exemplificada.

4.2 pviresolvido via TL e TLI

Seguiremos, em sequéncia, os passos seguintes:

I. Aplique a TL em ambos os membros da edo do pvi;
II. Resolva o problema de algebra resultante do passo I;

III. Aplique a TLI em ambos 0os membros da solugdo obtida no passo II.

1. Sistema massa-mola com forcamento e sem atrito?!

Seja k a constante de Hooke de uma mola conectada horizontalmente a uma parede
vertical e a um corpo de massa m. Devido (apenas) a uma forga f(t) horizontal e
a forca restauradora (do comprimento da mola), ambas atuando sobre o corpo, ele
movimenta-se lateralmente sobre um plano, conforme a figura 4.4, e o sistema supra-
citado pode ser modelado pelo pvi dado por

my”(t) +ky(t) = f(t);

Yo; (4.9)
y'(0) = 4

<
=
I

19Na verdade, existem muitos livros dedicados apenas a essas tabelas!

20Nas duas linhas da tabela relacionadas ao limite (finito) ¢, a segunda coluna decorre da primeira, como
consequéncia de (4.8) da pagina 82, e o significado das trés tltimas linhas é o seguinte: existe um niimero
infinito de transformadas e muitas delas podem ser obtidas pelas apresentadas nesse capitulo.

2IPara um sistema massa-mola apenas com forca restauradora e sem outro tipo de forcamento, inclusive
atrito, confira o primeiro exemplo do capitulo 1.
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Tabela 4.1: Tabela com algumas transformadas
| f(t) [ F(s)
thetet n.=0,1,2,... n!/(s —cte)""! paras > cte
e tsen(wt) w/ ((s —cte)? + wz) para s e w positivos e s > cte
et cos(wt) (s —cte)/ ((s —cte)? + wz) para s e w positivos e s > cte
senh(wt) w/ (s*?—w?) paras > w >0
cosh(wt) s/ (s —w?) paras > w >0
5(t — cte) e ctes
sZ /4cte?
erf(ctet) € -erfc(s/2cte)
erf (v/ctet) S\/\é%
erfc <cte / 2ﬁ> ectevs /g
_cte e—cte2 /4t e—ctey/s
2v/mt3
f(ctet) L F (<) para cte > 0
eCtetf(1) F(s —cte) para s > cte
H(t—to) f(t—tp) e StoF(s)
f(t) * g(t) := [ f(D)g(t —1)dr F(s)G(s)
(1) — Y smH(0)
i=1
/(1) com limy_,o f(t) = ¢ sF(s) — f(0) com limg_,o sF(s) = ¢
f/(t) com lim¢_,o f(t) = ¢ sF(s) —f(0) com lim,_,o sF(s) = ¢
(—=1)™t"f(t) Fn(s)
f(t+T) = f(t) —L jT e—St(t
%e_cmz /4t _ cte - erfc (cte/ 2ﬁ> #ge_de\/g

Figura 4.4: A forca restauradora apontando para a esquerda

parede | —

Logo, pelos passos supracitados, temos:

I
L{my"(t)+ky(t)} = L{f(t)} = mL{y" (1)} +kL{y(t)} = L{f(1)}
— ms?Y(s) — msyo — myg + kY(s) = F(s);
II.
F(s) msyo my,

Y(s) =

ms2+k msi+k msi4+k’
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1.

_l -1 F(S) -1 S ! p—1 1
y(t)_m£ {sz—i—k/m}erOE {sz+k/m}+y0£ {32+k/m}'

Agora, se w = v/ k/m, como

1 sen wt S
1 _ -1
L {sz—l— 2}— e L {—sz+ 2}—coswt,

1 1 4
yt) = n—lffl {F(S) ' m} + 1Yo cos wt + 1%senwt.

entao

Portanto, via convolucao, temos

1 t /
yt) = — J f(t)sen(w(t—1))dT +ypcos wt + Yo sen wt.
mw Jo w
Considere, por exemplo, que o corpo estd sujeito ao forcamento periddico dado
por f(t) = sen wt. Assim, procedendo como no primeiro exemplo dado apés a
definicdo de convolucdo,?? temos:

Y4

y(t) = Tl (sen(wt) — wtcos(wt)) +yo cos(wt) + © sen(wt)
2myw + 1 2 2wt
_ (WML F T Gen(wt) + | TYOLTZ L) wt).
2mw? 2mw?

2. Considere o pvi dado por

y(0) =—1;

y” — 6y’ + 15y = 2sen 3t;
y'(0) = —4.

A aplicac¢ao de £ na edo desse puvi acarreta

3
s$7Y(s) — sy(0) —y’(0) —6(sY(s) —y(0)) +15Y(s) =2 T3
Portanto,
s?Y(s) +s+4—6sY(s) —6+15Y(s) = 6 :><sz—6s+15)Y(s): 6 —s42
s2+9 249

—s3 + 252 — 95+ 24
(s2+9)(s2—6s+15)

— Y(s) =

Via fragdes parciais, como

—s34+2s2—9s+24  As+B  Cs+D
(s2+9) (s*—6s+15) 249 +sz—6s+15
(A4+C)s®+ (—6A+B+D)s?+ (15A —6B +9C)s + 15B+9D
(s2+9) (s —6s+15) ’

2Confira a segdo 4.1.
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obtemos A =B = ]]—0, C :—%eD = %. Assim,
1 s+ 1 —11s+25
Y(s) = —
(s) =15 (52+9+52—6s+15)

Para a primeira parcela da soma entre parénteses, como

S 1 S 1 3

+ = o,
s24+9 249 249 3 249

sua TLI é dada por

1
cos 3t + 3 sen 3t.

Para a segunda, como

—11s+ 25 B —11s+25

—6s+15 s2—6s+9+6
_ —1s+25

T (s—3)2+6
(s —3)-8
 (s—3)2+6
s—3 8 V6
(s—3)2+6 +e6(s—3)2+6’

=11

sua TLI é dada por

8
—11e3t cos V6t — —e3t sen V6t.
V6

Portanto,

1 1 3t 8 3
y(t) = 10 (cos3t+3sen3t 11e”" cos V6t \/ge sen /6t

é a solucdo do pvi supracitado.

. Considere o pvi dado por

y(0) =0;

Y+ 3ty —by =2
y'(0) = 0.

Assim, como

£ty }———( '}
= ——(sY(s) —y(0))
= —sY'(s) = Y(s),
a aplicagdo de £ na edo do pvi acarreta

s2Y(s) —sy(0) —y’(0) +3 (=sY'(s) — Y(s)) —6Y(s) = %/
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para s > 0, conforme a tabela de transformadas apresentada no final da secdo 4.1.

Portanto, 5
—3sY'(s) + (sz — 9) Y(s) ==,
S
ou seja,
3 s 2
Y’ ——5 | Y(s) =—55 41
4 (2-3) Yo =5 @10
cujo fator integrante é dado por
u(s) = ehr(%fg)ds
_ eln(s3 f%
= 53e7%,

conforme vimos no capitulo 1. Consequentemente, multiplicando-se os dois membros
de (4.10) por p(s) e integrando-se, temos

=2e ¢ +cte
Logo,
2 ctee
ctee
Y(s$) = 5 +—5—
(s)=3+—3

Por outro lado, como limy(t) = 0, temos lim sY(s) =0, por (4.8).2% Contudo,
t—0 §—00

2 ctee®
Iim | =+—— | =0
s—oo | s2 s?
apenas para cte = 0. Portanto,
2

Yis) =5 =yt =%

4.2.1 Funcio delta de Dirac (56(t))

O impulso I de uma forga f(t), num intervalo de tempo [to, ty + €], é definido como
tote
= J f(t)dt,
to

caso essa forga seja integravel nesse intervalo de tempo. Caso o impulso seja intenso mas de
curta duracdo, no lugar de f(t), consideramos a forga

1/¢, parat e [ty,to+el,
fo(t—1tg) = .
e ( o) { 0, caso contrario,

2BCt.p.82.
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Figura 4.5: Forca f:(t — to)

«-E-~>
e

€
31/5

& — X _

to to+¢

conforme a figura 4.5. Assim, para 0 < ¢ << 1,% o impulso instintaneo é definido (e calcu-
lado) da forma seguinte:

o0
I, :J fe (t—to) dt
0

tot+e 1
|7 fa
to €

T qto+
- EM tg )
= 1 u.i. (unidades de impulso)

Por outro lado, como

fe(t—to) = -[H(t—to) —H(t—(to+¢))],

o | —

Ll (-t = - (7108 — e (019))

. 'l_ef,s
e tos ., %

ES

Definicao e propriedades de 5(t)
A funcéo 6(t) modela pulsos de curtissima durac¢do, como na figura 4.5, caso ¢ — 0, ou seja,

d(t—tp) :=lmf, (t—1tg).
e—0

Demonstra-se que:

0, parat = ty;
0, caso contrario.
Para t # to, considere ¢ > 0 suficientemente pequeno, tal que t € [ty, to + €];

s (t—t)dt =12

- o (t—to) =

24]sto é, e 6 um ntimero positivo, arbitrariamente pequeno.
BDe fato, ¢ — 0 = I, — 1.
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- Se ty € [t,ty] estd contido no dominio de f(t), com f(t) continua em t,, entdo

1%)

r%muvwwmzjfuMMV%@a

tq t
=f(to);

- L{8(t —tp)} = e '3, De fato,

. _ . ‘I . 6755
lim £ {fe (t —tg)} = e % lim
e—0 e—0 ES
s . S€T S
— e 'S lim
e—0 S
— e 0% lim e €%,
e—0

onde utilizamos L'hospital na pendltima igualdade, de cima para baixo.

Considere o pvi dado por

y(0)
y'(0)

y”"+3y'+2y =58(t—1);
0;
0.

A aplicagdo de £ na edo desse pvi acarreta

s2Y(s) —sy(0) —y’(0) + 3 (sY(s) —y(0)) +2Y(s) = e = s?Y(s) + 3sY(s) +2Y(s) = e*
— Y(s) = e °F(s),

onde, via fragdes parciais,

Consequentemente, como

obtemos

y(t) = L7 {e*F(s)}
— f(t—1)H(t—1)

B 0, se0<t<1;
T et 21 set>1.
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4.2.2 TL e sistemas de edos

A andlise simultanea de algumas grandezas, a partir de suas taxas de variagdo simultaneas,
é bastante comum.

Mudangas na densidade da 4gua do mar, em sua superficie, por aquecimento ou resfria-
mento, acarretam mudancas de temperatura e salinade, via precipitacdo ou evaporacdo de
dgua salgada. E sabido que densidades de dgua e sal acarretam a circulagdo oceénica e,
embora o conhecimento dessa (complexa) circulagdo (ainda) seja elementar,?® podemos ex-
trapolar algumas de suas consequéncias em modelos idealizados mais simples, como o do
exemplo presente ou os das vindouras se¢des 6.3.1 e 7.3. Considere, assim, uma caixa re-
presentativa de uma regido oceanica, polar ou equatorial, que tenha temperatura T = T(t) e
salinidade S = S(t), dadas para cada instante de tempo t, conforme a figura 4.6. Além disso,

Figura 4.6: Modelo hiperidealizado de circulagdo oceanica

“misturador”
T* T o
St S . S*

via hiperidealizacdo, considere que as condi¢des seguintes sejam vélidas:

- A andlise é feita num sistema fisico fechado, ou seja, onde ndo haja perda de massa
(sal) nem de energia (térmica).

- Embora haja troca de salinidade e temperatura entre a regido supracitada e as suas
regides fronteiricas,”’ a temperatura T* e a salinidade S* dessas outras regides sdo
constantes.

- Existe algum processo que mantém a dgua salgada suficientemete “misturada”, sem
que haja perda de parte dela (por evaporagao), nem ganho (por precipitacdo).

- A troca supracitada (denotada por pequenas setas horizontais na figura 4.6) é dada
pelo seguinte sistema linear:

(Ti :T)’ (4.11)

dar
g (¢

com constantes ¢ e d positivas.

26Cf. [Stommel (1961)].
27Essas outras regides podem ser ocednicas, continentais, atmosféricas, etc.
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Consequentemente, adimensionalizando-se (4.11) via

temos
(4.12)

Claramente, se x(0) = x¢ e y(0) = yop, entdo

x=1+(xg—1)e%,
y=1+(yo—Te"

Portanto, uma das grandezas tende assintoticamente, mais rapidamente do que a outra, ao
seu estado final, dependendo das condi¢ées 0 < & < Tou d > 1.

Observagoes I

- Cada uma das equagdes do sistema (4.12) estd desacoplada da outra, por conter uma
tinica varidvel dependente. Nos dois exemplos finais desse capitulo, vamos obter as
solucdes x(t) e y(t) para sistemas lineares com equacgdes acopladas.

- Consideraremos, nas se¢Oes supracitadas, modelos de circula¢do ocednica com duas
caixas, representativas de latitudes diferentes, onde ha troca de salinidade e tempera-
tura entre as caixas e, assim, as equagdes dos sistemas associados sdo acopladas.

1.

{x' = x+y; x(0)=1; (4.13)

y' = 3x+4y; y(0)=0.
Aplicando-se £ em cada edo de (4.13), temos o sistema

sX(s) —x(0) = 2X(s) + Y(s);
sY(s) —y(0) = 3X(s) +4Y(s).

Ao substituirmos as condic¢Oes iniciais de (4.13) nas equagdes algébricas do sistema
supracitado, temos
sX(s)—1 = 2X(s) + Y(s);
{ sY(s) = 3X(s) + 4Y(s).

Consequentemente, por uma manipulagdo algébrica simples, obtemos

(s —2)X(s) — Y(s) = 1;
—3X(s) 4+ (s—4)Y(s) = 0.

Portanto,
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Assim, via fragdes parciais,

3/4 1/4 _—3/4  3/4
X(S)_s—1+—s—5 e Y(S)_s—1+s—5'
Portanto, aplicando-se £~ em cada uma das duas equagdes anteriores, temos
3 a1 s _ 3 k3 st
x(t)—é—1 e+Ze e y(t)= Ze+4e.

{ x' = 3x—-3y+2, x(0)=1;
y' = —6x—1t; y(0) =—1
Aplicando-se £ em cada edo de (4.14), temos o sistema
sX(s) —x(0) = 3X(s) —3Y(s) + 2
{ sY(s) —y(0) = —6X(s) — .

Substituindo-se as condig¢des iniciais de (4.14) nas equagdes algébricas do sistema su-
pracitado, obtemos o sistema linear dado por

(s —3)X(s) +3Y(s) = Z“
6X(s) +sY(s) = —SSJ{].

No sistema supracitado, multiplique a equacdo de cima por s, a de baixo por —3 e
adicione as equagdes resultantes (desses produtos) para obter

3s2+3
s

(4.14)

<32—33—18> X(s) =2+s+
Assim, via fragdes parciais, obtemos a equagdo
s +5s2+3
s2(s+3)(s—6)
_ 1 (133 28 +§_E).
108 \s—6 s+3 s s?
Aplicando-se £~ em ambos 0s membros dessa equagdo, temos

1
108

Por outro lado, da equagao de baixo do sistema (4.14), temos
y= J (—6x —t) dt

- ]J<133e6t 28e*3t+3) dt

X(s) =

x(t) = (1 335t —28e 3t 43— 18t) .

18
] 6t —3t
=~z (133¢% + 56e 7 -18t) +cte.
Substituindo-se a condigdo inicial (associada a equagdo supracitada) na tltima igual-
dade, de cima para baixo, segue que
1 3
Portanto,

y(t) = —1]@ (13366t+56e_3t+ 18t — 81) .



Capitulo 5

Exercicios para a parte I

Aqui, cada exercicio desacompanhado de resposta/solugdo estd resolvido como exemplo,
no capitulo relativo a esse exercicio. Sugiro que o leitor tente resolver cada um desses exer-
cicios, sem consultar seu exemplo associado e, somente apés um esfor¢o genuino, caso ndo
consiga resolvé-lo, que tal exemplo seja revisado.

1. Nos itens seguintes, obtenha a solucdo geral de cada edo e a solugdo particular de cada
poi. Além disso, quando possivel, determine o dominio I de cada solugdo obtida.

(a) LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM
; x! = cos t;
' x(0) = 0.
r_ 1.
iio{ T
x(1) =0.

t
T2

; x! = 2tx;
V' x(0) =1.

tx/ = —x +t?
X(]) = XQ-

iii. x' =

(b) NAO-LINEARES DE PRIMEIRA ORDEM
i. SEPARAVEIS

/I __ 2.
A {x =14+x%

x(0) =
2
B. x' = ;‘(—2
C.xx=—t,x>0.
ii. ExaTas!

A 2tx =38+ (P —2x) & =0.
B { (cost—tsent+x%) + (2tx) &

N2
I

- O
PN

x(7
iii. BERNOULLI
A X'+ Ix = 3%%
x(2) =—1.

Primeiramente, utilize a condigao necessaria para ser exata.

93
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! __ —2t,,—2.
B, {x =5x+ e x4

x(0) = 2.
x'+X—/x=0;
C'{ Y () =o.

iv. HOMOGENEA
A txx! + 412 4 x2 = 0;
’ x(2) = —7.

B. { e x(tﬁx);
x(1) = —1.
(c) LINEARES DE SEGUNDA ORDEM
x" +x"'—6x =0;
i x(0) =1;
x'(0) = 0.
ii. 3x" +x'—x=0.
iii. 4x" +12x" +9x = 0.
iv. x" —6x’ +13x =0.

x"+x=0;
V. x(0) = 2;
x'(0) = 3.

CAPITULO 5. EXERCICIOS PARA A PARTE I

vi. Podemos modelar oscilagdes “suficientemente pequenas” para um péndulo
simples, rigido, de massa desprezivel e comprimento L u.c. (unidades de com-
primento), oscilando livremente, sem atrito em torno de um ponto fixo P, sem
sofrer resisténcia do ar, conectado a uma massa unitédria puntiforme na extre-
midade oposta a P, sob a agdo da aceleragio da gravidade g, pelo pvi:?

vii. x” —3x’ + 2x = d(t), para:
d(t) = e,

t
d(t) =2t2 +4t+1;
t
t

X"+ 2x=0;
x(T) = xo;
x(T) = 0.

d(t) = et + 2t + 4t + 1+ cos t.

X//
A.
B.
C. d(t) =cost;
D.
x"" —6x' 4+ 9x = e3t.
ix. x"—2x"+x =

Viii.
et
241"
x. x"" +x =sect.

xi. 2x"" +18x = 6tan(3t).

2. Para cada item abaixo, obtenha a solu¢do de cada edo/pvi e, caso seja possivel, seu

respectivo dominio 1.3

x4+ 3t2x = t%
(a) N1
x(1) = 5.

2Aqui, T representa o periodo do péndulo.

SOLUGAO: x = } + =r; I =R.

3Lembre-se: I = R para cada edo linear homogénea de segunda ordem com coeficientes contantes.
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1y — 1gan 1.
ORI N SOLUGAO: x = tcos 1; T = (—o00,0).
X (%) =x
/ — t.
(c) { XXELOX:;L’ SOLUCAO: x =t—1 +62—t;I:JR.
x' = 6x’t; 5O 1. /28 /28
(e) 3t2 —x®+ (2x —3tx*) x’ = 0. SOLUCAO: t3 — tx3 + x? = cte.
(f) 2tx —3t2 + (12— 2x) x' = 0. SOLUCAO: t?x — t3 — x? = cte.
! . 3 NEQe v V/10e5t
(g) x" =5x—5tx°. SOLUCOES: x j:\/cteJre‘Ot(]Otf])'
I e 4 d o Q1/3eu3
(h) 6x" —2x = tx". SOLUCAO: x = et
@) x' =1+%+ (%)2 SOLUCAO: x = t tan(In [t| + cte).
() X" +x"=0. SOLUCAO: x = ctej + ctese /4.

(k) x” 4+ 4x = 8t — 20t + 8 + 5sen 3t — 5 cos 3t + 24e 2t + 8 cos 2t.
SOLUCAO:
x = cte; cos 2t + cte; sen 2t + 2t — 5t + 1 + cos 3t —sen 3t + 3e 2t + 2t sen 2t + Coiizt

(1) x”+2x" = 6e2t +12t%. SOLUCAO: x = cteje 2t +cte; — 3te 2t +2t3 — 3t2 + 3t.4

(m) x"”" —6x" —7x =13cos2t+34sen2t +8e t — 7t —6.
SOLUCAO: x = cteje t +ctese’t + cos 2t —2sen2t +t —te t.

x" —4x' 4+ 4x = 2e** — 12 cos 3t — 5sen 3t;
(n) x(0) = —2;
x'(0) = 4.

SOLUCAO: x = —2e”t 4 5te?t — t?e?t + sen 3t.

RESOLUCAO DO ITEM (a) DO EXERCICIO 2 I

A multiplicagdo do fator integrante

3
= et
por
X' +3thx =t
4xp = —3te™2t — 3e72 é uma solugdo particular de x” + 2x’ = 6e~2*, pelo método da subsegéo 2.2.2.

Inserimos 3/2 na constante cte; da solugio apresentada. Por outro lado, considere x, = At + Bt + Ct + D
para x” 4 2x’ = 12t%, com D = 0.
5Uma solugao particular de x” —4x’ + 4x = 2e*! pode ser obtida pelo método da subsecéo 2.2.2.
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acarreta

Agora, como

temos

ou seja,

CAPITULO 5. EXERCICIOS PARA A PARTE I

d
x'et’ + x(3tzet3> =2’ — I (xets) = t2e”

1
— xet’ = 3 J et’3t2dt

3e’
11, e
3e 3 e
_e+3cte
- 3e 7
cte—1_e
=5

RESOLUCAO DO ITEM (b) DO EXERCICIO 2 I

A multiplicagdo do fator integrante

por

acarreta

“(

M(t) — e—f]/tdt

(confira a condigao inicial)

LD B VAV AR AN RN B
= t—zsen€ EX { = t—zsen€

() (e

1
— X :tcos€+ctet.



Na terceira implica¢do, de cima para baixo, consideramos

1
u:—edu:—lzdt
t t

no calculo da integral. Agora, como

temos

1 1 cte
— = (-1 -
s s s
ou seja,
cte =0,

e I determinado por essa condicdo inicial.

RESOLUCAO DO ITEM (d) DO EXERCICIO 2 I

Como 1
1) = —
x(1) 7%
e
dX 2 ]
1 2
== -~ = 3t° + ctey
1
X T T30 e
temos
l—— ] — 3+ cte=-25
25  3+cte N
= cte = —28
e, portanto,
X = 1 6
- 28— 3t
RESOLUCAO DO ITEM (e) DO EXERCICIO 2 I

Note que
M =3t —x> e N =2x —3tx* = M, = —3x* = Ny.

Assim, se F; = M, entdo
F= J <3t2 —x3) dt

=2 —tx® + h(x).

®] ¢ determinado pela condigao inicial.
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Consequentemente, se F, = N, entdo

h h
—3tx2+j—x :2x—3tx2:> % = 2x

— h(x) = x* + cte.

Portanto,
F(t,x) = t2 — tx® + x* + cte.

RESOLUCAO DO ITEM (g) DO EXERCICIO 2 I

Considere a mudanca de variaveis

y= x 2.

Portanto, como
y' = —2x73x/,

a multiplicagdo de ambos os membros de
x' = 5x — 5tx3

por —2x 3 resulta em
—2x 3% = —10x 2+ 10t,

ou seja,
y’ 4+ 10y = 10t.
A multiplicagdo de ambos 0os membros da tltima igualdade pelo fator integrante
el 10dt _ 10t

acarreta
d
y'e!% £ y10e!% = 10te!®t — a(yelot> — 10te!0t
—y= e 10t J 10te'®tdt.

Consequentemente, se
u=10te dv=e'"dt,

entao

—e 10 uv— vdu)

_ oot (telOt 10tdt)

e
—10t telOt +cte1)

cteq

=t- ]0+ 10t”
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ou seja,

n ]Oemt
b el0t(10t — 1) +cte’

RESOLUCAO DO ITEM (i) DO EXERCICIO 2 I

Como

X
v:¥<¢>x:tv,

temos
x' =v+tv

e, portanto,

2
x’:1+%—|—<%> — v/ =142

1 1
= dv=|-dt
J1+v2 v Jt
— arctanv = In [t| + cte

X
— N =v = tan (In|t| + cte) .

RESOLUCAO DO ITEM (k) DO EXERCICIO 2 I

Por (2.7), pagina 30, basta obtermos x = xy, + xp, onde xy, é a solugao geral de x" +4x =
0 e xp é uma solugdo particular da edo

d4(t) = 8cos 2t.

Por um lado, 12 +4 = 0 acarreta v+ = 0 + 2i, onde i* = —1. Assim,

0-t (

Xnp = e° " (ctey cos 2t + cteyy sen 2t)

= ctey cos 2t + cteyy sen 2t.

Por outro, a determinacdo de uma solugédo particular x,, de x"+4x = di, i €1{1,2,3,4},
resulta numa solugao particular

Xp = Xpy + Xp; + Xp3 + Xp,

de x"" + 4x = d.7 Portanto:

"Verifique!
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Para A e B constantes,
xp, (1) = At? + Bt + C = x/, (t) =2At+B
— X, (t) = 2A
acarreta
X)) +4xp, = dy = 4At2 + 4Bt +4C + 2A = 8t7 — 20t + 8
— A=2,B=-5eC=1.
Assim,
Xp (t) = 22 =5t + 1;

Para D e E constantes,

Xp,(t) = Dcos3t+ Esen3t = x]’gz (t) = —3D sen 3t + 3E cos 3t
— Xy, (t) = —9D cos 3t — 9E sen 3t

acarreta
Xp, +4xp, = dy = —5D cos 3t — 5E sen 3t = —5cos 3t + 5sen 3t
—=D=1eE=-1.
Assim,
Xp, (t) = cos 3t — sen 3t.

Para F constante,

Xps (1) = Fe 2 = x] (t) = —2Fe >
— X/ (t) = 4Fe 2

acarreta

Xy, +4xp, = dj = 8Fe 2t = 24e2t
— F=23.

Assim,

i=4
Para G e H constantes,

Xp, (t) = Gcos2t + Hsen 2t —> X{M(t) = —2Gsen 2t + 2H cos 2t
— X, (t) = —4G cos 2t —4H sen 2t

Xp;(t) = 3e 2t

acarreta

1
Xp4 +4X‘p4 — O

£ dg.
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Logo, como G e H ndo podem ser constantes, podemos considerar
Xp, (t) = g(t) cos 2t + h(t) sen 2t,

onde g e h sdo fungdes a serem determinadas. Contudo, utilizaremos outro procedi-
mento para obter x,,: a férmula da variacdo de parametros da subsegdo 2.2.2. Assim,
como

Wit) :‘ cos2t  sen2t ’

—2sen2t 2cos2t
=2 (cos2 2t + sen22t>

=2,
Xpy (t) = cos 2t J sen 2¢( 1_8;05 2t) dt + sen2t J cos 2t1(8 ;05 2t) dt

= —4cos 2t J sen 2t cos 2t dt + 4 sen 2t J cos? 2t dt.
Entdo, parau = 28
Xp, (t) = —2cos Zthenucosu du+2 senZthos2 udu

= —COSZthenZudu—i-ZsenZthoszudu

2 2
= cos 2t (COSZ u) + 2sen 2t (% + sen u)

4

sen4t

)

cos4t cos 2t + sen4tsen 2t
2

_ cos 2t cos4t
S —

+sen 2t <2t +

= 2tsen 2t +

2
= 2tsen 2t + CO; t.

Note que, no calculo de x;,, apés a mudanga de varidveis, utilizamos a férmula do
“seno da soma” (respectivamente, “cosseno da diferenca”) na segunda (respectiva-
mente, Gltima) igualdade, de cima para baixo. Além disso, como

Xp, (t) = 2sen 2t + 4t cos 2t — sen 2t
= sen 2t + 4t cos 2t,

temos

Xp, (t) = 2cos 2t +4 cos 2t — 8tsen 2t
= 6c0s2t — 8tsen 2t

e, portanto,
Xp, +4xp, = da.

8Logo, dt = %du.
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3. Quais das seguintes séries convergem/divergem? Justifique suas respostas e apresente
os dominios e raios de convergéncia para as séries de poténcias convergentes.

@ 3 ok
n=0

®) 3 o

© 3 o
n=2

@ 3 i

o0
3 . .
(e) Z e g e RESPOSTA: A série diverge.

A
e

:
Mg T
A=

s
I

&
M3
=

=
I

=
I

=
M8
5

@
M3
2=

=
I

ey
o
M3
3|

=
I

=
M8

(7)™

E
I}

=
M8
2

E
I}

=)
M8
3
El
+

3
I}

(@) Z D™t —2)%

(s) Z 2n)!(t—2)™
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4. Utilizando a série geométrica, obtenha representacdes em série de fungdes e I para:

(@) g(t) = 71
(b) h(t) = 25
© o(t) ==

d) $(t) =

(e) X(t) = (]_145)2;
(f) y(t) = “3t)3.9 RESPOSTA: y(t) =246t +12t> +- .- paracadat € I = (—1,1).

5. Verifique a analiticidade de f(t) em I = (—R, R) escrevendo a série de Maclaurin de f
em [ se:

(a) f(t) = =1;

(b) f(t) = = o0;

() f(t) = ( t),R=1;
(d) f(t) =sent, R =o0;
(e) f(t) =cost, R = oo.

6. Resolva as edos seguintes via séries de Taylor em torno de zero.

(@) x'—x=0.

(b) x’ = t*x.
() x"+x=0.
(d) x”" —tx = 0.

(e) x"" —t?x = 0.
(f) (t2+1)x"—4tx’ +6x =0.

(t2+1)x"+tx' —x =0;
(8) { x(0) =0;
x'(0) = 1.
x" —2tx" +x =0;
(h) x(0) =0;
x/(0) = 1.

7. Nos itens seguintes, dada uma funcdo na varidvel t, obtenha a sua TL na varidvel s e,
reciprocamente, dada uma funcdo na varidvel s, determine a sua TLI na varidvel t.

(@) p(t) =t + 23+t —7.
_ 3
(b) F(s) = —s(s—sﬁ(sm-

(© Gls) = 255
(d) X(s) = 5.

Note que % =y.
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_ _3s+7
(e Y(s) = 2555

0, set<3;
(B S(t) _{ sent, set > 3.

7s

(g) Als) = (56:—3)3
(h) x(t) =sen?t.

(i) g(t) =tcost.

(G) h(t) = t% cos(3t).
(k) H(s) = —-

(sz+w2)2 '

8. Resolva, usando uma tabela de transformadas de Laplace, os sistemas seguintes:

(a) Sistema massa-mola com forcamento horizontal f(t), massa m e constante de Ho-

oke k:

y(0) = yo

{my”(t)+ky(t) = f(t);
y'(0) = vyl

y” —6y’ + 15y = 2sen 3t;

y(0) =—1;
y'(0) = —4.

y(0) =0;
y’(0) = 0.

{ y”’ +3y' +2y=5(t—1);
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Capitulo 6

Matematica e clima

Nesse capitulo, comegaremos a relacionar as edos com a modelagem climdtica.l

6.1 Climatologia

E o ramo das ciéncias atmosféricas que lida com padrdes de tempo (weather), as mudangas
desses padrdes ao longo do tempo (time) e os efeitos dessas mudangas no nosso planeta .2
Esse ramo cientifico é fundamental para o entendimento dos fatores que influenciam o clima
terrestre, tais como: a rotagdo do nosso planeta, a quantidade de radiagdo solar que atinge
a Terra, a distribuicdo de terra e dgua, etc. Atualmente, a climatologia é imprescindivel na
previsdo de mudangas climéticas e nos potencias impactos dessas mudangas e, para melhor
entendé-las, algumas disciplinas cientificas aplicadas sdo essenciais, tais como:

- Ciéncias atmosféricas. Especialistas dessa drea estudam a composi¢do, a quimica e a
fisica da atmosfera, que sdo reguladores criticos da temperatura terrestre, para mode-
larem a concentracdo dos gases do efeito estufa e os padrdes da circulagdo atmosférica e,
assim, obterem proje¢des de como a atmosfera podera reagir as mudangcas climaticas;

Oceanografia. Nossos oceanos desempenham um papel importante na absorcado de ca-
lor e di6éxido de carbono. Os oceandgrafos estudam os padrdes das correntes oceani-
cas, dos niveis de salinidade e do estado dos ecossistemas marinhos para entenderem
como os oceanos estdo reagindo as mudancas climéticas;

- Glaciologia. Os glaciologistas estudam as geleiras, as placas de gélo oceanicas, os ice-
bergs, etc., fundamentais na anélise dos dados relativos ao clima terrestre no passado
remoto. Analizando longos tubos de gélo, eles conseguem reconstruir variagdes de
temperatura que cobrem um periodo de milhares de anos;

- Modelagem climdtica. Modelos climéticos sdo simula¢des computacionais/numéricas
que mimetizam o sistema climatico terrestre. Esses modelos sdo utilizados como pos-
siveis/provéaveis proje¢des das mudangas climaticas futuras sob diferentes cendrios.

1Seguiremos (de pertissimo) o excelente livro [Kaper e Engler (2013)]. Para um “manual de sobrevivéncia”
do livro supracitado, confira [Barbosa (2023)].

2 A prop6sito, doravante, os “tempos” supracitados estardo acompanhados das letras w e t, dependendo de
suas tradugdes na lingua inglesa. Além disso, o tempo (w) pode ser definido como o estado das condi¢des me-
teorolégicas/atmosféricas locais de curta duragédo, ou seja, num periodo de alguns dias ou algumas semanas.
Por outro lado, o clima pode ser definido como a média temporal (t) de longa duragdo (meses, semestres, anos,
décadas, séculos, milénios, etc.) do clima, para grandes regides da Terra.
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Portanto, métodos quantitativos e qualitativos das ciéncias bésicas (quimica, fisica, compu-
tagdo, estatistica e matematica) podem ser utilizados no estudo do clima, pois elas represen-
tam o “idioma” no qual as disciplinas aplicadas supracitadas sdo escritas.

OBSERVACOES I

e A principal caracteristica do sistema climdtico terrestre (sct) é a sua altissima complexi-
dade. De fato, esse sistema é particionado e fortemente influenciado por essas partes,
tais como:

. Hidrosfera;?

. Criosfera;*

- Litosfera;’

. Biosfera;®

. Atmosfera;’

- Radiacao solar;?

- Forcamentos (forcings);’

- Retroalimentacao sistémica;!?

- Interdependéncia das partes supracitadas.

e Usaremos modelos qualitativos conceituais que reduzem consideravelmente a com-
plexidade supracitada e, mesmo assim, ilustram aspectos importantes do sct. Além
disso, apresentaremos algumas técnicas matemdticas na andlise desses modelos.

e O tnico modo de estudarmos o sct é via modelos matemaéticos, experimentos numéri-
cos e andlise de dados. Experimentos fisicos controlados (e sem riscos para o planeta),
na escala temporal (t) adequada para a eficdcia do modelo, estdo fora de questao.

¢ Um modelo matemaético, por mais complexo que ele seja, sempre é uma aproximagao
grosseira da realidade. O importante é que o modelo produza informagges tteis para
o entendimento do fendmeno modelado.

No modelo do péndulo simples,!! ainda que nao tenhamos considerado o atrito no pivd
da haste (ponto onde a haste estd pendurada), a resisténcia do ar e a massa do péndulo
(haste + corpo esférico na extremidade da haste), pudemos calcular o periodo, fundamental
para os rel6gios mecanicos.

3Parte da Terra relacionada com a dgua.
“Parte da Terrra relacionada com a dgua em estado de congelamento.
SParte da Terra relacionada com a terra.
®Relacionada com os animais e vegetais do planeta.
"Regido entre a superficie do planeta e o vicuo espacial.
8Energia eletromagnética irradiada pelo Sol.
9Fatores externos naturais (como as variagdes ciclicas da 6rbita da Terra em torno do Sol, erupgdes vulcani-
cas, variagdes na atividade solar, etc.) e antropogénicos, ou seja, induzidos pelo homem (como a composigao
atmosférica, uso da terra, etc.).
19Causada pelos efeitos da variabilidade do préprio sistema.
¢t p.29.
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6.2 Modelo de equilibrio/balanco energético terrestre (meet)

O meet serd representado por uma edo de primeira ordem

dT
F 1:/T/_ ’
(v %)

onde F é uma relacdo funcional entre o tempo (t), a temperatura média global da superficie
terrestre (T) e a sua derivada temporal (dT/dt). Como veremos, dT/dt serd proporcional a
diferenga energética E;, — Eout, Onde Ej, é proporcional a Sy, que é a radiacdo solar média,
incidente na Terra, por metro quadrado (m?), por unidade de tempo (t), sendo aproxima-
damente 1368 W/m? (watts por m?), e Eout representa a energia térmica (calor) média(o),
emitida(o) pela Terra, por m?, por unidade de tempo, conforme ilustramos nas figuras 6.1 e
6.2.

Figura 6.1: Energia eletromagnética incidente na Terra (Ein)

Radiacao de onda curta (shortwave)

780K ® Terra

Sol

Figura 6.2: Energia térmica emitida pela Terra (Equt)

Radiacdo de onda longa (longwave)
1

N Ve
H‘ Terra
N \

4

Nesse modelo, conforme veremos, T aumenta quando E;, > Eqyt, diminui quando Ejn < Eout
e, como ndo poderia ser diferente, estd em equilibrio energético quando Ej, — Equt = O.
Além disso, faremos algumas aproximagdes razodveis, outras grosseiras, ao considerarmos
as “hipoteses” seguintes:

- A temperatura na superficie do Sol é de aproximadamente 5780 K (graus Kelvin);

- Para podermos relacionar Ej, e S, a 6rbita da Terra ao redor do Sol, nesse modelo, é
aproximadamente circular;!?

- No meet, a Terra é aproximadamente esférica e s6lida, com area aproximada dada por
Aesf = 47R?, onde R é 0 seu raio aproximado;

- Devido a distancia orbital (de aproximadamente 149,6 milhdes de quilometros) e aos
seus tamanhos relativos, a radia¢do solar atinge a Terra, perpendicularmente, como se
ela fosse um disco de drea Agjs = mR%;

12\ 6rbita supracitada é, de fato, aproximadamente eliptica nao circular!
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- Diferencas na composicdo atmosférica terrestre serdo ignoradas;

- Diferencas topograficas, ocednicas, continentais, locais, de insolagéo,13 etc., serdo igno-
radas;

- A energia necessaria, medida em watt — ano/m?K,'* para aumentar T em 1°K, é cons-
tante e igual a C, o seu valor médio. Essa energia é conhecida como capacidade de calor
(heat capacity) do sistema.

Assim, como AT = T(t+ At) —T(t), a capacidade de calor para que a temperatura média da
Terra atinja o valor T(t + At) é dada por

AesfCAT.
Portanto, como o Sol é a tnica fonte de energia nesse modelo,
AestCAT = Aest (Ein — Eout) At.
Consequentemente, para At arbitrariamente préximo de zero, podemos considerar

dr
CE = Ein — Eout- (6-1)

OBSERVACOES I

- Caso exista forcamento, (6.1) é uma edo ndo autonoma, isto é, dependente do tempo (t),
pois Ein = Ein(t) e Eout = Eout(t). Por outro lado, sem forcamento, essa dependéncia
existe mas € indireta, pois, claramente, T(t) depende de Ej, e Equt.

- A dindmica do meet depende das especificidades de Ej, e Eout.

6.2.1 meet basico

5

Caso Q = %TO e o seja o albedo (médio) da Terra, considere

(1 - (X)AdiSSO

Ein B Aesf
(1= o) (R%) S,
47R2
=(1—a)Q.

Além disso, pela lei de Stefan-Boltzmann para a radiacio do corpo negro, considere

Eout(T) = 0T4/

I3F o fluxo de energia eletromagnética por unidade de 4rea e varia com a latitude, hora do dia, estagdo do
ano e nebulosidade, tendendo a zero durante a noite e sendo igual a Sp quando a Terra estd numa distancia
média do Sol.

14Ppor conveniéncia, nesse livro, o uso da notacdo de grau é facultativo.

150u seja, a fracdo da energia eletromagnética nao interceptada pela Terra, via reflexdo, devido as nuvens, a
composicdo atmosférica (aerosséis, por exemplo), ao gelo ou neve, etc.
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onde o = 5,67 x 107 8W/m?K*.1® Logo, para obtermos a temperatura T = T* no equilibrio

energético, como
dT
Cq = (1—x)Q —oTH V7 6.2)
temos
(1—x)Q =0T,

ou seja,

o

—_ {(1 —oc)Q}”“'

Como Sp &~ 1368 W/m?, isto é, Q ~ 342W/m?, e « ~ 0, 30,'8 obtemos
T* ~ 254,9K ~ —18,3'C.19
Contudo, o valor médio para a temperatura da superficie da Terra é, aproximadamente,
288'K ~ 14,5 C.20 (6.3)

Para tentarmos corrigir essa discrepancia térmica, vamos ajustar a energia Eqyut do meet ba-
sico.

6.2.2 meet com efeito estufa

Denotemos por A o comprimento de onda do espectro eletromagnético da energia irradiada.
Aproximadamente, 9 porcento de Ej, é irradiada na baixissima frequéncia da luz ultravi-
oleta, com A < 0,4 pm (micrometros), 38 porcento na baixa frequéncia da “luz visivel”,
com 0,4 um < A < 0,7 um, e 53 porcento préximo da frequéncia da luz infravermelha, com
0,7 um < A < 4 um. Por outro lado, Eyy; € irradiada na alta frequéncia da luz infravermelha,
com A > 5 um.
Devido as suas propriedades quimicas, os gases do efeito estufa (di6xido de carbono, vapor
dagua, metano e aerossoéis) deixam a atmosfera mais opaca para Eyyt € menos opaca para
Ein. Logo, para tentarmos manter o equilibrio energético, vamos parametrizar Eqyy com um
percentual 0 < ¢ < 1, ou seja,

Eout = €0T™. (6.4)

Consequentemente, no equilibrio energético,

(T—x)Q = eoTH,

1/4
T = {—” _“JQ} . (6.5)

£0

isto é,

16Esse tipo de radiacdo depende apenas da temperatura do objeto que a estad emitindo, ap6s ter absorvido
toda a radiagdo solar nele incidindo. Embora isso seja uma idealizacdo, podemos considerar alguns objetos
que emitem radiacdo numa frequéncia préxima a de um “corpo negro”. Por exemplo, numa lareira, quando
a madeira queimada, ap6s um tempo, ja passou até do estado de brasa, mas ainda estd emitindo calor, essa
emissdo é semelhante a da radiagdo supracitada. A propésito, a radiagdo emitida por aparelhos de micro-ondas
também é do tipo supracitado.

17Cf. (6.1).

I8CE. https:/fearthobservatory.nasa.gov/images/84499/measuring-earths-albedo.

9Graus Celcius.

20Ct. https://science.nasa.gov/solar-system/temperatures-across-our-solar-systen.
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Assim, para ¢ = 0,614 e os valores de &, Q e 0 dados na subsecdo 6.2.1, temos

T ~ 288 K.

6.2.3 meet com multiplos pontos de equilibrio

Em geral, o albedo terrestre depende da temperatura, ou seja, « = «(T). De fato, caso T
seja suficientemente baixa, uma grande parte de E;, é refletida pela Terra, devido a uma
espessa cobertura de gelo e neve. Nesse caso, « = 0,3 fixo (como nos modelos 6.2.1 e
6.2.2) ndo seria adequado. Por exemplo, caso a temperatura média global fique abaixo de
250K,?! que é muito abaixo da temperatura média atual de (aproximadamente) 288 K,?2
a Terra estaria num processo de congelamento, tendendo a um mundo conhecido como
snowball earth, onde:

- A maior parte dos oceanos congelaria, possivelmente, até muitos quilométros abaixo
do nivel do mar, com implica¢des catastréficas para a vida marinha e os padrdes de
tempo (w);

- As geleiras e as calotas polares sofreriam uma grande expansdo, que cobriria grandes
regides da Terra, como a América do Norte e a Eurasia;

- A atmosfera seria reduzida a uma fina camada, pois muitos gases, principalmente o
vapor ddgua, condensariam e congelariam. Isso reduziria o efeito estufa e esfriaria o
planeta.

Assim, vamos incluir nos modelos supracitados a possibilidade desse esfriamento terrestre

ocorrer via
(T) ~ 0,7 seT< 250K,
XIS 0,3 seT>280K.

Além disso, caso
Ein = (1—«(T))Q (6.6)

tenha um crescimento suave (diferencidvel) e um comportamento assintético em altissimas
ou baixissimas temperaturas,?> podemos considerar um modelo em que E;, represente uma
dindmica similar a da figura 6.3.2* O modelo supracitado é obtido via, por exemplo,25

)
a(T) = 0,5— 0,2 tanh (T1—O65> 26

210u seja, abaixo de —23°C ~ —11°F (graus Fahrenheit).

220u seja, muito abaixo de 15°C ~ 59°F.

2Nosso sistema solar tem mantido uma dindmica estruturalmente estével por bilhdes de anos. Estudos
indicam que, em alguns bilhdes de anos, na etapa final do seu processo evolutivo, o Sol serd uma and branca.
Antes de atingir essa etapa, o raio do Sol aumentar4d, ultrapassando a distancia solar da Terra. Pela estabilidade
estrutural supracitada, ainda temos alguns bilhdes de anos antes da Terra ser carbonizada. Até 14, tudo indica
que aumentos de temperatura serdo assintéticos. Analogamente, qualquer eventual esfriamento também sera
assintotico.

24Note o ponto de inflexdo no centro dessa figura.

25Poderiamos ter utilizado a fungdo arctan, convenientemente transladada, rotacionada e submetida a uma
mudanca de coordenadas que otimize a comparacao entre as escalas dos eixos.

26 A divisdo por 10 permite uma melhor comparagio entre as escalas dos eixos!
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Figura 6.3: T x 1 —«(T), T em graus Kelvin

Consequentemente, substituindo (6.4) e (6.6) em 6.1),% o equilibrio é atingido para T satis-
tazendo a equagdo
(1—(T))Q = ecT?,

que ndo tem solugdo analitica. Contudo, para ¢ = 0,6 e os valores de Q e o dados na
subsec¢do 6.2.1, as solu¢des numéricas da equacado supracitada sdo dadas pelas temperaturas

T ~ 288K, T; =~ 265K (o ponto de inflexdo supracitado) e T; ~ 233K,
obtidas pelas interse¢des dos graficos de Ein(T) e Eout(T) conforme a figura 6.4.

Figura 6.4: Ein(T), Eout(T) (em cinza) e temperaturas de equilibrio

Ponto de equilibrio estiavel/instavel

Vimos que a temperatura média da Terra, por milénios, tem se mantido préxima de T;.2
Portanto, T;" é um ponto de equilibrio estdvel. Analisaremos (matematicamente) o tipo de es-
tabilidade do ponto T, onde i € {1,2, 3% pelo sinal do segundo membro de 6.1),%0 para
pontos T suficientemente proximos de T, ou seja, onde ]T — Ti*} seja suficientemente pe-
queno. Note que, para os pontos supracitados, se i € {1,3} e T < T (respectivamente,

27Cf.pp. 110, 111 e 112.

8Cf.(6.3), p. 111.

2Esse conceito de estabilidade sera definido formalmente num contexto mais geral.
30Ct.p.110
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T > T), entdo o segundo membro supracitado é positivo (respectivamente, negativo), ou
seja, dT/dt é positiva (respectivamente, negativa). Assim, como T é crescente (respectiva-
mente, decrescente) até T, dizemos que T.* é assintoticamente estdvel. Por outro lado, para
T proximo de T, tal que T < T (respectivamente, T > T5), o segundo membro supracitado
é negativo (respectivamente, positivo), isto é, dT/dt é negativa (respectivamente, positiva).
Assim, como T é decrescente (respectivamente, crescente) a partir de T.", dizemos que T é
instdvel.

Antes de continuarmos a andlise desses pontos, consideraremos um modelo mais preciso e
proximo da realidade, que descreve a mesma dindmica do modelo dessa subsegéo, via uma

aproximagao linear de Eqyt.

6.2.4 meet de Budiko

Diferentemente da subsecdo 6.2.3, a férmula da energia térmica liberada pela Terra, aqui, é
dada por
Eout — A + BT,

onde A e B sdo obtidos por regressio linear sobre dados de satélites. Os valores do melhor
ajustamento para o clima atual (obtido no final da década de 70) sdo dados por

A ~203,3W/m? e B ~ 2,092 W/m?grau(Celcius),!

que na equagao
(1—a(T))Q =A+BT

acarretam um grafico e trés pontos (temperaturas) de equilibrio aproximadamente iguais
aos (as) da figura 6.4 (no enquadramento dado).

Em relagdo as temperaturas de equilibrio supracitadas, T; — T; fica em torno de 55K, T;
representa a temperatura “atual” (da Terra), ou seja, bem acima da temperatura de conge-
lamento da dgua,®? e T} representa a temperatura da snowball earth, ou seja, muito abaixo
da temperatura de congelamento dos oceanos, conforme destacamos no inicio da subse-
cdo 6.2.3.3 Consequentemente, tendo ocorrido a snowball earth, cabem trés perguntas:

1. O que causou a transigdo para esse estado (de congelamento)?
2. O que causou a saida desse estado?
3. Na dindmica de T; para T, T; foi atingida?

Respostas razodveis para as essas perguntas sao dadas em [Kaper e Engler (2013)], se¢des
2.7 e 2.8. Em particular, caso 0 nosso modelo mimetize a evolugdo temporal (t) do clima
terrestre, a resposta matematica (pela teoria das bifurcagdes) para a pergunta 3 é a seguinte: o
ponto instavel (T,) ndo foi atingido!

31A guisa de comparagao, caso aproximemos linearmente Eoy da subsecdo 6.2.3, A e B ficam distantes dos
valores supracitados. (Cf. [Kaper e Engler (2013)].)

32Como a escala de t engloba milhdes de anos, todas as recentes “eras do gelo” (periodos glaciais), ocorreram
para T proxima de T7. (Cf. [Kaper e Engler (2013)])

33Existem fortes evidéncias que T esteve proxima de T3 durante a era neoproterozoica, entre 750 e 580 milhdes
de anos atrés. (Cf. [Kaper e Engler (2013)]).
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6.2.5 Introduzindo bifurcagoes

O que ocorre com T}, i = 1,2, 3, quando o pardmetro Q = Sy/4 varia?>*

Figura 6.5: Eijn e T, 1 = 1,2, 3, variando

Caso Sy seja decrescente, T, e T, se aproximam e, instantaneamente apds se sobreporem,
desaparecem, sobrando apenas T3, conforme a figura 6.5. Analogamente, caso Sy seja cres-
cente, T e T; se aproximam, se sobrepdem e, entdo, desaparecem, sobrando apenas T;".
Consequentemente, a variagdo de Sy acarreta uma mudanga qualitativa na dindmica do sis-
tema, pois, de trés pontos de equilibrio, o sistema passa a ter dois e, imediatamente depois,
apenas um. Como definiremos posteriormente, quando uma pequena variagdo num para-
metro altera a dindmica de um sistema, diremos que uma bifurcagio ocorre.

6.3 QOceanos e clima

Os oceanos mantém o equilibrio energético terrestre e auxiliam no ciclo de carbono,®® trans-
portando energia ao redor da Terra via circulacdo oceanica (correntes marinhas), em con-
sequéncia de diferencas de densidade acarretadas por variagdes de salinidade e tempera-
tura (circulagdo termohalina/termosalina (cth) ou cinto de transmissio ocednico (oceanic conveyor
belt)),?® numa escala de tempo (t) de décadas.

34No inicio da secio 6.2, o valor de Sy esta fixado. Nessa subsecio, considere Sy variavel.
35Cf. https:/ /www.noaa.gov /education /resource-collections/ climate / carbon-cycle.
36 A cth funciona da seguinte maneira:

- Agua salgada aquecida dos trépicos flui para o norte, ao longo da camada superficial do Atlantico
Norte;

- Essa massa de dgua resfria, no percurso para o Artico, tornando-se mais densa, em consequéncia de tem-
peraturas mais baixas e salinidade crescente, devido a formagao de gelo marinho (pelo congelamento
da dgua do mar na superficie ocednica);

- A massa de dgua mais densa afunda, gerando uma corrente no fundo do oceano que flui para o sul;

- A massa de dgua do fundo oceanico, ao passar pelo oceano Antartico, é misturada com dguas mornas e
retorna para a camada superficial do oceano;
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6.3.1 2-box model (modelo de duas caixas) para a cth do Atlantico Norte

Figura 6.6: 2-box model

evaporagao precipitagdo
fluxo da superficie
R H H -
T T I SN T L
P2 P1
S S2 SHN S S) S
Latitudes baixas (equatoriais) q Latitudes altas (polares — norte)
(fluxo do fundo)

O Atlantico Norte representa a parte do (oceano) Atlantico delimitada pela Linha do Equa-
dor e pelo Artico.?” A hip6tese principal, embora grosseira, do modelo (supracitado) é que o
Atlantico Norte é um grande reservatério de dgua salgada circulando, devido as diferengas

- A massa de dgua superficial retorna para os trépicos, completando uma volta da cth.

(A propésito, em relagdo a profundidade oceanica, grosso modo, existem trés camadas: uma pequena camada
superficial (mixed layer), com temperatura aproximadamente constante, uma camada intermediaria um pouco
maior (thermocline), com temperatura variavel e diminuindo em funcdo da profundidade, e uma enorme ca-
mada final (deep cold water), com temperatura aproximadamente constante.)
Com o aquecimento global e o derretimento das calotas polares, a concentragdo de sal diminui. Isso pode
interromper a cth. Existem fortes evidéncias paleocliméticas de que variagdes ou colapsos da cth coincidiram
com grandes variag¢des climaticas. (Cf. [Kaper e Engler (2013)].)

3Em um estudo recente, publicado pela revista Nature, entitulado North Atlantic-Pacific salinity contrast
enhanced by wind and ocean warming (https://www.nature.com/articles/s41558-024-02033-y), consta uma es-
timativa de 6 por cento de aumento na salinidade do Atlantico em rela¢do ao Pacifico.
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da densidade
p=p(T,S)
em fung¢do da temperatura e da salinidade
T=T(t)eS=S(1),
ambas em funcdo do tempo (t), conforme a figura 6.6. As outras hipoteses (grosseiras) que

assumiremos sdo as seguintes:

- H representa uma compensacao (ad hoc) salina, devido a evaporagdo nos trépicos e a

precipitagdo nos polos;>®

- Temperaturas e salinidades das fronteiras do Atlantico Norte (e.g., outros oceanos, at-

mosfera e continentes) sdo denotadas por T e S, i = 1,2, e consideradas constantes;

- A cth é mantida apenas pela variagdo de p, em consequéncia de diferencas de pressdo
no fundo, criando um fluxo de arrasto (de uma caixa para a outra) de intensidade q;*

- Como q é proporcional a diferenca das densidades, temos

q= KM’ (6.7)
Po

onde py = p (Ty, Sp), para valores médios Ty e Sy, e k é uma parametrizagdo de varias
condigdes do fluxo,*! denominada constante hidrdulica e com valor tipico

Kk~ 1,5x%x107°/s:42

- Por convencdo, o “sentido horario” para a cth da figura 6.6 é uma representacdo do
caso q > 0, ocorrendo quando hé densidades mais altas em latitudes mais altas.®

- Podemos considerar a seguinte aproximacio de Taylor de primeira ordem para p(T,S) em
torno dos valores médios Ty e Sq:

p=po(T—o(T—=To)+ B (S—S0)), (6.8)

onde « é o coeficiente de contragio térmica e 3 é o coeficiente de expansdo salina, com valores
tipicos dados por

x~1,5x10*/graue p ~ 8 x 107*/psu.®®
Portanto, ao substituirmos (6.8) em (6.7), temos
q=k(x(T—T))—B(S2—S1)).% (6.9)

Pelas leis de conservagdo de massa e energia para sistemas isolados,*” o modelo dessa subsegdo

3BInicialmente, queremos um sistema isolado, para aplicarmos as leis de conservagio de massa e energia, no
caso, térmica.

$dem!

400utros efeitos, tais como, ventos, coriolis, etc., sio desconsiderados.

41 Atrito no fundo, mistura na superficie devido a turbuléncia causada por ventanias, etc.

“Note que q e k tétm mesma dimens&o, pois 21582 ¢ adimensional.

30 sentido anti-horério, ou seja, o caso q < 0, pode ocorrer no modelo. De fato, confira a equagéo (6.10).

#Confira o meu livro [Barbosa (2024)], disponibilizado online, gratuitamente, na pagina de acesso livre da
editora da UFPR.

B« (resp., B) é precedido pelo sinal — (resp., +), pois, quando T (resp., S) aumenta (resp., diminui), a d4gua
expande (resp., contrai) e fica menos (resp., mais) densa, ou seja, p diminui (resp., aumenta).

460 sinal — entre a variagao térmica e a variagio salina é indicativo de que T e S tém efeitos opostos na cth.

47Cf. [Kaper e Engler (2013)].
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(6.3.1) é dado pelo seguinte sistema:

aT .

d_t1 =c(Ty =T +Iql (T —Ty),

T .

d_t2 =c(T; =T2) +Iql(Th = Tz),

g (6.10)
d_t1 = —H+d(S7—S1) +1ql(S2—S1),

ds R

d_tz =H+d(S; —S2) +1q/(S1—S2),

onde c e d sdo constantes caracteristicas para a escala de tempo (t) considerada e q é dada
48
por (6.9).

Em busca das solug¢des de equilibrio

Caso Ty e Sp sejam as médias das temperaturas e salinidades nas caixas 1 e 2, isto é,

1 1
Ty = E (T] —i—Tz) e Sy = z (31 + Sz) , (6.11)

temos o sistema

dy _1(dn  dn
dt 2\ dt dt
=c(Ty —To),
(To —To) 6.12)
asy _1(ds  ds,
dt 2\ dt dt
=d (SS - SO) ’
por (6.10). Consequentemente, como
To=e teSy=e 4
sdo solugdes das equagdes homogéneas
dlp dSo
E = —CTO e dat = dSO,

respectivamente, e
To = Tg e So = SS

sdo solugdes particulares das equagdes ndo homogéneas do sistema (6.12), respectivamente,
temos duas solugdes para as equagdes de (6.12) dadas por

To=e "4 T5 e Sp=e 4S5,

respectivamente.*’ Logo,
lim To =Ty e lim Sp = S;. (6.13)
t—oo

t—o0

48Cada edo de (6.10) é nao linear, pelas multiplicagdes por |q|. Por outro lado, os termos lineares de (6.10)
sdo remanescentes do sistema (4.11) da pagina 90. De fato, em [Stommel (1961)], a vindoura versao (6.17) do
modelo (6.10), com H = 0, é construida a partir do modelo (4.11).

4 Conlfira a secio 1.1.
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Em outras palavras, quando t — oo, as médias entre as temperaturas (resp., salinidades) das
caixas (que representam o oceano no modelo supracitado) convergem para as médias entre
as temperaturas (resp., salinidades) de suas fronteiras. Portanto, como Tj e S§ sdo valores
de referéncia (no modelo supracitado), podemos denotar
Ti = Ti—Ték egi = Si—SS, 121,2, (614)

ditas anomalias de temperatura e salinidade, que acarretam as seguintes expressoes:

A]. Tz—T1 :Tz—T1 e 32—51 :gz—g];

AT -Ti==3(TG-T)-TieT; -T=3 (T -T7) - T,

Az ST—S1=—3(S5-S7) —S1eS5—S, =4 (S5 —57) - 5,5
Note que, pelas notagoes

1 * * * 1 * *
Z(TZ_T1) e S":=-(S5-57),

AT::Tz—T1, AS::SZ—S], T*:: z

podemos reescrever as expressoes supracitadas pelas seguintes:
Ay AT =AT e AS = AS;

Ay Tf—Ti=-T"—-T1eTy, —Th, =T -Ty,

Az S;—S1=-5"—S1eS5 -5, =5 —5,.

Finalmente, o sistema (6.10) pode ser reescrito de modo mais simplificado (em fungdo das
anomalias supracitadas) e com um niimero menor de constantes, ou seja,

dT; - =
Sl (T -T AT,
at c( 1) +1d
dT . = -
d—tz = ¢ (T*=T,) —|q/AT,
- (6.15)
1 * < <
T +d( 1) + gl
ds; _ _
=2 _H “_5,) —|qla
o +d (5*—S,) —IqlAS,
com
q = k(AT — BAS).5? (6.16)
50De fato, via (6.14), temos

A outra igualdade é demostrada de modo analogo.
>1Faga como na tltima nota de rodapé.
2Cf.(6.9), p- 117, e Ay
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Por abuso de notagdo, o sistema (6.15) é representado sem as “barras”, ou seja, na forma

an

dt
dn,

dt
as,

dt
as,

dt

=c (—T* —T) + ’CHAT,

=c(T" —T2) —qlAT,
(6.17)
= —H+d(=S*—S;) +qlAS,

=H+d(S"—S3) —qlAS,

tendo o cuidado de lembrar que as varidveis sdo as anomalias supracitadas.

Note que a técnica utilizada na subsecdo 4.2.2 (para resolvermos sistemas lineares via TL)
é insuficiente para resolvermos o sitema nao linear (6.17). Estudaremos, na préxima secgao,
métodos qualitativos que permitem analisar sistemas ndo lineares. Por enquanto, contudo,
faremos uma série de simplificagdes para reduzirmos (6.17) a uma edo escalar e, assim, po-
dermos analisar as suas solugdes de equilibrio.

Hipéteses para tornarmos o sistema (6.17) unidimensional

Para diminuirmos a dimensdo do sistema supracitado, podemos supor que, ao longo do
tempo (t), a cth estard sujeita as seguintes condigdes:

Cy. A temperatura (resp., salinidade) de cada caixa permanecerd inalterada e AT (resp.,

AS) permanecerd préxima de zero;>>

C,. A diferenca entre a salinidade (resp., temperatura) de cada caixa e de sua respectiva
fronteira serd considerada desprezivel.>*

Portanto, caso consideremos C; ; sem 0s parentéses, temos:

Cys. AT é arbitrariamente pequena,

TL(t) =T eT(t) = —T5%

Cy. d=0.

>3Nesse caso, as derivadas das temperaturas (resp., salinidades) permanecerao nulas e as parcelas contendo
o fator |q| das duas primeiras (resp., dltimas) equagdes de (6.17) serdo eliminadas.

*Nesse caso, podemos supor d = 0 (resp., ¢ = 0).

Para que essa condigio seja vélida, é necessdrio que as temperaturas das caixas se equilibrem imediata-
mente com as de suas respectivas fronteiras. Contudo, como

= T] +T2
T =
0 2
T —Ti+T, -T2
_hi=lo er 2700 (via (6.14), p.119)
temos B
lim TO = 0,
t—o0
por (6.13), p. 118. Por outro lado, se considerarmos a condicao T, =T*eT; =—T* entdo Ty = 0 durante toda

a evolugdo temporal (t).
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Consequentemente, (6.17) fica reduzido ao sistema

ds
¢ = Htlaas,
as, (6.18)
—~ =H-—|qlA
Tt [q|AS,
com
q =k (2aT* — BAS) .2° (6.19)

Contudo, esse sistema permanece néo linear e também ndo pode ser resolvido pela método
estudado na subsegdo 4.2.2. Para reduzi-lo a uma edo, note que, como Sq + S, = cte,” pois
estamos supondo que a cth é um sistema isolado, a sua tnica varidvel de interesse é AS.
Assim, ao subtrairmos a primeira equagdo de (6.18) da segunda, temos

%(AS) — 2 (H— k 2aT* — BAS| AS). (6.20)

Agora, para simplificarmos a notagdo de (6.20) e, concomitantemente, diminuirmos o na-
mero de suas constantes para um, consideremos a varidvel dada por

e BAS
T 20T
a parametrizacdo temporal dada por
= 4ok |[THt
e a constante dada por
BH

A= —nr————,
4o kT* |T|

observando-se que

AT
T* = | —
T ‘ >

AT
2
—T*

Cf. (6.16)e Cy..
%7 Assim, teremos uma solugdo exponencial para a salinidade média!
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pois T, — Ty > 0, ou seja, a temperatura equatorial é maior que a polar. Portanto, podemos
reescrever (6.20) como

B
dx _ 2aT d
dt  4axT* dt(AS)

B B

8ok (T*)?

BH B

42k (T*)? 4o (T

BH 1 . B

T a4ae (T [ 2aTF 2ot BAS)’ <2<xT*> 89
BAS | BAS

 20T* | 2aT*

=A—|1—x|x,

2 (H— & 2aT* — BAS| AS)

S 20T* — BAS| AS

=A—|1

ou seja,
% =A—|1—x|x. (6.21)

Pontos criticos (estados/solucdes de equilibrio) de (6.21)

Quando um sistema (resp., uma equagdo) ndo tem solugao analitica e depende de parame-
tros, como o A de (6.21), procura-se as suas solugdes de equilibrio e, encontrando-as, o tipo
de estabilidade dessas solugdes, dependendo dos parametros supracitados, como fizemos
para os modelos da subsecdo 6.2.3. Assim, diferentemente do capitulo 1, onde, dada uma
edo, buscava-se determinar a sua solucdo analitica, utilizaremos uma abordagem “indireta”
para estudarmos a edo (6.21), linearizando em torno de suas solug¢des de equilibrio, conforme
descreveremos.

Como as solugdes de equilibrio sdo constantes, ou seja, tém derivada nula, elas sdo pontos

criticos e, nesse caso,

d
d—:=02>|1—x|x=7\. (6.22)

Note que, como A é positivo, qualquer solugdo de equilibrio x* satisfazendo (6.21) é positiva,
por (6.22). Além disso, pelo médulo em (6.22), temos dois casos:

I. Sel—x<0,istoé, x > 1, entdo
(x—])x:?\:>x2—x—?\:O
i (s
==y (1+VTT8),
por ser positiva, existindo para cada A € (0, +00).
II. Se1—x>0,isto é, x < 1, entdo
(T—x)x=A=x*—x+A=0

e = (1£VT-a0),
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que existem (e sdo positivas) para cada A € (0, }J .

Agora, para determinarmos a estabilidade/instabilidade dessas solu¢des de equilibrio, line-
arizaremos (6.21) em torno de x* € {xj,x},x}}, considerando

x =x* 4y, (6.23)
para y suficientemente pequeno. Assim, como, para x < 1 (caso II),
d
d—: =A—(T—x)x
=A—x+%%
por (6.21), temos
dy _ d .
dt  dt (e =x")
_ax
~dt

=A— (< +y) + (X +y)?
=A—x" —y+ (x) +2x"y +y?
—A—(1=x")x"+ (2x = 1)y +y?
=0+ (2x 1)y +v%,

ou seja, para x < 1 e y suficientemente pequeno,

dy
=2 — (2x* —1)u.
e (2x )y

Analogamente, para x > 1 (caso I) e y suficientemente pequeno,
dy
— =—(2x*=1)y.
= @ -1y
Consequentemente:

- x* = x] é (assintoticamente) estavel, pois, como
—(2x]—1)=—V1+4A <0,

temos

Tooco=y=e XN 50

== x — x5,
por (6.23);
- x* = xj é instavel, pois, como

25—1=V1—4r>0,

temos

(2x*—1)T

Too0—7Yy==¢e — 00

= [x — x| = oo,

por (6.23);
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- x* = x3 é estavel, pois, como

25 —1=—VT—4r<0,

temos

2x*—1)t

T—)OO:>y:e( —0

*
= X =X,

por (6.23).
Interpretando os resultados num diagrama de bifurcacoes

Figura 6.7: No diagrama de bifurcagdo para (6.21), qualquer reta A = Ao acarreta n ponto(s) de
equilibrio: n = 3 para Ay € (0,});n =2paraA; =0,25;n =1 para Ao > 0,25

Como vimos, xj e x; sdo estaveis. Contudo, eles tém estabilidades distintas. De fato,

B . B BAS
q = 2kaT (1 ZocT*)

= 2koT*(1 —x),

por (6.19).% Assim, q e T —x tém o mesmo sinal. Portanto, como x] > 1, temos q < 0.
Nesse caso, dizemos que a dinadmica da cth (regida pela equagdo (6.21) e convergindo para
a solucdo de equilibrio x}) esta no modo s> Analogamente, como x3 < 1, temos q > O e,
nesse caso, dizemos que a dindmica da cth (regida pela equacéo (6.21) e convergindo para a
solucdo de equiibrio x3) estd no modo T.%0 Além disso, considere a figura 6.7, onde:

*

- X7 (A) é representado pela linha continua superior;

*

- X5(A) é representado pela linha tragejada;

- X3 (A) é representado pela linha continua inferior.

8Cf. p.121.
59S-mode, em inglés.
0T-mode, em inglés.
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O diagrama dessa figura confirma os calculos que fizemos, ou seja, x] existe para cada A > 0
e nenhuma mudanga no valor de A acarreta uma mudanga de estado (modo S), enquanto que
x; existe para cada A € [0,1/4) e qualquer mudanca no valor de ¢, mesmo que infinitesimal,
emA = JT + ¢ acarreta uma mudanca do modo T para o S.%! Portanto, uma bifurcagiio ocorre

em A = 0,25.62

61Observe a seta vertical na figura 6.7.
02Estudaremos (mais detalhadamente) o conceito de bifurcacdes no capitulo 7.
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Capitulo 7

Teoria qualitativa

Esse capitulo é uma representa¢do formal, porém, incipiente e incompleta, da teoria quali-
tativa das edos e da teoria das bifurcacoes. Nele, generalizam-se alguns conceitos e resultados
dos capitulos anteriores e, concomitantemente, analisa-se o comportamento das solugdes
das edos em torno de suas solugdes de equilibrio, ndo apenas para o caso de uma tinica edo
escalar,! mas também para sistemas de edos escalares como o sistema (6.17).2 Assim, de
posse dessa teoria, retomaremos, na parte final desse capitulo, a andlise da cth do capitulo
anterior.

7.1 Sistemas dinidmicos

Como veremos, podemos analisar as solugdes dos sistemas supracitados (via métodos qua-
litativos) para tentarmos descobrir o comportamento de longa duragdo dessas solugdes e,
em particular, o que ocorre com elas em torno das solugdes de equilibrio. Quando escritos
como edos vetoriais autonomas de primeira ordem, esses sistemas modelam, por exemplo, o meet
e o cth,® além de tantos outros.

7.1.1 edo (vetorial) autonoma de primeira ordem

Nesse tipo de edo, o “forcamento” f ndo depende explicitamente do tempo t e escrevemos

X

4
< = X, (7.1)

1Como fizemos no capitulo 6.
2Cf. p. 120.

3Estudados no capitulo 6.
4

- Quando for conveniente, poderemos utilizar a notagdo newtoniana para derivagdo temporal (t), isto €,

. dX
Xi=——;
dt
- Podemos reescrever (uma edo de primeira ordem ndo autébnoma) X = f(t,X) na forma (7.1).

(Cf. [Wiggins (2003)].)

127
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onde f(X) é um vetor em R™,

X = X(t)
= (X1 (t)/XZ(t)l e /Xn(t))

representa uma curva parametrizada em R™, ou seja, uma funcio vetorial de uma variavel
real (t), também representada por

x1(t)

X = | 2

X (t)

Além disso, como o conceito de diferenciabilidade de funcdes vetoriais de vdrias varidveis reais é
fundamental para que as solugdes de (7.1) sejam “bem comportadas”, o dominio D de f serd
considerado aberto.

Note que, paran = 1, a edo supracitada é escalar.

ara a cth modelada por (6.17), temos

x1=T,x2=T,x3=51,x4=952

c(=T*—=T) +I[qlAT
c(T"—T2) —IqlAT
“H+d(=S*—S1) +|qlAS
H+d(S* —S,) — |qlAS

f(X) = (7.2)

edo escalar autonoma de ordem n

Esse tipo de edo, quando dada por
dx N dx dnTx
axr - I\ ae )

pode ser escrita na forma (7.1), caso consideremos

di—1x )
Xi = F, 1= 1,2,...,11.

De fato,

dX  [dx; dxp dxn_1 dxn
a—(?aw at ’E)
_[dx d?x d™x d™x

B (E’W""’W’ﬁ)

= (x2,X3,...,%n, 9(x1,%2,...,%Xn))
= f(X).

5Cf. [Barbosa (2024)].
®0u seja, para X € D e H € R™ de médulo tio pequeno quanto se queira, temos f(X + H) — f(X) bem
definida. (Cf. [Barbosa (2024)].)
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1. Equacao planar do péndulo7
% +senx = 0 pode ser escrita como

dX]
_— = X
i 73)
G& = —senxj.

Note que, aqui,

f(X) = (x2,—senxq).

2. Equagdo de van der Pol®
% +x =u (1 — xz) %, onde o parametro de amortecimento p é positivo, pode ser

escrita como
dx
ddt1 = X2 ,
X
d_tz = —X]+H<]—X1)X2.

Note que, aqui,
f(X) = <x2, —X]+ U (1 —x%) x2> .

Observacao o ~ A
odem existir outros modos de escrevermos equagdes escalares auténomas

de ordem n na forma (7.1).° Por exemplo, a equagio de van der Pol (supracitada) pode ser
escrita como

dX] _ 1.3

dd—t = Xz—“(le—xl)f
X

T = X

pois,

dZX1 . dXz ( de] dX])

Atz dt t dt
SRR
=—x1+u<1—x%>d—)1]

representa a equacdo supracitada (na forma escalar).

7.1.2 Existéncia e unicidade de solu¢des da equacao (7.1)

¢ é uma solugdo de (7.1) caso ¢ : I — D seja uma curva parametrizada, ou seja,

uma funcdo vetorial de uma varidvel real,'? diferencidvel tal que

do(t)

=f t 74
Tt (@(t)) (7.4)
7Cf.p.29.
8Modela sistemas oscilatérios amortecidos (e.g., circuitos elétricos, batimentos cardiacos, etc.).
9
Cf.p.127.

10Cf. [Barbosa (2024)].
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para cada t pertencente ao intervalo I C R.

Oscilador harménico linear.!! Para cadar > 0,

R=1I>t— @(t) = (rsent,rcost) € R?

é uma solucdo de
23]

= X ,
& 2 (7.5)
=2 = —X1.
dt

Note que as trajetorias (associadas as solugdes) sdo negativamente orientadas, no contexto

Figura 7.1: “Orbitas” associadas a algumas solugdes de (7.5)

x2

X1

de curvas parametrizadas,'? e algumas delas estéo ilustradas na figura 7.1.1% E facil ver que
a origem de R?, ou seja, o ponto (0,0), representa a solu¢dao nula, enquanto que qualquer
outra solugdo de (7.5) pode ser representada por uma circunferéncia de centro na origem e
raio r. De fato, pela primeira nota de rodapé desse exemplo, (7.5) é a representacao vetorial
da edo escalar

X =—x.

Desse modo, basta consideramos as solu¢des dadas no primeiro exemplo do capitulo 1 ou
no caso 111 da subsecdo 2.1.3.14 Consequentemente,
X1 =X
= ctercost + cterrsent

Para uma aplicacdo, confira o primeiro exemplo dado no capitulo 1. De fato, a edo (1.1) daquele exemplo é
a forma escalar de (7.5), conforme vimos na pagina 128.

12Cf. [Barbosa (2024)]

BComo veremos, em sistemas dindmicos, essas trajetorias sdo chamadas de drbitas, para podermos caracteri-
zar o aspecto auténomo desses sistemas. Nesse caso, a expressdo espago de fase significard qualquer ilustragao
do plano cartesiano OX;X;, acompanhado por algumas dessas 6rbitas orientadas, quando a dindmica do sis-
tema considerado esteja bem descrita, em particular nas proximidades das solucdes constantes, ditas solu¢des
de equilibrio. Por outro lado, a palavra trajetdria, no contexto de sistemas dindmicos, serd utilizada caso consi-
deremos o tempo t e as 6rbitas.

14Cf. p. 26.
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e, pela primeira equagdo de (7.5), temos

dx
X = —
27t
= —ctersent 4 ctejpcos t.
Portanto,
x% + x% = cte% + cte%l,
onde

Y S 2
T = c’ceI +cteH.

Observagoes I

e Doravante, o pvi consistird da equacéo (7.1) e da condicdo inicial

X(tg) = Xo (onde tg € Re X, € D).1°

e Para demonstra¢des da existéncia e da unicidade das solugdes desse pvi, ou seja, de-
monstra¢des dos resultados em italico dessa subsegdo, confira, por exemplo, o tltimo
capitulo da referéncia [Hirsch, Smale e Devaney (2004)].

o A “existéncia das solugdes” pode ser enunciada da seguinte forma:
Caso ty € R e Xy € D sejam arbitrdrios e f seja continua, existe algum intervalo I = 1(Xo),
contendo to em seu interior, e existe alguma curva parametrizada diferencidvel ¢ tais que

{d‘g&) = flo(t),Vtel
o(to) = Xo.

o exemplo supracitado (oscilador harmonico linear), para cada ty) € R e

Xo € RR?, existe uma circunferéncia de centro na origem e que passa pelo ponto Xy no
instante t = t,.

e Sem perda de generalidade, podemos considerar ty = 0.1® Assim, podemos reescrever
o pui supracitado da seguinte maneira:

X = f(X
(X), (7.6)
X(0) = Xp.
15Cf.p. 6.
16De fato, por um lado, f ndo depende explicitamente de t. Por outro, para ty # 0, podemos escrever
b
to=——
a
e considerar a restri¢do da fungéo linear
T(t) =at+Db
ao intervalo I, isto é, T|1. Nesse caso,
T(to) =0,

T|1 é um difeomorfismo de classe C*°, ou seja, T|1 e a sua inversa sdo infinitamente diferencidveis, e podemos
considerar a composta ¢ o (T )_1 no lugar da solugéo ¢.
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e Caso seja necessdrio ressaltarmos que I(X() depende do ponto Xy € D, denotaremos
¢@(t) por @(t, Xo). Portanto, ¢(0, Xp) = Xo.

e Em geral, caso ¢ : I — D seja uma solugdo de (7.6),'7 1 é considerado maximal, em
outras palavras, I é o maior intervalo possivel onde essa solu¢do possa ser definida.

1. No exemplo do oscilador harmonico linear, I = R para toda solugéo de (7.5).

2. Pela subsecao 1.2.1,
X0

- 1—1txp

X = Xz, 18
x(0) = xop.

Note que, caso x( seja positivo (resp., negativo), temos

®(t)

é a solucdo do pui

I= <—oo, xa]> (resp., I = <x51,+00> ),

enquanto que
[=R

quando xp = 0.

e Em cada um dos dois exemplos anteriores, as solu¢des ndo tém pontos em comum,
ou seja, a solugdo que passa por X € tinica. Isso ocorre pois f ndo é apenas continua:
continuidade é uma condi¢do necessdria para a existéncia das solu¢des, mas ndo para

7Confira a definicdo que inicia a subse¢io 7.1.2.
18De fato, como
% =x? = J'xfzdx = Jdt

- —x 1 =t+cte

ﬁx:

_t + cte
e
xo = x(0)
_ 1
T cte’
ou seja,
1
cte = ——,
X0
temos

T embrete: 0 € L.
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a unicidade delas.

ela subsecdo 1.2.1,

é uma solucdo do pvi

5 =
x(0) = xo>0.
Contudo, uma outra solugdo é dada por

_ 0/ Vt S _2\/X_O/
Polt) = { o(t), Vt>—2/%.

Note que, em ambos os casos, I = R.

Caso f : D — R™ seja lipschitziana, isto é, caso exista alguma constante k (positiva e
dita constante de Lipschitz) tal que

X1, X2 € D = [f(X1) — f(X2)] < kIXy —Xz|,%

e Xp seja um ponto de D, o pvi (7.6) admite uma tinica solucao ¢ definida em torno de
to = 0.2! Note que, como

f é lipschitziana = f ¢ continua,?

temos alguma ¢ satisfazendo o pvi (7.6). Por outro lado, a unicidade é um corolério do
seguinte resultado:

Caso @ e sejam solucdes da (7.1),%> ambas definidas num intervalo maximal 1 contendo t = 0
em seu interior, e f seja lipschitziana com constante de Lipschitz k, temos, para cada t € 1,

lp(t) — ()] < e @ (0) —p(0)].
Consequentemente, em particular, se
®(0) = Xo =(0),

entao
=1

em 1.

201 — | ¢ uma norma em R™,
21Cf. p.131.

22De fato, para X1,X; € D e e > 0 arbitrarios, considere algum & < ¢. Portanto, se

|X1 _X2| < 6/
entao

[f(X7) = f(X2)] < kX7 = X3l
< kb
<e.

BCf.p.127.
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7.1.3 Regularidade das solucdes de (7.6) em relacao as condic¢des iniciais

Figura 7.2: Regularidade das solugdes

Seja f : D — R™ C*.2* Assim, se @(t,Xo) é a solucio do pvi (7.6), entdo existe uma vizinhanga
aberta U = U(Xy) de Xy e uma transformagdo Ck (dita “fluxo”) dada por

dr:UDX = @(1,X) €D (7.7)

onde T € R representa qualquer instante de tempo (t) admissivel. 2
Consequentemente, o fluxo ¢ de U para ¢.(U), ilustrado na figura 7.2,%7 é tio “suave” (C¥)
quanto a f.

Hsto 6, paracadaie{1,2,...,k}, existe (1) continua. Por exemplo,

3
f(X) = { )(63’ VX Z O,
—%, ¥x <0,

é C2, mas ndo C3. De fato,

que ndo é diferencidvel em x = 0.
2 Confira o ultimo capitulo de [Hirsch, Smale e Devaney (2004)].
26 A guisa de rigor matematico,

te [ IX).

XeU(Xop)

27 representa o estado do sistema num intervalode tempo (—¢, ) (com ¢ préximo de zero) e ¢ (U) repre-
senta o estado futuro (t > 0) ou passado (T < 0) dos pontos de U, T unidades de tempo para frente (t > 0) ou
para tras (t < 0).
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7.1.4 Fluxos, 6rbitas, espacos de fase, pontos criticos e estabilidade

o O sistema dindmico associado a equagdo (7.1), p. 127, é o conjunto dos fluxos ¢+ (obtidos
para cada condicdo inicial Xy € D e cada instante de tempo (t) admissivel).

o A trajetéria (partindo) de um ponto X € D (associada a equagdo (7.1)) é o subconjunto
de R™! dado por

{(t, pe(X)) : te}.28

Qualquer trajetéria associada a equagdo (7.5), p.130, tem forma helicoi-

dal.?

o A ¢rbita (partindo) de um ponto X € D (associada a equagdo (7.1)) é o subconjunto de
R™ dado por

YX) ={d(X) : te T}
= Im (o(t, X)).

O conjunto dessas 6rbitas (orientadas pela evolugdo temporal, isto é, do parametro t)
é o espago de fase associado ao sistema dindmico correspondente. Para n = 2, é comum
ilustrarmos o espaco de fase no IR? via um nimero adequado de 6rbitas tal que a evo-
lugdo temporal dos pontos do sistema esteja bem determinada.

Exemplo I
espaco de fase associado a equacéo (7.5) esta ilustrado na figura 7.1.3°

Observagﬁo' ) ) o ) .
utro modo de vizualizarmos a dindmica do espaco de fase é consi-

derarmos o campo de vetores associado a equagéo (7.1),*! ou seja, para cada X € D, con-
sideremos o vetor com ponto inicial X e ponto final X + F(X). Esse vetor representa a
velocidade (da solugdo de (7.1) que passa por X) no ponto X.

1. Para visualizarmos o campo de vetores associado a equagédo (7.5), podemos con-
siderar a figura 7.3.32

2. Para visualizarmos o campo de vetores associado a equacéo do péndulo (7.3),%

podemos considerar a figura 7.4, onde x = x; varia entre —m e 7, aproximada-
mente.3

Z8Para 0s nossos propésitos, focaremos apenas no conceito de “6rbita”.

2ICf. [Barbosa (2024)], fig. 2.6, p. 61.

30Cf. p. 130.

S1Ct. p.127.

32Compare as figuras 7.1 e 7.3.

3Ct. p.129.

340 restante do campo de vetores, ndo apresentado na figura 7.4, é periédico de periodo 27 em x.
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Figura 7.3: Campo de vetores associado a equagdo x” = —x, onde y = x’
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e Um ponto X* € D de um sistema dinamico (como definido no inicio dessa subsegdo) é
dito critico (ou fixo ou de equilibrio) quando, para cada t € I = I(X*),

$(X7) =X,

isto é,
(t,X*) = X*3

Portanto, como
de(t, X*)

S = fle(t,X)

paracadat € 1,36 temos
f(X*) =0. (7.8)

onsidere as solugdes de equilibrio dos modelos meet e cth (reduzido a
uma varidvel), estudados nas se¢des 6.2 e 6.3, respectivamente.

e Um ponto de equilibrio X* é dito (Lyapunov) estdvel quando, para qualquer vizinhanca
V C D de X* % existe alguma vizinhanga V; C V de X* tal que

Xo €V = $+(Xo) €V, Vt > 0em I(Xp),
conforme ilustramos na figura 7.5. X* é dito instdvel caso ndo seja estavel.

Figura 7.5: Estabilidade de X*

ela equacdo (7.8), podemos obter os pontos de equilibrio para os siste-

mas dindmicos associados a equacdo planar do péndulo (7.3) e ao oscilador harmonico
linear (7.5). A origem de R? é um ponto fixo estdvel para esses sistemas.®® Além
disso, no caso do péndulo, temos o ponto fixo estavel (2km,0) e o ponto fixo instavel
((2k—1)7,0), onde k € Z é arbitrario.® A estabilidade desses pontos nao é “assint6-
tica”, no contexto da seguinte definicdo:

5Ct.(7.7), p. 134.

36Cf. (7.4), p. 129.

370u seja, qualquer aberto V (em D) contendo X*. Em geral, nesse contexto, uma “vizinhanca” significa um
aberto arbitrariamente pequeno, como uma bola aberta de centro X* e raio r << 1. (Para Abertos em R™,
confira [Barbosa (2024)].)

38Confira os respectivos espacos de fase.

¥Por que?
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e Um ponto de equilibrio estdvel X* é dito assintoticamente estdvel quando a vizinhanga
V1 supracitada pode ser obtida tal que

Xo € Vi = lim ¢¢(Xo) = X5,
t—o0
conforme ilustramos na figura 7.6.

Figura 7.6: Estabilidade assintética de X*

1. Considere as solugdes de equilibrio do modelo cth (reduzido a uma varidvel),
estudado na secao 6.3.

2. Considere o sistema (em coordenadas polares) dado por
= (1—1)r,
§ = sen? (%) ,
onde, como estabelecido no inicio desse capitulo, e 0 representam dr/dte d0/dt,
respectivamente. Assim, temos apenas dois pontos fixos (em coordenadas pola-

res):
X7 =1(0,0) e X5 =(1,0).

Esses pontos estdo representados na figura 7.7, juntamente com trés outros pon-
tos representando uma condicao inicial Xy que pode estar no interior (0 < v < 1),

Figura 7.7: A origem é instavel

, T =0
/ >0,
j *T// ’//,\T‘*<O
| Xy e X3

na fronteira (r = 1) ou no exterior (r > 1) da bola aberta de centro em Xj e raio
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.20 Portanto, por um lado, como ® > 0, temos 0 crescente. Por outro, caso X,
esteja no interior (supracitado), temos © > 0 e, assim, r é estritamente crescente.
Logo, qualquer solucdo ¢(t, Xp) (em coordenadas polares), que inicie no interior,
espirala no sentido anti-horério, afastando-se de Xj, até atingir algum ponto da
fronteira (supracitada). Consequentemente, X é instavel. Agora, para analisar-
mos o que ocorre com pontos da fronteira, seja Xo um desses pontos. Nesse caso,
como * = 0, a solugdo ¢(t, Xp) (em coordenadas polares) percorre, a partir de
Xo, a fronteira (no sentido anti-horario), aproximando-se de Xj. Finalmente, resta
analisarmos a dindmica de solu¢des com condi¢des iniciais no exterior (supraci-
tado). Assim, caso X, seja uma dessas condi¢des, como T < 0, temos T estritamente
decrescente e, portanto, a solugdo ¢(t,xy) (em coordenadas polares) espirala (no
sentido anti-horario), até atingir a fronteira e convergir para X3. Contudo, embora
todas as solugdes do sistema convirjam para o ponto Xj (em coordenadas pola-
res), esse ponto ndo é estavel, no contexto da definicdo dada (em coordenadas
cartesianas).*!

7.1.5 Dinamica das solu¢des com condi¢des iniciais proximas de X*

Caso f(X), isto é, 0 segundo membro de (7.1),*? seja (no minimo) C? numa vizinhanca de um

ponto fixo X* isolado,*> podemos analisar 6rbitas proximas desse ponto, linearizando f(X)
em torno dele. De fato, considere a expansao de Taylor de f(X) em torno de X = X* dada

por

X = DFf(X*)(X — X*) + g(X), (7.9)
onde
ofy . .
Df(X*) = (a—Xj(X )) ,Li=1,...,n,

é a matriz n X n das derivadas parciais das componentes de f(X) em X = X* e
9(X) = f(X) = DF(X")(X =X

é o restante da expansdo supracitada consistindo dos termos de ordem no minimo 2. Con-
sequentemente, para X arbitrariamente préximo de X*, temos g(X) desprezivel e (7.9) apro-
ximada (linearmente) por

X =A(X—X"), (7.10)

onde A representa a matriz supracitada. Além disso, pela notacdo X := X — X*, podemos
escrever (7.10) da forma

X =AX,

que, por abuso de notacdo, serd denotada por

X = AX. (7.11)

40Cf. [Barbosa (2024)].

HJustifique!

42Cf.p.127.

#30u seja, X* ¢ o centro de alguma bola aberta que ndo contém outros pontos fixos.
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ara que o Unico ponto fixo de (7.11) seja X = 0 € R"™, devemos evitar casos

degenerados, considerando (doravante) A invertivel.** Portanto, cada ponto critico isolado
X* (do sistema dindmico associado a equagdo X = f(X)) é transladado para a origem, que
é o tunico ponto de equilibrio da linearizagao (7.11). Grosso modo, essas consideragdes (e
algumas da subsegdo 7.1.6) sdo o cerne do teorema de Hartman-Grobman, que é um resultado
bastante conhecido na drea de sistemas dindmicos, demonstrando que a dinamica das 6rbitas
préoximas de X* é “semelhante” a dinamica das 6rbitas préximas da origem (como ponto
fixo da linearizacao).

(7.5) é a linearizacao de (7.3) em torno de (2km,0), k =0,£1,+£2,..., 45 conforme

as figuras 7.3 e 7.4 ilustram. 46

7.1.6 Orbitas da linearizacio aproximando érbitas em torno dos pontos
de equilibrio do sistema ndao linear

Como vimos no capitulo 3, ao utilizarmos o método das séries de poténcias, podemos obter,
em particular, a (inica) solugdo

R >t x(t) =x0e* € R

para o pui
X = ax,
x(0) = xo,

1 1
at __ 2,2 3.3, ...
e —1+at+2!at +3!at +

é a bem conhecida série exponencial. Analogamente, demonstra-se que a curva parametri-
zada

onde

R >t X(t) =eX, € R®

é a solucdo do pui

X = AX,
X(0) = Xo,

onde:¥

- A é uma matriz n X n com entradas reais;

4“0u seja, det A # 0. Nesse caso,

AX=0= A"TAX=A"T0
— X =0.

45Cf. pp. 129-130.
46Cf. pp. 136-136.
47Cf. [Hirsch, Smale e Devaney (2004)].
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- A série exponencial

1 1
eN =T+tA + ZtzA2 + §t3A3 SEP (7.12)
converge no espago vetorial R™*™ das matrizes n X n reais, visto como isomorfo ao

2
espaco R™ dos vetores com n?

equivalente a euclidiana;*®

coordenadas reais, munido de qualquer norma | — |

- I é aidentidade em R™*™;

- AK é o produto de k fatores iguais a A;

o e[STUA — esARtA (Vg t € R);

- Caso A, B € R™™™ comutem, isto é, AB = BA, temos

etAetB _ et(A+B) (vt c IR),

- Derivando-se (7.12), temos

d (etA> — AetA

dt
= etAA;

- Para o sistema dindmico

(b = {q)t}tg][{

associado a equagdo (7.11), temos, para cada t € IR, o fluxo
R™ 3 Xy — di(Xo) = e"*Xp € R™,

ou seja,
Cbt — etA 49

#8Por exemplo, podemos considerar o isomorfismo

aj; ajz o+ Qin
a; azx -+ QApn 2
X
R™ ™3 } ) . ) — (a11,a12,...,011,021,022,.+.,02n,+++,An1,An2,..., Ann) ER™
an1 an2 -° Qnn

e a convergéncia
N

k
lim Z (t/]:) =etA

N

relativamente a norma euclidiana, que ocorre “componente a componente”, pois

. (at)k
1 — at
N kZ K€

converge em IR.
“'Note que, em relagio ao pvi (7.6) da pagina 131, aqui, I = Re D = R™.



142 CAPITULO 7. TEORIA QUALITATIVA

Préximo dos pontos de equilibrio, e'* esboca o espaco de fase

Caso A, ] € R™*" sejam semelhantes, isto €,

3P € R™" invertivel, dita matriz de mudanga de bases, tal que A = PJP~! 50

temos
k
Ak = (PP
= PJ*P".
Consequentemente,
£k
tA _ LAk
e’ = k!A

Me L[

I
!
Mg =%

()

! >
O

Pl

il
o

o 1

= Pet

Portanto, caso ] seja a forma de Jordan de A,! no lugar da linearizagdo (7.11) de X = f(X),
analisaremos a origem como ponto fixo do sistema Y = JY, onde Y = P~'X, assim obtido:

X=AX= X =APP X
dX

p1== = pTAPP X
AT

d /o -1 -1

= (PX) =P'AP (P'x)
Q@ (
= Y=]JV.

Como veremos no caso n = 2, pela mudanca de bases P, o fluxo @ = {e"} tegr € comprimido

ou alargado para o fluxo ¢ = {e** }te]R,Sz

de ] para os de A.

via rotag¢des (em torno da origem) dos autoespagos

A diagonalizavel

Nesse caso, como
M Zeros

Zeros An

50Cf. [Barbosa (2025)].
INesse caso, ] é a matriz diagonal por blocos que representa a estrutura dos autovalores, inclusive os genera-
lizados, de A. (Cf. [Barbosa (2025)].)

520y, equivalentemente, as 6rbitas associadas a Y = JY sdo comprimidas ou alargadas para as 6rbitas asso-
ciadasa X = AX.
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temos
r K
0 ik A Zeros
etA —P Z F " P*]
k=0 "\ zeros AK
tAq)k
y o, Wl zeros
—P p!
k
zeros P (tAkT})
etM zeros
=P P
Zeros ethn

z

Ainda nesse exemplo, caso o autovalor A; seja negativo, i = 1,...,mn, a origem de R™ é
assintoticamente estavel para o sistema dindmico ¢ = {etA } teR- De fato, para cada Xy, € R",

eth Zeros
lim e"*Xy = lim |P P X,
t—o0 t—o0 -
Zeros ethn
limy_s o et™M Zeros
1
Z€eros limg_, o et
= (PoP") Xo
= 0Xp
=0.

Por outro lado, caso todos os autovalores de A sejam positivos, a origem é instédvel, pois,
analogamente ao cdlculo anterior, temos

lim e"*Xy =0
t——00

lim HetAXOH = 00,
t—oo

ou seja, quando t — oo, aumenta a distancia entre o fluxo e"*X, e a origem.>

Caso planar (n = 2)

Para os nossos propdsitos, estudaremos apenas o caso n = 2 com suas quatro possiveis
formas de Jordan. Contudo, antes de examinarmos os espagos de fase obtidos para cada uma
dessas formas, consideremos a existéncia de um autovalor A de A com autoespago associado
unidimensional. Quando A for negativo (resp., positivo), diremos que esse autoespaco é uma
variedade (linear) estdvel (resp., instdvel) e o denotaremos por E® = E¥(A) (resp., E* = E*(A)).

3Como logo veremos, para que a origem seja instével, basta que um dos autovalores supracitados seja
positivo!
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Essa variedade é invariante pelo sistema dindmico ¢ = {eAt} tcrs €M outras palavras, caso
Xo seja uma condigdo inicial pertencente a E* (resp., E%), temos etrX, € ES (resp., EY) para
cada t € R. De fato,

Xo € E® (resp., EY) = AXy = AXp

— A*Xy =A"Xy, k=0,1,2,...
= "X =) A

k!
k=0

= Aktk

k=0
— eMX, € ES (resp., EY).

e A diagonalizidvel com autovalores reais e distintos>*
Seja
(Mo
L0 A )T

onde os autovalores A1 e A; sdo reais e distintos. Consequentemente, como A é diago-
nalizével,? temos

eth = petlp,

eMt 0
et] = ( 0 e?\zt ) .

Note que a 6rbita que passa pela condigdo inicial

Yo:(yo,1 ) c R?
Yo,2

com

(ndo nula) associada a equagdo
Y=]Y
é dada por

Y(t) = ey,
( YoMt ) (7.13)

At
Yo,2e"?

- Caso parabélico
Para AjA; > 0, (7.13) é uma curva parabdlica no plano OY;Y; da forma

|2 =y, M,

>4Confira o caso I das solugdes das edos lineares escalares de segunda ordem, p. 25.
Cf. p. 142.
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onde C é uma constante dependendo dos autovalores e da condig¢do inicial. De
fato, sem perda de generalidade, considere A; < A; < 0 e yp 2 # 0. Portanto,

)\ﬁ‘I?\z

yr (1)[A2) = ’90,16

= ‘90,16

A
Ml | g—alt|M

= [yo,1

Az
At A

Yo,

L Ml
|yo,2‘ 1

= Clyy(t)/M,

Algumas dessas orbitas estdo ilustradas na figura 7.8, para o caso A\; < A} < 0,
onde (0,0) é um tipo de ponto fixo conhecido como nd estdvel ou atrator positivo.
No caso A; > A1 > 0, podemos obter uma figura semelhante, mas com vetores
opostos aos da figura 7.8 e (0, 0) representando um né instdvel ou atrator negativo.
Em qualquer caso, todas as 6rbitas, exceto duas, aproximam-se (resp., afastam-se)
do no estavel (resp., instavel), tangencialmente a variedade associada ao autova-
lor de menor médulo, isto é, E*(A1) (resp., E*(Aq )).26

7

Figura 7.8: Campo de vetores associado a equacéo (x,1) = (—x, —2y)
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Note que, nessa figura, as variedades E’(A1) e E*(A;) sdo geradas pelos vetores
(1,0) e (0, 1), respectivamente. Além disso, na edo Y = JY dessa figura, temos

-1 0
] = < ) ) . (7.14)
Portanto, como ] é a forma de Jordan de, por exemplo,
0 -2
A= ( 1 3 ) , (7.15)

56 As duas excecdes ocorrem na variedade ES(A;) (resp., E¥(Ay)),i=1,2.



146 CAPITULO 7. TEORIA QUALITATIVA

podemos considerar a seguinte mudanca de bases
21
(1)

(%1,%2) = (—2x2,%1 — 3x2) %7 (7.16)

e a edo X = AX dada por

cujo espago de fase estd ilustrado na figura 7.9.

Figura 7.9: Campo de vetores associado a equacgao (%, ) = (—2y,x — 3y)

Note que, nessa figura, as variedades E¥(A1) e E*(A;) sdo geradas pelos vetores
(2,1) e (1,1), respectivamente, e, como na figura 7.8, todas as 6rbitas, exceto duas,
aproximam-se do no estdvel, tangencialmente a variedade E*(A; ).28 Além disso,
as Orbitas entre as variedades foram alargadas (resp., comprimidas), na regido do
espaco de fase onde as variedades formam um angulo obtuso (resp., agudo), em
relagdo as orbitas da figura 7.8. Por fim, (7.16) é a linearizagdo de algum sistema

X = f(X) em torno de um ponto critico X*. Por exemplo, a anélise do (comporta-
mento das Orbitas nas proximidades do) ponto fixo X* = (1,1) de

(1, %2) = (1= 2%+, 141 = 3% + ) (7.17)

é reduzida a anédlise da (dindmica orbital em torno da) origem, como ponto fixo
do sistema (7.16), transformado no sistema Y = JY, onde a matriz ], dada em
(7.14), é a forma de Jordan da matriz A, dada em (7.15).°

Podemos analisar a dindmica orbital do sistema (7.17), numa vizinhanca (sufici-
entemente pequena) de X* = (1, 1), pela figura 7.10, onde todas as 6rbitas, exceto

Confira a discussao sobre X = AX e j = JY, pagina 142.
58 As duas excecdes ocorrem na variedade ES(A;),i=1,2.
YCf. p.145.
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Figura 7.10: Campo de vetores associado a equacdo (%, ) = (1—2y +x%1+x—3y +y?)
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duas, aproximam-se de X*, tangencialmente a variedade ndo linear associada ao au-
tovalor de menor médulo de A.° Note que o espaco de fase da figura 7.10 (em

torno de X*) é semelhante ao da figura 7.9 (em torno da origem).
- Caso hiperbélico
Para AjA; < 0, (7.13) é uma curva hiperbdlica no plano OY1Y; da forma

A A
yr|M2 M = ¢ 8

(7.18)

onde C é uma constante dependendo dos autovalores e da condigdo inicial, e (0, 0)
é um ponto fixo instavel dito ponto hiperbélico ou ponto de sela, conforme ilustrado
na figura 7.11 para o caso A} < 0 < A, onde temos uma variedade estdvel e outra
instdvel, dadas por E*(—1) e E*(2), respectivamen’ce.62

Aqui, além da anélise (da equacdo Y = JY) feita, as equacdes X = AX e X = f(X)
podem ser analisadas de modo analogo ao que fizemos para o caso parabdlico.

Contudo, deixamos essa andlise adicional como exercicio para o leitor.

o A diagonalizdvel com autovalores reais e iguais

Seja
A0
=(53)
=AlL

onde o autovalor A é real. Consequentemente,

eth = petlp!,

60Gem entrarmos em maiores detalhes, é conveniente destacarmos a existéncia de duas variedades nio lineares
em torno de X*, que sdo, nesse caso, duas curvas que “passam” pelo ponto X*, cada uma delas tangente a sua
respectiva variedade linear. Na figura 7.10, apenas uma pequena parte dessas curvas, em torno do pontofixo,

estd delineada.
61 A prova é anéloga a apresentada no caso parabélico.
62Como podemos descrever o espago de fase para o caso A; > 0 > A5?
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Figura 7.11: Campo de vetores associado a equacao (x,y) = (—x, 2y)
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L] 173
com
At
e 0
etl = ( 5 oM ) 63 (7.19)
Observagoes I
- Como A = J,%* temos
eth = el (7.20)

- Qualquer condigdo inicial é um autovetor de A (associado ao autovalor A), ou seja,

Xy € R? = X, é um autovetor de A.%

- Como qualquer reta passando pela origem na diregdo de X, é invariante por e**

3Confira o caso “A diagonalizavel”, iniciado na pagina 142.

*4De fato,
A =Pp!
= P(AD)P!
=APP~!
=L
65De fato,
AXo = AIX

= AXo.



7.1. SISTEMAS DINAMICOS 149

Figura 7.12: Campo de vetores associado a equacgéo (%, ) = (—x, —y)
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e el 90 as 6rbitas associadas as equacgoes X=AXeY = JY sdo semirretas abertas
na origem.

- Para A negativo (resp., positivo), diremos que (0, 0) é um nd estrelado atrativo (resp.,
repulsivo), por “atrair” (resp., “repelir”) 6rbitas, conforme ilustrado na figura 7.12
para o caso atrativo.

e A diagonalizivel com autovalores complexos conjugados®”
Caso A tenha dois autovalores complexos conjugados, digamos A+ = o £ i3, com

B # 0, temos
(5 2)°
B o« )

tA ;
Portanto, o fluxo {e'*}, . é dado por
etr = PellP,
onde

ol _ pat cos 3t senft
N —senft cosPt /-

66De fato,

etAXO = et]Xo

= eAtXO

é um multiplo escalar de Xy, por (7.19) e (7.20).

7Confira o caso III das solucdes das edos lineares escalares de segunda ordem, p. 26.

%E importante observarmos que, embora essa matriz ] nao seja propriamente uma forma de Jordan, ela é
obtida ao considerarmos um autovetor V, de A (associado ao autovalor A ) e a matriz P = [R(Vy) T(VL)],

onde a parte real e a parte imagindria de V. so as colunas de P, pois ] = P~ AP. De fato, confira o capitulo 3
de [Hirsch, Smale e Devaney (2004)].
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De fato, considere | = «1+ 3B, onde

=(39)es= (5 0):

A sequéncia cujo k-ésimo termo é B¥ é dada por
B=1B'=B,B*=-1B°=-B,B'=1B°=B,B*=-I,B' =-B,...,
repetindo os quatro primeiros termos indefinidamente. Assim,

ol — ot(aT+pB)

Sl BB
:m( (Bt o, (BU s (BY' by (BES s )
2vI TR 5!

2! 3! 41 5!
(Bt)“ (Bt) (Bt)°
_ (( ' . _) (B i 1B _...>B)
= e™((

(BU?, (BU°, , (BU  (BY)° B_...)
((cos Bt)I+ (sin Bt)B).

- Caso eliptico
Quando & = 0, as solucdes de Y = JY (resp., X = AX) sdo circunferéncias (resp.,
elipses) de centro em (0,0), percorridas no sentido anti-horério (para 3 > 0) ou
horério (para B < 0), com espaco de fase semelhante ao da figura 7.1,%Y para o

caso 3 < 0. As 6rbitas circulares sdo obtidas pois, ao considerarmos uma condi¢do

inicial ndo nula
YO — ( Yo,1 )
Yo,2

e o fluxo
Y1 (t) > t]
=eY,
< ya(t) 0
_ ([ Yo,cosPt+ypzsenft
~ \_ —Yo,15en Bt +1yp cos Bt
temos

y% +y% = (yo,1 )2 (cos2 Bt+ serﬂit) + (yo,z)z (senzﬁt + cos? Bt)

2
= (\/(y0,1)2+ (90,2)2> -

Por outro lado, pela mudancga de bases P, as 6rbitas elipticas sdo obtidas das cir-
culares.

89Cf. p. 130.




7.1. SISTEMAS DINAMICOS 151

- Caso espiralado

Quando a amplitude o é negativa (resp., positiva), as solugdes de Y = JY e X = AX
sdo espirais convergindo para a (resp., divergindo da) origem e, assim, diremos
que (0,0) é um foco atrativo (resp., repulsivo) ou um ralo (resp., uma fonte). Para 3 >
0 (resp, B < 0), as Orbitas sdo percorridas no sentido anti-horério (resp., horério) e
ditas espirais levogiras (resp., dextrogiras), conforme a figura 7.13, onde ilustramos
um campo de vetores de Orbitas dextrogiras (afastando-se de uma fonte) e trés
dessas orbitas.

Figura 7.13: Campo de vetores associado a equagdo (x,y) = (x +y, —x+y)

e A nio diagonalizavel”’
Nesse caso, A tem um autovalor generalizado A € R (com um autoespago genera-
lizado unidimensional associado, podendo ser E* (para A < 0) ou E* (para A > 0))

e
_ (A O0\~n
(1)
Consequentemente, como
A2 0 Ao
J°=LJ1=LJZ=(2)\ z2 )1132(37\2 X ),etc.,

temos o fluxo

e =Pe’P t € R,

7OConfira o caso II das solugdes das edos lineares escalares de segunda ordem, p. 26.
71Cf. [Hirsch, Smale e Devaney (2004)].



152 CAPITULO 7. TEORIA QUALITATIVA

com
=3 L
T 4=
k=0

— t</ Ak 0

=1 k! ( KAKT Ak )
k=1

|

=1+) ( AT () )

k=1 (k=11 k!

B eM 0
t e}\t e)\t :
Portanto, para uma condigdo inicial Yy arbitrdria e A < 0, temos

lim €Y, = (0,0).

t—=to0 0 ( )

Pontos criticos como a origem, nesse contexto, sdo ditos nds degenerados atrativos (resp.,
repulsivos) quando A < 0 (resp., A > 0), onde essa atracdo (resp., repulsdo) orbital
que a origem “exerce” é tangencial a variedade E® (resp., E*), conforme ilustramos na
tigura7.14 (paraY =JY e A > 0).

Figura 7.14: Campo de vetores associado a equagdo (x,y) = (x,x+y)
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Identificacdo gréfica do tipo de ponto fixo, ou seja, da dinamica orbital ao redor dele

A identificagdo supracitada é feita pela figura 7.15. De fato, vimos que, apds a obtencdo dos
pontos de equilibrio de um sistema nao linear X = f(X), segue a andlise do espaco de fase
a eles associado e, em particular, da dindmica das 6rbitas ao redor dos pontos supracitados.

Assim, se
a b
(88
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Figura 7.15: Tipos de pontos criticos, conforme posigdo dos pontos (D, T)

T
noés instaveis: A >0, D >0e T >0
nos degenerados/estrelados: A = 0

fontess A< 0,D>0eT>0

pontos de sela: D < 0 centros: A< 0eT =0 D

ralos: A< 0,D>0eT<0

nos degenerados/estrelados: A = 0

noés estaveiss A >0,D >0eT< 0

¢ a matriz da aproximagdo linear de f(X) em torno do ponto fixo X*, entdo, como

a—A b 32
o da '_)\ —(a+d)A+ ad —be,

temos que

A

_T-VT-4D , _T+VT2-4D
- 2 o 2

sdo os autovalores de A, onde T = a+b e D = ad — bc # 0 representam o trago e o deter-
minante de A, respectivamente. Além disso, considere o discriminante A = T> — 4D e o plano
onde OD e OT representam os eixos das abcissas e ordenadas, respectivamente, conforme
a figura 7.15. Consequentemente, caso (D, T) e A tenham sido calculados para a matriz A,
note que:

- Se A = 0, ou seja, T? = 4D, isto é, (D, T) pertence ao lugar geométrico dos pontos do
plano representado pela parédbola D = ;T2 com vértice na origem e concavidade para
a direita, entdo X* é um no estrelado ou degenerado, pois A4 = % ;

- Se D < 0, ou seja, (D, T) pertence a regido dos pontos do plano que estdo a esquerda
do eixo OT, entdo X* é um ponto de sela, pois A_A; < 0;

- Se A > 0 (ou seja, T2 > 4D, isto ¢, D < JTTZ), D >0eT> 0 (resp., T < 0), em outras
palavras, (D, T) pertence a regido dos pontos do plano que estdo no primeiro (resp.,
quarto) quadrante, entre o eixo OT e a parabola supracitada, entdo X* é um noé instavel
(resp., estavel), pois A_A, > 0;

- Se A < 0 (ou seja, T2 < 4D, isto é, D > JTTZ), D >0eT> 0 (resp., T < 0), em outras
palavras, (D, T) pertence a regido dos pontos do plano que estdo no primeiro (resp.,
quarto) quadrante, na parte concava em que a pardbola supracitada divide o plano,

entdo X* é uma fonte (resp., um ralo), pois A+ sdo complexos conjugados com parte
real ndo nula;

- SeA<0eT=0,ouseja, (D, T) pertence ao semieixo positivo das abcissas, entdo X* é
um centro, pois A+ sdo complexos conjugados com parte real nula.
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Orbitas em torno de pontos fixos associados a equagio X = f(X) n-dimensional, n > 2

Nesse caso, a dindmica das 6rbitas pode ser “cadtica”.”? Por exemplo, o atrator de Lorenz esta
ilustrado na figura 7.16, onde o comportamento de longa duracdo de uma 6rbita tridimen-
sional (associada a equagdo do modelo) é representado como uma “borboleta”, sendo que
essa Orbita percorre as “asas” dessa borboleta em torno de dois pontos fixos instaveis, um
em cada asa.”® Por outro lado, sistemas dindmicos bidimensionais sio bem comportados,

Figura 7.16: No atrator de Lorenz, para t suficientemente grande, as 6rbitas percorrem o tracado de
uma “borboleta”, contornando dois pontos fixos instaveis, um em cada “asa”

50
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nao apresentando comportamento “caético”. De fato, pelo teorema de Poincaré-Bendixson,”*

o unico tipo de 6rbita diferente de um ponto fixo, contida numa regido limitada do plano e
que pode atrair ou repelir outras érbitas dessa regido quando t — oo, é uma drbita periddica.
A proéposito, uma solugdo @ (t) de X = f(X) é dita periddica quando existe algum real positivo
T tal que

e(t+T)=o(t),

para cada t pertencente ao dominio de ¢. Nesse caso, diremos que ¢(t) é T-periddica e, caso
ndo exista T € (0, T) com ¢(t) T-periddica, o periodo T é minimo.

720 conceito matematico de caos em sistemas dindmicos é bem trabalhado em, por exemplo,
[Wiggins (2003)], [Hirsch, Smale e Devaney (2004)] e [Sternberg (2015)].

73Esse “atrator” foi descoberto em 1963, pelo meteorologista americano do MIT chamado Edward Lorenz,
enquanto procurava padrdes atmosféricos convectivos num modelo climatico. Ele simplificou (considera-
velmente) as equagdes diferenciais parciais do modelo, obtendo uma equagdo X = f(X) tridimensional. Para
um estudo dessa edo e do comportamento caético de suas 6rbitas em torno de seus pontos fixos, confira
[Oliveira (2023)], que é um TCC baseado no capitulo 7 de [Kaper e Engler (2013)] e na analise (do capitulo
supracitado) feita em [Barbosa (2023)].

74Cf. [Hirsch, Smale e Devaney (2004)].
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1. Qualquer 6rbita ndo nula associada a equagdo (7.5) (do oscilador harmonico linear) é
2km-periddica, k =1,2,..., com periodo minimo dado por T = 2n7s

2. Considere a edo escalar de segunda ordem, ndo autdnoma,’® dada por
X+ 2Bx+x=7vycoswt, B € (0,1),” (7.21)

que modela o oscilador harmonico amortecido com forcamento T-periddico, onde T = 27t/ w.”8
Portanto:

- A expressao
x(t) = acoswt+bsenwt+ e PtcicosAt+crsenit), t € R,
é uma solucdo de (7.21) se, e somente se,
A=+1-p?

e as constantes a e b sdo dadas por

(I—wfy | 2Bwy
(1—w?)? +4p2w?  (1—w?)”+4p2w?’

respectivamente.”

75Cf. p. 130.

76Confira o segundo item da nota de rodapé da equagao (7.1), p. 127.

"7Essa edo escalar de ordem n = 2 pode ser transformada num sistema X = f(X), X = (x1,x2). (Cf. p. 128.)
78Esse modelo é semelhante ao do sistema massa-mola com forcamento. (Cf. (4.9), p. 83.)

7De fato, x + 2Bx + % é igual a

acoswt+ bsenwt+e Pt(cy cosAt + ¢z senAt)

+
23 (w(fasen wt+ beoswt) +e PY((—B)(ci cosAt + ¢z senAt) + A (—cg senAt + ¢ cos?xt)))
+
(—wz) (acos wt+ bsen wt)
+
e Pt (((52 — ?\2> (c7 cosAt+ ¢ senAt) + (—2PA)(—cq sen At + ¢ cos At)) ,
que é igual a
a (cos wt—2Bwsen wt — w?cos wt)
+

b (sin wt+2Bwcos wt — w?

sen wt)
Jr
e Bt ((1 — 2B+ B2 _}\2) (c1cosAt +cpsenAt) + (23 —2B)A(—cy sen At + c; cos ?\t)) ,

que é igual a
Y cos wt.
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- A edo (7.21) tem uma tnica solucgdo periddica xy(t) e todas as outras solugdes
x(t) convergem para x0(1),% conforme ilustramos na tigura 7.17, para 3 = % e
Y = w = 1 em (7.21). Nessa figura, temos duas 6rbitas, com condi¢des iniciais
dadas por (0,0) e (3, 3), espiralando em torno da 6rbita periédica circular.

Figura 7.17: Orbitas espiralando em torno de uma 6rbita periédica circular

dx/dt

7.2 Teoria de bifurcacoes

onsidere que as componentes de A = (Ay,...,Ay) representam k parametros reais, onde
Consid tesde A = (A A tam k t de k
pode ser, inclusive, igual a 1. Uma bifurcagio ocorre quando o sitema dinamico associado a
equagao autonoma

X = f(A, X) (7.22)

apresenta uma mudanga qualitativa no seu espaco de fase para A = A¢. Isso pode significar
que, quando A assume o valor Ay, o niimero de pontos de equilibrio aumenta ou diminui,
e/ou algum ponto fixo ou 6rbita periddica deixa de ser estdvel ou instdvel, uma 6rbita pe-
riddica (atrativa ou repulsiva) surge ou desaparece no lugar de um ponto fixo, etc.

os modelos meet e cth (unidimensional) do capitulo 6, vimos que o tipo de

estabilidade das solu¢des de equilibrio e o ntimero delas sao alterados quando os parame-
tros daqueles modelos ultrapassam determinados valores.5!

Observagoes I

80De fato, caso xo(t) seja a solucdo para ¢ = ¢y =0, xo(t) é periédica e qualquer solugdo nédo periddica x(t)
converge para xo(t) quando t — oo.
81Cf. pp. 115e 124.
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- Como antes, um ponto de equilibrio X = X* (associado a equagao (7.22)) é uma solugao
da equacdo
f(A, X) =0. (7.23)

- Agora, a existéncia e a estabilidade de X* também dependem de A.
- Para o caso escalar, denota-se a equagao (7.22) por
x = f(A,x). (7.24)
Logo, ¢(t) é uma solugdo de (7.24) se, e somente se,

do _

T f(A, @(t)), (7.25)

para cada t pertencente ao dominio de ¢.52

- Existem “trocentos” tipos de bifurcag()es.83 Nessa segdo, contudo, sdo apresentados
apenas quatro exemplos para o caso escalar e trés para o caso vetorial, além de re-
sultados que podem ser utilizados para a anélise de bifurcagdes.3* A propésito, para
um exemplo de bifurcacao relacionada com o modelo cth,?® reduzido a equacio (7.22)
bidimensional,®® confira a secio 7.3.

7.2.1 Bifurcacao transcritica
Para todo A € R, considere

f(A,x) = Ax — %2
=x(A—x)

em (7.24) e, para obtermos cada ponto fixo x*,
f(A,x) =087
Assim, x* € {0, A}, onde denotaremos x] = 0 e x5 = A.

- CasoA <0
X5 < x] e podemos considerar o grafico de f(A,x) (em func¢do de x) como ilustrado na
figura 7.18, para estudarmos o seu sinal.

Caso ¢(t) satisfaca a equacgdo (7.25), note que

et) <A=f(A(t)) <0
do
— <0
— at <
— (t) decrescente,

82Confira as duas primeiras paginas do capitulo 1.

83Muitos tipos, inclusive, com denominagdes préprias.

84Para um estudo mais aprofundado de bifurcagdes e dos resultados supracitados, confira, por exemplo,
[Hirsch, Smale e Devaney (2004)] e [Sternberg (2015)].

8Cf. cap. 6.

86Nesse caso, X = (x1,%2).

87Cf. (7.23).
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Figura 7.18: Caso A < 0

f(A, %)

/XE/NR |

de
— >0
- It >
— @(t) crescente

P(t) >0=f(A @) <0

de
— 20
at =

— @(t) decrescente.

Consequentemente, x] é (assintoticamente) estdvel e x; é instavel.

- CasoA >0
X} < x; e podemos considerar o grafico de f(A,x) (em funcdo de x) como ilustrado na
figura 7.19, para estudarmos o seu sinal.

Figura 7.19: Caso A >0

f(A, %)

ﬁmi |

Caso @(t) satisfaga a equacgao (7.25), note que

de
t 0 — <0
e(t) < :>dt<

— @(t) decrescente,

do
t A —
o(t) € (O,A) = T

= @(t) crescente
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do
) >A= — <0
o(t) > = 5 <

— @(t) decrescente,

Consequentemente, x] é instavel e x; é (assintoticamente) estavel.

- CasoA =0
xi = 0,1 = 1,2, e podemos considerar o gréafico de f(A,x) (em func¢do de x) como
ilustrado na figura 7.20, para estudarmos o seu sinal.

Figura 7.20: CasoA =0

Caso ¢(t) satisfaga a equagao (7.25), note que

do
cp(t)<0=>a<o

— @(t) decrescente.
Consequentemente, x* é instavel.

Em suma, ocorre uma mudanga qualitativa na dindmica das érbitas do espago de fase (eixo
x) em Ag = 0:38

- Para A < 0, as 6rbitas convergem para o ponto fixo estdvel x* = 0 e divergem do ponto
tixo instdvel x* = A.

- Para A > 0, as 6rbitas convergem para o ponto fixo estavel x* = A e divergem do ponto
fixo instavel x* = 0.

Para uma vizualizagdo dessa mudanca, considere o diagrama de bifurcagdo da edo, ou seja, os
graficos
A= x](A) =0

Ao xE(A) = A,

conforme a figura 7.21.
Note que, qualquer reta vertical intercepta os gréficos supracitados nos pontos fixos para
um dado pardmetro A.

8Um ponto (Ao, x*(Ao)) onde ocorra uma mudanca qualitativa (no espago de fase) é dito ponto de bifurcagio.
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Figura 7.21: Diagrama de bifurcagéo de x = Ax — x?

x*(A)

estavel
----- instavel

Definicao
-Chamamos as partes do diagrama de bifurcagdo de uma edo onde x* seja uma

funcdo de A, isto é, x* = x*(A), de ramos de solucdes. Especificamente, um ramo de solugdo é
um subconjunto de
{(A,x) : f(A,x) =0}

que pode ser escrito na forma
A gN) = Aed),

onde g é uma fungio suficientemente suave num intervalo I, ou seja, g é C* em I, para al-
gum k tal que o gréfico de g seja continuo e ndo apresente “quinas” ou “varia¢des abruptas”.

Exemplo ) )
ara a bifurcagdo transcritica, seus ramos sdo dados por

{AX") :x* =0, A< O} J{(A\,x*) : x* =7, A <0}

@)

{(Ax*) : x*=0,A>0HJ{AX") : x* =A, A > 0}.

A existéncia da g supracitada decorre do teorema da fungdo implicita,®” para

pontos suficientemente préximos de (A, x*) onde
{ f(A,x*) =0,
(A, x*) £0.
Consequentemente,

{ (A, x*) =0, (726)

A A x")=0
€ uma condic¢do necessdria para que ramos de solu¢des possam se interceptar, em outras pa-
lavras, qualquer ponto onde a condigdo (7.26) seja vélida é candidato a ponto de bifurcagao.

89Cf. [Hirsch, Smale e Devaney (2004)] e [Sternberg (2015)].
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ara a bifurcagdo transcritica, como (7.26) é dada por

x*(A—x*) =0,
A—2x" =0,

o candidato a ponto de bifurcacdo é
(A, x") = (0,0).

De fato, como vimos, esse é o ponto de bifurcacao.

7.2.2 Bifurcacao sela-né

Para A € R arbitrario, considere
fAX) =A+x?

em (7.24) e, para obtermos cada ponto fixo x*,
f(A,x) = 0.%
Assim, x* € {0, £1/—A} existe somente para A < 0. De fato,

A2 =0=x*=—-A
== x = E£VvV-—A.

Portanto, ao considerarmos os espagos de fase para A < 0, conforme a figura 7.22, e uma

Figura 7.22: Espacos de fase (no eixo das abscissas) para x = A +x?

f(A, %)

solucdo ¢ (t) satisfazendo (7.25),°! temos, por um lado,

p(t) < —vV-A= f(A @(t)) >0
de
— >0
== It >
— @(t) crescente

NCt. p.157.
Ndem!
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e
@(t) > —vV-A = (A, @(t)) <0
— i—f <0
— (t) decrescente,
ou seja, x* = —y/—A é estavel. Por outro,
e(t) < VA= (A, 9(t) <0
— C:l—(f <0
=— @(t) decrescente
e

e(t) > VA= f(A@(t)) >0
de
— E >0
— @(t) crescente,

isto é, x* = y/—A é instavel. Além disso, x* = 0 é (claramente) instavel e, como

é 0 tnico candidato para ponto de bifurcagdo.’

fr(A, x) = 2x
—0,

2

Figura 7.23: Diagrama de bifurcagdo para x = A + x?

Ao =0 A
—— estdvel
---- instavel

Em suma, existem dois pontos fixos para A < 0: x* = —+/—A (estavel) e x} = \/—A (instavel).
Esses pontos se fundem num tnico ponto fixo instdvel em Ay = 0 e deixam de existir para
A € (0,4+00), conforme o diagrama de bifurcagdo da figura 7.23.

92Cf. (7.26), p. 160.
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7.2.3 Bifurcacao forquilha supercritica

Para A € R arbitrario, considere
f(A,x) = Ax—x>
=X (7\ — x2>
em (7.24) e, para obtermos cada ponto fixo x*,
f(A, x) = 0.2
Portanto, temos x* € {O, +v/A }, onde:
- x* = 0 existe para cada A € R;
Xt =Xt = ++/A existem para cada A > 0.

Agora, ao procedermos como nas subse¢des 7.2.1 e 7.2.2, podemos estudar os sinais dos
gréaficos de f(A,x) em fungdo de x, como ilustrados na figura 7.24, onde consideramos trés
valores para A (um positivo, outro nulo e um negativo). Assim, para A > 0, X7} sdo estaveis e

Figura 7.24: Gréficos de f(A, x)

(A, x)

| *

—A<O0
—A=0
—_—A>0

x* = 0 éinstavel, enquanto que, para A < 0, x* = 0 é estavel. Além disso, para confirmarmos
que Ap = 0 é um ponto de bifurcacdo, basta considerarmos

(A, x) =A—3x%
=0,

juntamente com (7.26),”* e o diagrama da figura 7.25.

%Cf.p.157.
94Cf. p. 160.
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Figura 7.25: Diagrama de bifurcagdo para x = Ax — x>

Ao =0 A
— estdvel
---- instavel

7.2.4 Multiplas bifurcacoes
Para (A, x) € (—1,1) x (-3, 3), considere

fAX) = Ax+x>—%°
=X (7\ +x2 — x4>
em (7.24) e, para obtermos cada ponto fixo x*,
f(A,x) = 0.0

Portanto, temos

1TE£vV1+4A

* 0, £ p
X € 7

onde x* = 0 existe para —1 < A < 1, enquanto que os outros pontos fixos existem para
_JT < A < 1.2 Note que, nesse caso, a condi¢do x* € (—3/2,3/2) continua valida.”” Conse-
quentemente:

=T <AL —}1 — existe um tnico ponto fixo: x* = 0;

A= —}1 — existem trés pontos fixos: x* € {0, :i:\/; } ;

Cf.p.157.

%De fato, considere a equagao biquadrada x* —x?

— A = 0eamudanga de varidveis x* = t. Logo,

1+1+4
tz—t—}\:O:>t:%)\,

paral+4A>0e—-1 <A< 1.
97De fato,

<A<T <0< T+4A<5
& 0< V1+4x < /5.

EN -
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- —1 <A < 0 = existem cinco pontos fixos para cada tal A;

- A = 0 = existem trés pontos fixos: x* € {0, £1};
- 0 < A < 1 = existem trés pontos fixos para cada tal A: x* & {O, 44/ A VZHM‘}

(Assim, o nimero de pontos fixos muda trés vezes quando A varia entre —1 e 1.)

Agora, como nas trés subsec¢des anteriores, queremos analisar a estabilidade dos pontos
tixos pelo estudo de sinais do gréfico de f(A,x) em fung¢do de x, onde, aqui, consideramos
Ae{-1/2,-1/4,—-1/5,1/2}

f(—1/2,)

Portanto:

.X*

= 0 é instavel (resp., estavel) para A < 0 (resp., A > 0);
- cada x* é instdvel para A = —0, 25;

- 0s pontos fixos mais distantes (resp., préximos) de x* = 0 sdo instédveis (resp., estaveis)
para —0,25 <A < 0;

- 0s pontos fixos ndo nulos sdo instdveis para 0 < A < 1.

Por outro lado, para os candidatos a ponto de bifurcagdo, considere fy (A, x) = 5x% —3xZ —A
e note que

1 1
fX(O,O) =0e Ty (—Z, :Fﬁ) =0.
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Figura 7.26: Diagrama de bifurcagéo para x = Ax + x> —x°

O¢------r-

Toda essa andlise, juntamente com as equacgdes x = 0 e A +x*> —x* = 0, acarretam o diagrama

de bifurcacdo da figura 7.26, onde (x*,A) ( /£ \[ A/ 1+\f )
7.2.5 Bifurcac¢des para campos vetoriais planares

Observagoes I

- Para essas bifurcacdes, considere

na edo (7.22).°

- Analogamente a equacao (7.26),1% (A, X*) é candidato a ponto de bifurcagdo quando

f(A,X*) =0,

{ det(DF(A, X)) =0, (7.27)
conforme [Kaper e Engler (2013)].
Ao considerarmos
[ A= X% +xX1X2
FAX) = ( X3 —2x1%)
na equagao (7.23),'%! os pontos fixos sdo obtidos via

A—x%%— x1x2 = 0,

{ x% — 2x1x2 = 0 (7.28)

%Note que os eixos do diagrama de bifurcacdo dessa figura estdo invertidos em relagio aos dos diagramas
de bifurcagéo das trés subsec¢des anteriores!
PCf. p. 156.
100¢t. p. 160.
101¢ct. p. 157.
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Portanto, pela adi¢do das equagdes de (7.28), temos

A—x1x2 =0,
ou seja,
X1X2 = A, (7.29)
que, ao ser substituida na primeira equacdo de (7.28), resulta em
X5 —2A = 0.

Consequentemente, para A > 0, temos

X1 = +V2A
e, por (7.29),
A
X) = +——
2T
V2A

=+
onde x; e x; tétm 0 mesmo sinal. Assim, o ponto fixo
x = (X
X
V2A
I
2
existe apenas para A > 0. Dentre esses pontos, os possiveis pontos de bifurcagdo sdo obtidos
pela segunda equacdo de (7.27). Portanto, como

27 +%5 X )
* * * s
2xy —2x;  —2x3

Df(A, X*) = (

temos que
det Df(A, X*) = 2(x})?
= 4N
énulo apenas para A = 0, isto é, para X* = 0. Agora, para analisarmos a geometria do espago
de fase nas proximidades da origem (em fungéo de A), sejam T e D como na figura 7.15.102

Logo, para A > 0,
D = det Df(A, X*)

é positivo, como acabamos de calcular. Além disso,
T = trago(Df(A, X*))
= —4x] + %5

7 =

T2 —4D = <§—16)7\

é positivo. Consequentemente, como D > 0, os autovalores de Df (?\,Xi) sdo reais (de
mesmo sinal) e os pontos fixos X% sdo nés: X7 é estavel (T < 0) e X* é instavel (T > 0).

e o0 discriminante

102¢Cf. p. 153.
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Bifurcacao de Hopf
Considere a edo

2 2

{ X1 = X1 (A—X%—X%) + X2,
X2 :x2(7\—x1 —xz) —X1.

Nesse caso, ao considerarmos

(A =xE—=x%) +x2
fFAX) = ( x2(A—x§ —%3) —xg

na equagio (7.23),'% os pontos fixos sdo obtidos via

x1(A—xf—x3) +x2 =0,
xz(?\—x%—xz) —x1 =0.

(7.30)

(7.31)

(7.32)

Assim, da soma da primeira equagdo de (7.32), multiplicada por x;, com a segunda, multi-

plicada por x;, podemos obter, via coordenadas polares, ou seja,

x% + x% = rz,

a equagao
2 (?\ — r2> =0.

Portanto, para os pontos fixos (em coordenadas polares), as seguintes condi¢des sao validas:

- 1" =0 paratodoA € R;

- 1% = 0 é o0 tinico ponto fixo para A < 0;

-r* e {O, \/X} para A > 0.104

Para analisarmos a estabilidade/instabilidade desses pontos fixos, vamos considerar as de-

rivadas temporais (t) de

= \/x%—kx% e 0 = arctan(x,/x1).

Consequentemente,
d (/> 2)1/ 2
T = — X X
dt (( 1%
1 2 2 —1/2 . .
=5 <x1 —|—x2> (2x1%7 + 2x2%2)
2.2 22
(g +xg) A—x1—x3)
N 2 2\1/2
(x7 +x3)
B r2 (A— rz)
— - ,
105Cf. p. 157.

104Como r > 0, desconsideramos a raiz —v/A.
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onde utilizamos (7.30) na pentltima igualdade, de cima para baixo. Note que

F=Ar—1°
estd associada a bifurcacdo forquilha da subsegdo 7.2.3, com r no lugar de x e diagrama de
bifurcacdo sem o ramo r = —+/A105 Por outro lado, note que

0= i(alrc’can(xz/m )

dt
_ 1 X2X1 — X2X1
- 2 2

1+ (x2/%1) Xq

2 22

. W B
2.2 2

X7+ X5 X9

=—1

(onde, na pentltima igualdade, de cima para baixo, utilizamos (7.30)), cuja solucdo é dada

por
B(t) = —t + cte,

com cte constante. Assim, em coordenadas cartesianas, isto é,

X1 =71cos0 e x; =rsenb,

« (X
X‘(@)

:\/X< cos(—t + cte) )

sen (—t + cte)

os pontos fixos sdo dados por

que € a origem, para A = 0, e uma circunferéncia (6rbita peridédica circular) de centro na
origem e raio VA, para A > 0.1 Além disso, pela andlise do ponto de bifurcacio (em
coordenadas polares) que fizemos, X* = (0,0) para A < O e resta analisarmos a dindmica
das o6rbitas nas proximidades da origem, linearizando f(A, X) em torno dela e utilizando a
figura 7.15.1% Portanto, como o polindmio caracteristico de

mmxﬂ:(f1;>

det(Df(A, X*) — 01) = €% — 2A0 + A% + 1,108

seus autovalores sdo dados por

é dado por

A2

2
=Axi

¢

Além disso, como A = —4, T =2 Ae D = A + 1, temos:

105Uma figura representativa desse diagrama pode ser obtida da figura 7.25, sem o ramo x = —/A.
106N ote que o raio dessa circunferéncia é (estritamente) crescente para A > 0.

107Cf. p. 153.

198 representa a matriz identidade 2 x 2.
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- A < 0 = as 6rbitas espiralam, aproximando-se do ralo X* = (0, 0);

- A > 0 = as Orbitas limitadas pela 6rbita periddica (circular) espiralam, afastando-se
da fonte X* = (0,0) e aproximando-se da 6rbita periédica “por dentro”, ou seja, pelo
interior da regido delimitada por ela. Todas as outras Orbitas espiralam ao redor da
Orbita periddica, “por fora”.

Para uma vizualizagdo tridimensional dessa bifurcagdo, confira a figura 5.8 da pagina 73 de
[Kaper e Engler (2013)]. Se acrescentarmos, a essa figura, um plano perpendicular ao semi-
eixo positivo dos valores de A, teremos uma dinamica similar a da figura 7.17 da pagina 156
desse capitulo.

7.3 De volta ao modelo de duas caixas

O sistema (6.17),'% representado como uma edo vetorial de primeira ordem no exemplo
da pagina 128! serd reduzido a um sistema bidimensional e analisado sob o prisma das
secdes 7.1 e 7.2.

7.3.1 Stommel

Embora existam muitos tipos de modelos de duas caixas (2-box models), semelhantes ao dessa
se¢do, faremos uma andlise baseada no modelo original, idealizado pelo oceanografo e me-
terologista americano Henry Stommel em 1961.1! Assim como Stommel, vamos considerar
que H (ou seja, o fluxo virtual de sal na superficie oceanica para compensar a evaporagao
na caixa 2, precipitagdo na caixa 1 e troca salina com as fronteiras (das caixas)) seja nulo e
trocas de sal e temperatura ocorram apenas com as fronteiras. Portanto, as constantes c e d
continuam positivas e (6.17) é dado por

dT

—1— (T — A

o = ¢(-T"=Ti) +qlAT,

dr, \

a4 = c(T"=T2) —lqiaT,

i (7.33)
1 *

=1 _q(-s*— A

7 = 4(=5"=S1)+ldlas,

ds;

=2 _ 4(S* —S;) —|qlAS.

7~ 487 —52)—qlAS

7.3.2 Reduzindo a dimensao
Médias das anomalias

Para reduzirmos (7.33) a um sistema bidimensional, podemos considerar, como na subse-
¢do 6.3.1, as médias

Ti+T1 o S1+S; 112
2 2

19¢Cf. p. 120.

110 Agora é 0 momento adequado para o leitor revisar as hipéteses da construgio do modelo cth da subse-
¢d06.3.1.

HICE, [Stommel (1961)].

H2¢f. (6.11), p. 118.
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Portanto, como na subsecao supracitada, temos

d (T] ‘f—Tz) B T] —f—Tz

at\ 2 2
— (o) (T1 -;Tz)

i S1+S; _S1+Sz
2 2

dt
. S1+S;
=(=d) <T) ‘

Assim, para cte constante e t — oo, as médias

T+T S S
ﬁzL 2 _ctee "t e ]er Z _ctee 4t

convergem para 0,113 que ndo é uma informacdo relevante, pois, como H = 0, o sistema nao
é fechado, em outras palavras, hd perda de massa (salinidade) e energia (térmica).

Bidimensionaliza¢ao viaAT =T, — Ty e AS=S5; —§;4

Nesse caso, o sistema (7.33) é dado por

AN =11
= c (2T — AT) — 2|q|AT,
d _ . (7.34)
E(AS) =5,—§;
= d (28" — AS) — 2|q|AS,
onde
q = k(AT — BAS), (7.35)
por (6.16).114

7.3.3 Adimensionalizando as varidveis, alterando a escala de tempo e di-
minuindo o nimero de constantes

Na subsec¢do 6.3.1, onde o sistema é reduzido a uma edo escalar, concomitantemente, suas
variaveis e constantes sdo adimensionalizadas e suas quantidades sdo diminuidas, para que
a andlise do sistema também seja simplificada. Adotaremos, agora, o mesmo procedimento.
Contudo, munidos do conhecimento adquirido nesse capitulo, ndo precisamos transformar
(7.34) numa edo escalar. Assim, para

_AS AT
AT RS

e T:=ct,

H3Confira a secio 1.1.
H4ct. p. 119.



172 CAPITULO 7. TEORIA QUALITATIVA

podemos reescrever (7.34) como

&
~dr
1 d
= —(AS
c(2S*) (dt( ))
2
= EU —x)— i |V
c c
=0(1—x) —|flx,
_ Y
~dt
1 d
T c(2T¥) (E(AT)>
29
—1—y—|=
Y - |Y
onde q 5
d=—ef= ——q,
c c
sendo que f depende de x e y, pois, ao considerarmos as constantes
BT €
Ri= «T* e A= 4xT*k’
temos
Rx —y = Af
= AMf(x,y).
De fato,
_ BS* AS AT
Rov=7 s o
BAS — 0AT
20T*
1
= AS — A
S (K(BAS — xAT))
_ ¢ (_2
4oT*k c
= Af,

onde utilizamos a expressdo (7.35) na pentltima igualdade, de cima para baixo.

7.3.4 Sumarizando o sistema a ser estudado
A, R e b sdo os parametros do sistema (ndo linear) dado por

x =0(1—x)—|[flx,

7.36



7.3. DE VOLTA AO MODELO DE DUAS CAIXAS 173

com

Observagoes I

- Pode ser demonstrado que o campo de vetores do sistema (7.36) é lipschitziano. Por-
tanto, como vimos na subsecédo 7.1.2, qualquer pvi associado a esse sistema tem solugao
unica.

(7.37)

- 6 € (0,1], pois, em geral, a energia térmica (calor) varia numa escala de tempo (c)
maior do que a da variagdo salina (d).

- §*T* > 0, isto ¢, R > 0. Além disso, diferencas de salinidade (resp., temperatura)
prevalecem sobre diferencas de temperatura (resp., salinidade) caso a condicdo R > 1
(resp., R < 1) seja valida.

7.3.5 Solucdes de equilibrio (pontos fixos)

Claramente, as coordenadas dos pontos fixos de (7.36) sdo dadas por

« 0
o+
+ 1] (7.38)
S
1+ [F+
onde S
N 7Y (7.39)
A
Consequentemente, os pontos fixos podem ser obtidas via
Af* = ¢(f")
_ R
O8I T
isto é, pelas interse¢des dos graficos de
fio Af e £ o(f),1° (7.40)

para diferentes escolhas dos parametros A, R e 8, conforme ilustramos na figura 7.27,!1®
onde as abscissas dos pontos fixos ‘a’, ‘b’, ‘c’, ‘d’, ‘e’ e ‘g’ sdo dadas, respectivamente, por
fa ~ —1,068, f, =~ —0,307, f{ = 0,219, 13 ~ 0,16, fg = 0,618 e f; ~ 1,7913.

A seguir, justificaremos (analiticamente) o padrdo, ndo apenas dos graficos da figura 7.27,
mas também dos graficos de (7.40) que podem ser obtidos para outros valores admissiveis
dos parametros (adimensionais) A, R e 8. Antes, porém, consideraremos algumas de suas
caracteristicas gerais.

Para cada tripla (A, R,$) admissivel, $(0) = R—1 é o valor maximo de ¢(f) e existe, no
minimo, um ponto de intersecdo. Esse ponto sempre tem ordenada f* positiva, tais como

5Note que, como ¢(f) é uma fungao par, seu grafico é simétrico em relagdo ao eixo das ordenadas.
116Essa figura é similar a figura 6 de [Stommel (1961)] e a figura 6.1 da pdgina 80 de [Kaper e Engler (2013)].



174 CAPITULO 7. TEORIA QUALITATIVA

Figura 7.27: Graéficos de Af e ¢(f) para A = 1 (linha preta continua), A = % (linha cinza continua),
R = 2,6 =1 (linha preta tracejada) e 6 = % (linha cinza tracejada)

A, d(f)

-
-
-
-
------
----------

7

os pontos ‘c’, ‘d’, ‘e’ e ‘g’ supracitados. Contudo, os parametros R e 4 podem ser escolhidos
de modo que exista algum f tal que ¢(f) = 0 (ou seja, o gréfico de ¢(f) intercepte o eixo
horizontal da figura 7.27) e, nesse caso, algum valor suficientemente pequeno do parametro
A acarretara o surgimento de mais dois pontos de intersecdo.!!” Esses dois pontos tém orde-
nadas f* negativas, como os pontos ‘a’ e ‘b” supracitados. Uma condi¢do necessdria para a
existéncia de trés pontos de intersecdo é que ¢ (f) seja negativa para algum valor positivo de
f. Nesse caso, como ¢(f) é continua e decrescente no primeiro quadrante, temos ¢(f) =0e
1880 ocorre exatamente em

f=06(R—1)/(1—0R) (7.41)

positivo. Consequentemente, como & é positivo,!!®

‘R>1e dR<1;
‘R<1edR>1.

uma das condig¢Oes seguintes é vélida:
(7.42)

Assumiremos a validade da primeira condigido de (7.42),'” que pode ser reescrita como
0<d6<OR<ITI<R (7.43)

Portanto, estamos assumindo que diferengas de salinidade prevalecem sobre diferencas de
’cemperara’cura.120

Justificativa analitica para o comportamento grafico na figura 7.27

Caso ¢ seja a restrigdo de ¢ aos valores ndo negativos de f, isto §é,

dR 1 >0,

T A

7Confira a figura 7.27 e o exemplo que comega na pagina 175.
18Confira a segunda observagio da subsecio 7.3.4.

119Nesse caso, como o numerador de (7.41) é positivo, temos 6R — & > 0.
120Confira a terceira observagao da subsecio 7.3.4.
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e (7.43) seja vélida, as seguintes propriedades sdo verdadeiras:
- $4(0) > 0;
- $4(0) <0;

- ¢4(f) < 0 para f suficientemente grande.

De fato:
OR
0)=—-—1
$:(0) = =
=R-1
>0 (poisR>1);
do 3R n 1
af |,y  (8+1)2  (1+)2|,
R
:_§+1
R
=—=+41
6+

<0 (pois R > 9);

_ o SR(IH)—(5+7)
fim ¢4(f) = lim —7——=—
i BR=DFH8R—5
Cfooo 24 (64+1)F+0
SR-1
= lim ——
fooo 1

=0 (poisdR < 1).

Note que o ponto ‘c’ (da figura 7.27), obtido para A = %, R=2ed = %, é consistente
com as propriedades supracitadas. De fato, o grafico de ¢ curva-se na direcdo de ‘c’ (com
“concavidade para cima”),'?! cruza o eixo f e continua curvando-se até aproximar-se assin-
toticamente do eixo f.122 Assim, como A é positivo, os gréficos de (7.40) tem um tinico ponto
de intersec¢do no primeiro quadrante.

Um exemplo de bifurcacdo no plano A x f* para R e 0 constantes

Podemos considerar qualquer um dos trés pardmetros do sistema como parametro de bifur-
cacdo. Aqui, A representard esse parametro e os valores de R e § serdo mantidos constantes.
Isso significa que apenas a “poténcia” da cth estara variando, enquanto que as anomalias
(de temperatura e salinidade) das fronteiras das caixas, juntamente com a razdo entre as
taxas de variagdo das trocas das anomalias entre as caixas e suas fronteiras, permanecerdo
inalteradas. Por exemplo, se 6 = % e R = %, entdo a equacgdo Af = ¢(f) tem (exatamente)

duas solugdes negativas (resp., uma solucdo negativa) f = f* paracada A € (0, %) (resp., para

121150 é consistente com as duas primeiras propriedades.
122]ss0 ¢ consistente com a tltima propriedade.
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A= %‘). De fato, como

Af = ¢(f)
1 1
TT1_¢ 17
¢ 11
1
_ 2 |
TLef 1 ¢

3(1—)—2(1—6f)
201 —6f)(1—1)
Of 41
2(6F2 =7+ 1)

podemos obter as raizes negativas f* de
PAT) = 12AF3 — 14N + (2N —9)F — 1

para, por exemplo,
R N R A

ou seja, os zeros negativos das equagdes ctibicas dadas por

0,6 —0,7f*—8,9f—1=0,
1,203 1,4 —8,8f—1 =0,
1263 — 142 —43f —5 =0,
3,6 —4,202—8,4f—1=0,
243 282 —41f—5=0,
63 —7f2 —8f—1=0,
36f3 — 422 —39f—5=0,
8,43 —9 82 7 6f—1=0e
483 —56f2 —37f—5 = 0.
Esses zeros sao dados por

f* ~ —3,246, —0,113,

f* ~ —2,115, —0,116,

* ~ —1,316, —0,126,

* ~ —0,961, —0,128,

* ~ —0,747, —0,136,

f* ~ —0,598, —0, 146,

* ~ —0,482, —0,159,

f* ~ —0,383, —0,180 e

1

=
4
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respectivamente. Além disso, note que A = % é um candidato a ponto de bifurcacdo, pois,
para (A, f) = (%,—JT), temos

0;
0
= =0.

{ p(A,f)

Essa andlise é corroborada pelo diagrama de bifurcacdo da figura 7.28, sendo que a insta-
bilidade (ramo tracejado) e a estabilidade (ramo continuo) sdo decorrentes da anélise que
faremos na subsecao 7.3.6.

Figura 7.28: Diagrama de bifurcagao

G

f* <0

Um pouco acima do ramo tracejado, existe um ramo horizontal continuo, que ndo estd ilus-
trado nessa figura, representando os pontos fixos positivos.!?®

7.3.6 Dinamica na vizinhanga de (x*,y*)

Nos célculos vindouros, os sinais “de cima” (resp., “de baixo”) de +, F, < e = estardo
p = <
relacionados ao sinal “de cima” (resp., “de baixo”) da hipoétese f* = 0.
P P <
Primeiramente, por (7.36) e (7.37),1%* temos

—(8+1f) F & +%
Df(x*,y*) = « A A « . 7.44

123Confira a figura 6.3, p.82, de [Kaper e Engler (2013)], onde R e o pardmetro de bifurcagéo sio iguais ao
nossos (3/2e4/5, resp.), enquanto que 6 =4/5.
124¢Cf.p.172.



178 CAPITULO 7. TEORIA QUALITATIVA

De fato, o célculo das entradas da diagonal secunddria da matriz (7.44) é trivial. Por outro
lado, as entradas da diagonal principal dessa matriz sdo obtidas via

i(6(1 —x)—|flx) = i <6—6x:|2% (sz —xy))

0x 0x
2—53F%(2RX—U)
1
=—0F 5 (Rx—y) +Rx)
B Rx —y Rx
- (252) 8
R
——(5+If) F 5 e
_ | 2
gy Ifly) =5~ (1 —YFy (ny—y ))
= 1% £ (Rx—2y)
1
=—1F5(Rx—y)—y)
4 Rx —y y
o (aRoy)
=1+ £ 2.

Tipos de solu¢des de equilibrio

Caso denotemos a matriz (7.44) por A, podemos considerar A, T e D como na figura 7.15.12°
Logo, por (7.38) e (7.39),12° temos

T=—6—1-2/f]— <i (R"T_y))

=—5— 12| — "]
=—(14+6+3|f"]) <0,

Rx* Su* Rx* —uy*
D = &+ 8[| + || + [F* = (i— Y )+If*|<iu)

A A )
- * * %12 RX*_&J* 797‘ yi‘
—6(1+|f|)+|f|+2|f|j:<7\ )\ 4+ )\Jr)\
*
=6(1+|f*|)+2|f*|+2|f*|2:|:(1—6)97
1-5
= 5(1+ )+ 21+ 21 P+ —
(117 + 246+ 206 & s

125¢Cf.p. 153.
126Cf.p.173.
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e, assim,
A=T2—4D
— (148) 4+ 6(1 4 8) [F°] + 9IF R — 45(1 + If*]) — 81" — 8 2
AT+ [f*])
4(1—-29)
=1-25+6>—2(1—8)If"|+ [F P F o
(1 =81+ 1P F 57
4(1-9)
= (16— f ) F
- Caso f* > 0: s
D = 8(1+ )+ 2 + 2(f) + -
(W) 4+ 28+ 2(F)" + S
é positivo, pois 0 < & < 1.127 Consequentemente, caso
4(1-29)
A=(1—-bs—F)y—— L
( ) A (14 f*)
seja negativo (resp., positivo), (x*,y*) serd um ralo (resp., n6 estavel).!?8

- Caso f* < 0:
No intervalo (—oo, 0),

D = D(f*)
1-5

_ * * x2 10
= 8(1 =) =21 + 2 = s

é decrescente, pois a pardbola
p(f) =22 = 2f 4+ 6(1—1)
e a hiperbdle
1-95
A(T—A)
sdo decrescentes no intervalo supracitado, e muda de sinal em algum f localizado entre

as duas solucdes negativas da equagdo Af = ¢(f),1%? digamos f; < f}; < 0.13 Portanto,
a = (x},yz) € um equilibrio estével (D > 0) eb = (x{, y;) é um ponto de sela (D < 0).

h(f) = —

Essa anélise pode ser corroborada numericamente. Por exemplo, para a escolha de parame-
trosR=2,06 = % eN= %,131 os autovalores de A sdo dados por:

127Cf. (7.43), p. 174.

1280 caso A = 0 ((x*,y*) é um n6d degenerado/estrelado) é uma anomalia. De fato, fixados os parametros A,
R e §, ele ocorre para um tnico valor positivo de f*.

129Veja a subsegao 7.3.5.

130Note que, como D é decrescente e

Iim D =+oo,
f*——o0
a mudanga de sinal supracitada ocorre caso
lim D <0.
)

181Ct. fig. 7.27, p. 174.
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a. —3,596 e —0,764, aprox., para f* = f; ~ —1,068;
b. —2,850 e 0,760, aprox., para f* = f; ~ —0,307;

c. —0,911 £1,8221, aprox., para f* = fZ ~ 0,219.

Consequentemente, como ‘a’ ¢ um no estéavel, ‘b’ ¢ um ponto de sela e ‘c’ ¢ um ralo,'%? esse

modelo cth é representativo da ocorréncia de dois tipos distintos de estabilidade. De fato,
por (7.41) e (7.42),133 ‘a’ representa o modo T, onde as diferencas de temperatura prevalecem
sobre as de salinidade e o fluxo do fundo da caixa flui do polo norte para o equador,!3*
enquanto que ‘¢’ representa o tipo oposto, onde o fluxo flui do equador para o polo norte,
dito modo S. Além disso, para determinados valores dos parametros do sistema, podem
ocorrer mudangas instantdneas na dindmica dos fluxos entre as caixas, em outras palavras,
mudangas climaticas repentinas sdo inerentes ao sistema supracitado. Por exemplo, quando
‘a’ e ‘b’ deixam de existir para valores de A um pouco maiores do que 1/5,13° temos uma
mudanca do modo T para o S, pois resta apenas o ponto ‘c’, apds essa pequena perturbagao
de A.

7.3.7 Um modelo de trés caixas para a cth

O modelo das duas caixas que acabamos de analisar, baseado em [Stommel (1961)], é uma
simplificacdo da cth do atlantico norte. Para uma modelagem (simplificada) da cth “de polo
a polo”, isto é, bi-hemisférica, podemos acrescentar uma caixa “polar” a esquerda da caixa
“equatorial” da figura 6.6, representando um polo diferente do da caixa “polar” ja exis-
tente, e considerar que o “cano” de passagem do fluxo do fundo conecta diretamente as
caixas polares, sem passar pela caixa equatorial, e 0 “cano” de passagem do fluxo da su-
perficie conecta as trés caixas, conforme a figura 7.29, onde as temperaturas, salinidades e

Figura 7.29: 3-box model para a cth bi-hemisférica

Hn + Hs

Hs 1 fluxo da sup. | fluxo da sup. THy
| R T Ts Te | T LR
' pp P2 pp! IpE P3 PE! Ipp o1 op |
3,,,8,",,4 S2 Sp_| S 5 Se | | Sr S ,,,S,P,,J

q > 0 - fluxo do fundo
Latitudes Latitudes Latitudes
altas baixas altas
(polares—sul) (equatoriais) (polares—norte)

132Para uma representagao do espago de fase desse modelo, para esses valores dos pardmetros, confira a
figura 7 de [Stommel (1961)], reproduzida na figura 6.2 da pagina 81 de [Kaper e Engler (2013)].

133¢Cf.p. 174.

134Confira a figura 6.6 da pagina 116.

1%5Confira a figura 7.27 da pagina 174.

136Cf. p. 116.
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densidades das fronteiras das caixas sdo consideradas constantes, indexadas com P ou E,137

as compensagdes salinas (como as do modelo das duas caixas da subsecdo 6.3.1) estdo deno-
tadas por Hy s e estamos supondo que:

- A massa d’agua contida nos “canos” supracitados é desprezivel;

- Sdo vélidas as mesmas leis e constantes fisicas do modelo das duas caixas supracitado,
com uma excegdo: a dire¢cdo do fluxo é de um polo ao outro, devido as diferencas de

densidades;!38

- Tg > Tp.
Vinte e um anos ap6s o 2-box model de Stommel, um modelo similar ao da figura 7.29
foi proposto em [Rooth (1982)] e, mais de duas décadas depois, retomado e ampliado em
[Rahmstorf (1995)] e [Scott, Marotzke e Stone (1999)]. Esses modelos bi-hemisféricos sao re-
presentados por sistemas 6 x 6, ao invés do sistema 4 x 4 dado por (6.10).13 Por exemplo,
se q é dado como em (6.9),%° com T, e S,, agora, relacionadas a “caixa polar sul”, entdo as
edos que modelam o sistema da figura 7.29 sdo dadas por:

- Caso q > 0:

T =c(Tp—T)+q(T3—T),

L =c(Tp—T2)+q(Th —T2),

B=c(Te—T3)+q(T2 —T3),

Sy =—Hn+d(Sp—S1)+4q(S3—51),

S) =—Hs+d(Sp—S2) +q(S1—52),

S3 = Hn+Hs +d(Sg —S3) +q(S2—S3);
- Caso q < 0:

T =c(Tp—T)+Iql(T2—T1),
T =c(T—T)+Iql(T3 —Ty),
T3 =c(Te—T3) +Iql(Th — T3),

S1=—HNn+d(Sp—S1) +14ql(S2 = S1),
Sy = —Hs+d(Sp—S2) +1ql(S3 —S2),
Sg = Hn + Hs + d(Sg — S3) +1q|(S1 —S3) .
Nesses dois casos, a resposta da pergunta “De onde estd vindo o fluxo?” encontra-se nas

parcelas onde aparecem q ou |q| e, além disso, o ntimero de varidveis pode ser reduzido (de
seis para quatro) via

Tni=Ts— T,
Ts:=T3—1Ty,
SN = Sg — S] e
Ss:=3S83—3S2,

137Diferentemente da notagdo adotada para o modelo das duas caixas, ndo estamos asteriscando essas cons-
tantes!

138Como na figura 6.6, a circulagdo “horaria” da figura 7.29 representa o caso q > 0.

139¢Cf.p. 118.

140¢Ct.p. 117.
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resultando num sistema de edos escrito em termos de diferengas de temperaturas e salinida-
des entre a caixa equatorial e as caixas de latitudes mais altas. De fato, para q > 0,!*! temos
o sistema

q = kle(T2 —Tqh) = B(S2—S1)]

=kla(Ta =T3+T3—T1) = B(S2 —S3+ S5 — §1)]
= kla(Tn — Ts) — B(Sn — Ss)l,

n=T3-T
=c(Tg—T3) —qTs —c(Tp —T1) — qTn
=c(Te —=Tp —Tn) — q(Ts + Tn),

Ts=T—-T
=c(Te—T3) —qTs —c(Tp—T2) —q(Th = T3+ T3 — T3)
=c(Te —Tp—Ts) — q(2Ts — Tn),

Sn=83—5;
= Hn + Hs + d(Sg — S3) — qSs + Hn — d(Sp — S1) — qSn
= 2HN + Hs + d(Sg — Sp — Sn) — q(Ss + Sn),

SS = 33—32
= Hn +Hs + d(Sg — S3) — qSs + Hs — d(Sp — S2) — q(S1 —S3+ 53— §3)
= Hn + 2Hs + d(Sg — Sp — Ss) — q(2Ss — Sn),

onde podemos determinar as suas solugdes de equilibrio, o espaco de fase nas vizinhan-
cas dessas solugdes, os tipos de bifurcacdes, etc.!*> Aqui, consideraremos a versdo desse
sistema apresentada em [Scott, Marotzke e Stone (1999)],'*3 onde as salinades das caixas da
figura 7.29 igualam, imediatamente, as das suas respectivas fronteiras. Nesse contexto, po-
demos considerar d = 0 e, para q > 0, obter o subsistema

SN = 2HN +Hs —q(Ss + Sn),
SS = Hyn + 2Hs — q(2Ss — Sn) -

Portanto, podemos obter as salinidades e o fluxo de equilibrio (S5, S5 e q*) via

q*(S5+ Sy) = 2Hn + Hg,
q*(255 — %) = Hy + 2Hs.

141 A obtencao do sistema com quatro varidveis para q < 0 é cobrada num exercicio do capitulo 8.

142para uma andlise do sistema supracitado, confira os exercicios 5 6, 7 e 8, pp. 84-86, de
[Kaper e Engler (2013)]. Para uma anélise do modelo apresentado em [Rooth (1982)], confira o capitulo 11
de [van Aken (2007)].

43Que também é uma representagdo do modelo apresentado em [Rooth (1982)]!
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De fato,
* HN +H5
SS — q* ’
H
S{=—
q
H
q- =« {oc(Tlf, —T) + ﬁq—f}
ak(TR—T¢) 1 . 2
= 5 + z\/chxz (T —Tg)" +4xBHs,

onde usamos a pentltima igualdade, de cima para baixo, para obtermos uma equacdo qua-
drética em q*, que pode ser obtido pela férmula de Bhaskara.'** Por outro lado, é importante
observarmos que, como estamos analisando o caso q > 0, em outras palavras, a orientagdo
horéria da cth, temos T < T¢, devido a maior formagdo de gelo e uma maior densidade
de sal ao norte (caixa 1), quando comparadas com as do sul (caixa 2). Consequentemente,
apenas a solucdo positiva de q* representa um valor fisicamente significativo. Por outro
lado, para obtermos esse valor, é necessario determinarmos, previamente, os valores de Ty
e T{. Logo, para obtermos todas as solucdes de equilibrio e, assim, analisarmos os seus ti-
pos de estabilidade e bifurcagdes, precisamos resolver (simultaneamente) as trés equagdes
anteriores e as equagdes

c(Te=Tp—TX) —q*(Ts +TY) =0,
c(Te—=Tp—Tg) —q"(2Tg —TY) =0,
onde ¢ ~ 12,9 x 107191, Tg &~ 30°C e Tp ~ 0 C sao valores tipicos.!*> Além disso, Hy é
considerado um multiplo escalar de Hs ~ 0,9 x 10_1Opsu/s (e.g., HN = %Hg, Hn = Hg e
Hy = %Hg).146 Nesse contexto, o leitor é incentivado a obter (numericamente) as soluc¢des
de equilibrio supracitadas e analisar seus tipos de estabilidade e bifurca¢des.'”

144 A obtencao de S%;, S e q* para q < 0 é cobrada num exercicio do capitulo 8.

1450s valores tipicos da constante hidratilica (k) e dos coeficientes de expansao salina e contracao térmica («
e 3) foram dados na subsecdo 6.3.1.

146Cf, [Scott, Marotzke e Stone (1999)].

1471dem!
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Capitulo 8

Exercicios para a parte 11

Algumas resolugdes apresentadas nesse capitulo estdo incompletas e (ou) carecem de deta-
lhes. Cabe ao leitor completé-las e (ou) detalha-las!

1. No modelo unidimensional de equilibrio energético terrestre da subsecdo 6.2.1, utili-
zamos a equacdo de Stefan-Boltzmann

Eout(T) = GT4

para a energia térmica total irradiada pela Terra, dita radiagdo de corpo negro, por unida-
des de drea superficial, por unidades de tempo, em func¢do da temperatura T, medida
em graus Kelvin. Obtenha a equagdo supracitada, integrando a intensidade I(A, T) da
radiagdo supracitada sobre todos os comprimentos de onda A, medidos em metros,

onde ,
2hc 1 2
IAT) =m ( A5 hc/AKT _ ]) ’

com constante de Planck h ~ 6,625 - 1073 (Joules-segundos), constante de Boltzmann
k ~ 1,38 - 1072 (Joules por graus Kelvin) e velocidade da luz c ~ 3 - 108 (metros por
segundo). Nesse contexto, utilize a integral

1
3(,x 1 4
L x’(e*—1) dx——157r

e verifique que

he

AKT
é adimensional e que

2k? ]
= 5> ~5670-107°% —3
o7 32 T m?K*s
RESOLUCAO I
Primeiramente, note que
hc (hem]Js) (cem ) Jm

AKT — (Aem m) (kem %) (T em K) o E]

LCom acrénimo meet, nesse livro.
2Cf. [Kaper e Engler (2013)], p.23.
3w,

S
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é adimensional. Por outro lado, se

Eou(T) =J I\, T)dA
0
00 1
. 2
= 27the L 5 (ehc/)\kT — 1) dA,
entao
AKT” 77 xkT dx  x2kT A5 \ hc

he (KT 0 xS
— othe? (€ B
— teun =2 (32) (55 ([ sy

2T 1,
— Eowt(T) = T2 (ﬁ” >

275K _,

= Eout(T) = 5 |

2. Dados da radiacdo solar, obtidos via satélites, indicam que a constante solar Sy varia
(aproximadamente) entre 1.365,5 Wm2 e 1.367,5Wm 2, dentro de um periodo apro-
ximado de 11 anos.

(i) Utilize a equagdo
(1T—a)Q = eoT*4
com x = 0,3 e ¢ =0, 6, para uma estimativa da variagdo (ou seja, diferenca entre
a maxima e a minima) da temperatura média global T da superficie terrestre.
(ii) Utilize a equagdo
(1—o)Q =A+BTp

com o =0,3, A =203,3eB = 2,09, para uma estimativa da variacdo da tempe-
ratura média global T da superficie terrestre.

(iif) Explique (conceitualmente, sem férmulas) porque a variagdo da temperatura mé-
dia global da superficie terrestre pode ser menor do que as calculadas nos itens
(1) e (ii) supra(:itados.6

RESOLUCAO I
So

Primeiramente, note que, aqui, Q = < varia (aproximadamente) entre 341,375 Wm 2
e 341,75 Wm™2.
(i) Como T* = T*(Q) é estritamente crescente,” T* varia (aproximadamente) entre

< (0,7)(341,375)

1/4
~ 289,5002 K
(0,6)(5,67 - 10-8) )

“Confira a subse¢ao 6.2.2.
5Para o segundo membro, confira a subsecdo 6.2.4. Contudo, no primeiro membro, considere « constate.

®Na explicagao, tente utilizar o conceito capacidade de calor, dado no inicio da segéo 6.2.
7Cf.(6.5), p. 111.
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( (0,7)(341,75)

/
~ 289,5797K,
(0,6) (5,67 - 10-8) >

cuja diferenga é (aproximadamente) igual a 0,0795 K.
(ii) Como T*(Q) = ((1 — x)Q — A)/B é estritamente crescente, T* varia (aproximada-
mente) entre

(0,7)(341,375) — (203, 3)
2,09

~ 17,0634 graus Celsius
~ 290,2134K

(0,7)(341,75) — (203, 3)
2,09

~ 17,1890 graus Celsius
~ 290,3390K,

cuja diferenca é (aproximadamente) igual a 0, 1256 graus Celsius or Kelvin.

(iii) A capacidade de calor do sistema climético terrestre quantifica a quantidade de ener-
gia solar incidente necessaria para aumentar T(t) em 1 grau Celsius e seu valor real
(que assumimos ser constante sobre o planeta inteiro) depende do meio considerado.
De fato, a massa d’agua terrestre aquece mais lentamente que o restante da superficie
do planeta, pois tem de absorver uma grande quantidade de energia antes que a sua
temperatura aumente.8 Portanto, os oceanos e outras massas d’agua, que representam
a maior parte da superficie terrestre, levam um longo tempo para sofrer qualquer mu-
danga significativa em sua temperatura, enquanto que o restante do planeta aquece
muito mais rapidamente.

3. Considere (apenas) a edo

dr
Ca = Ein - Eout/

que modela o meet,’ e a figura 8.1 para verificar que as temperaturas de equilibrio T3

Figura 8.1: Ein(T), Eout(T) (em cinza) e temperaturas de equilibrio

“atraem” temperaturas proximas, enquanto que T} “repele” temperaturas préximas.’

8Capacidade de calor também pode ser definida como a resisténcia a variagoes de temperatura.
Cf. (6.1), p. 110.
19Caso nao consiga verificar, confira as consideragdes (sobre estabilidade/instabilidade de pontos de equili-
brio) que precedem a subsecdo 6.2.4.
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4. Considere a equacdo de equilibrio energético terrestre
C(dT/dt) = (1 — «(T))Q —eoT?,
estudada na subsecdo 6.2.3, e que T* é uma solugdo de equilibrio dessa equagao.
(i) Obtenha a equagéo diferencial (ndo linear) para o desvio de temperatura
x(t)=T(t)-T"

(ii) Mostre que, para T(t) suficientemente proxima de T*, x satisfaz a equagao linea-
rizada
C(dx/dt) = —Dx,

com constante
D = o/(T*)Q + 4eo(TH)3.

Além disso, obtenha a solugdo geral da equagdo supracitada.

RESOLUCAO I

Sex=T—T"ex —0,istoé, T — T*, entdo

Cx=CT
=(1—a(x+T)Q —eo(x+T%)*
(1 — (T — o/ (T )x— O <x2>>Q - 50<x4 3T 4 6x3 (T2 + 4x(T*)% + (T*)4>

~ (1= a(T))Q — (T = (@/(T)Q +dea(T*))x,

onde, na tltima igualdade (de cima para baixo), utilizamos a férmula de Taylor para
a fungdo a(x) (em torno de T*) e, na igualdade aproximada, consideramos apenas
termos de primeira ordem em x. Agora, note que

(1—(T)Q — ea(T*)* =0,

pois T* é uma solugdo (constante) da equagdo de equilibrio supracitada. Por outro
lado, tendo obtido x = (—D/C)x, sua solugdo geral é dada por

X = cte e(_D/C)t,

que converge para 0 quando t — oo, caso D > 0.1

5. Pela edo escalar

%(AS) — 2 (H — k|2aT* — BAS|AS),

obtida do modelo da cth,'? e pelas mudangas de variaveis e parametros (do modelo
supracitado) dadas por

_ BAS
T 2aT
T:=4uk [Tt

11C > 0, conforme definido na subsecdo 6.2.1!
12Cf. p.121.



189

A= PH
T AokTH (T

obtenha a edo 4
X
— = A—|1—x]x,
= 1 —x]
observando-se que |T*| = T*.1> Além disso, determine os seus pontos fixos (para cada

A > 0) e o tipo de estabilidade de cada um desses pontos.'*
6. Demonstre a equagao (7.18), pagina 147, do caso hiperbélico.'?

7. Faca a andlise (do caso hiperbdlico) deixada como exercicio na pdgina 147. Contudo,
diferentemente do sistema (7.17),'® considere que os termos ndo lineares de f(X) sejam
distintos de multiplos escalares de poténcias de x;, i = 1,2.17

8. Para demonstrar os resultados enunciados nos exemplos (da subsecdo 7.1.4) relaciona-
dos com a equagédo planar do péndulo, obtenha as soluc¢des de equilibrio da equacao

d2x
—— +senx =0,8
dt? +

seus tipos de estabilidade e analise a lineariza¢do dessa equagdo nas vizinhangas des-
sas solucoes.

RESOLUCAO I

Por (7.3),'° temos:

- E fécil ver que x; = 0 e senx; = 0 acarretam os pontos fixos

X* = (km,0), k =0, +1,42,...

(2)2(—()18)(2) (8.1)

é a linearizacao, em torno de (0,0), de

- Como

X1 = X2, 20
X =-—x14+0(x3),

13Caso ndo consiga obter a edo supracitada, confira os célculos que precedem a equgao (6.21) da pagina 122.

4Caso nao consiga obter esses pontos e/ou seus tipos de estabilidade, confira os calculos que sucedem a
equacdo (6.21) da pagina 122.

15Confira a demonstragdo da equagdo andloga a supracitada, dada no caso parabélico!

16Cf. p. 146.

17por exemplo, os termos ndo lineares podem ser mdltiplos de x1x; e, parai = 1,2, cosx, e*t, Inx;, etc.

18Cf. (7.3), p. 129.

P1dem!

20 A notacdo O(x™) é utilizada para representar um erro menor (em valor absoluto) do que alguma constante
vezes x™ (para x arbitrariamente préximo de 0). No nosso contexto, a notagdo supracitada representa a série
de Taylor de — (senx; —x1) em torno de 0.
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temos (pelo caso eliptico da subsecdo 7.1.6) A1 =i, A\ = —i, A =Je
t] cost sent
e’ = ,
—sent cost
com a dinamica (do espacgo de fase) descrita como no caso supracitado. Por outro

lado, a entrada do canto inferior esquerdo da matriz da lineariza¢do muda, caso
consideremos a férmula de Taylor de —sen x em torno de £, ou seja,

—(xin)+0<(xj:7r)3> .

Consequentemente, verifica-se que a entrada supracitada é positiva e X* é um
ponto hiperbélico.?! Finalmente, como o seno é 2m-periédico, repete-se a dina-
mica do intervalo [—7, 1] no intervalo [(2k — 1), ((2k + 1)71], onde k é um inteiro
arbitrario.

9. Para o oscilador harmoénico linear, estudado no primeiro exemplo da subsegdo 7.1.2,
considere a seguinte afirmacgao: “A andlise dos seus pontos fixos e da dindmica das
Orbitas ao redor deles pode ser feita pela linearizacdo (8.1) da equacgéo (planar do pén-
dulo) supracitada.” Essa afirmacdo é verdadeira ou falsa? (Justifique a sua resposta.)??

10. Considere a equacdo diferencial ndo autonoma

dx
— =— t. 2
n X + cos (8.2)
(i) Obtenha a solucdo de (8.2) que satisfaz a condicéo inicial x(0) = xy.

(ii) Obtenha a tinica solucdo periddica de (8.2).

(iii) Verifique que a solucdo periddica supracitada é para onde as outras (solugdes)

convergem.
RESOLUCAO I
® t+ t
x(t) =ctee ' + ST T oSt ,
2
pelo método do fator integran’ce,23 e, se x(0) = xp, entdo
1 t t
x(t) = (xo _ E) et 4 w (8.3)

(ii) Para xo = %, (8.3) é periddica e, para qualquer outra condigdo inicial, (8.3) ndo é
periddica.

(iii) Para t arbitrariamente grande, a primeira parcela de (8.3) fica arbitrariamente pe-
quena e a segunda fica limitada.

HVerifique!

2 Dica ] . . o o
A equagdo do oscilador supracitado é dada por (7.5), p. 130. Essa equacdo, j4 apresentada na forma
linear, é exatamente a edo (8.1).
2Confira o caso III da segao 1.1.
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11. A edo (8.2) é de ordem um e tem espacgo de fase unidimensional e, embora a edo (7.21)
seja de ordem dois e tenha espaco de fase bidimensional,?* temos uma dinamica orbital
semelhante nos espacos supracitados. Justifique essa afirmacao.?®

12. Analise o espaco de fase e o diagrama de bifurcacdo (de modo semelhante a analise
feita na subsecdo 7.2.2) para
dx 226
— =A—x".
dt *
13. Analise o espago de fase e o diagrama de bifurcacdo (de modo semelhante a anélise

feita na subsecdo 7.2.3) para

d
d—: = Ax+x3.7

14. Analise o espaco de fase e o diagrama de bifurcacdo (de modo semelhante as andlises
feitas no capitulo 7) para
dx

prs =senx—A, x € [4m, 4 e A € [-2,2].

RESOLUCAO I

Se
f(A,x) = senx — A
-0,
entdo
x* = arcsen A (8.4)

existe apenas para
A=senx € [—1,1].

Portanto, ndo existem pontos fixos para A € [-2,—1) U (1,2]. Assim, dividiremos o
espago de fase em retangulos de base [—1,1] e cujas alturas medem 7t ou, como ve-
remos, 7t/2. Essas alturas representam os comprimentos das imagens (ou de metade
delas) de (8.4), que é a inversa de A = senx restrita a um intervalo (de comprimento
mt) adequado. Nesse contexto, a estabilidade/instabilidade dos pontos fixos nos retan-
gulos supracitados serd analisada da mesma forma que fizemos na subsegdo 7.2, isto
é, transladando-se verticalmente o grafico de f(0,x) = senx,?® para estudarmos o sinal
do grafico de f(A, x) = senx — A (em fungdo de x), onde (A, x) € [—1,1] x [—4m,4n]. Por
outro lado, lembre-se que f(A, x) muda de sinal em x = x* e:

- x* é estavel onde f(A,x) muda o sinal de positivo para negativo;?’

- x* é instavel onde f(A, x) muda o sinal de negativo para positivo.*

24Cf. pp. 155-156.

ZEm cada um dos espagos supracitados, existe uma tnica 6rbita periddica e qualquer outra (6rbita) con-
verge para ela.

26 A bifurcacdo supracitada é dita né-sela.

%7 A bifurcacio supracitada é dita forquilha subcritica.

280u seja, movendo-se esse grafico para cima ou para baixo.

2Tsso ocorre num intervalo onde f(A, x) é decrescente.

301ss0 ocorre num interval onde f(A, x) é decrescente.
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Em relagdo aos pontos de bifurca¢do, considere fy(A,x) = cosx = 0. Consequente-
mente, como x € [—47, 47, temos

mm 3m 5w 7’
xfedt—, £, +t—,+— >,
2 2 2 2
implicando que A = 1 sdo os candidatos a pontos de bifurcacdo. Esse fato e as consi-
deracdes anteriores sdo fundamentais para podermos esbocar os retangulos supracita-
dos da seguinte maneira:

Figura 8.2 Figura 8.3 Figura 8.4

onde x* e x* &£ 7 representam pontos fixos, o eixo vertical da figura 8.3 representa

x* € [—%, %} , 0 eixo vertical da figura 8.2 representa x* + m € [723, 7”} e 0 eixo vertical

da figura 8.4 representa x* — 7t € [—37“, —Z].31 Além disso, caso tracemos o restante do
diagrama de bifurcagdo, veremos que, numa comparag¢do com as figuras 8.2, 8.3 e 8.4,

as figuras para:
- x* e [%1,57”} ex* e [—57”,—%‘} sdo idénticas a figura 8.3;
* St 7m * 7T _ 5T o3 idAnH e .
- x* e [, 5] ex* € [, —F] sdo ideénticas as figuras 8.2 e 8.4;
- x* € [§,4n] e x* € [~4m, —Z] sdo idénticas as metades da figura 8.3: a pri-
meira metade relacionada com o primeiro intervalo; a segunda relacionada com
o segundo.

15. Verifique que o sistema

%(AS) = d(25* — AS) — 2|q|AS,
%(AT) = ¢ (2T* — AT) — 2/q|AT,

q = k(xAT — BAS),
que é uma representacdo do modelo das duas caixas, pode ser reescrito na forma

x =0(1—x)—|[flx,
Rx —y

f =
A 4

31Por abuso de notagio, os valores destacados nos eixos verticais das figuras 8.2 e 8.4 foram mantidos iguais
aos da figura 8.3: —1,0e 1.
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onde
s
28+’
_ AT
Y=o
T=ct,
2
f=—=9
c
s d
c
_ BS?
T
c
A=
4oT*k

representam, de cima para baixo, quatro mudancas de varidveis e trés mudangas de
parametros.>?

Considerando-se a restri¢do da fungdo ¢ (do modelo das duas caixas do capitulo 7) a

[0, 00), dada por
5R 1
(f) = S+f T1+f

onde 0 < § < 8R < 1 < R, verifique que:3?
(i) ¢(0) >0;
(i) ¢'(0) <0;
(iii) ¢(f) < O para f arbitrariamente grande.
Se0 < d < 1eA>0,verifique que a fungdo

D (—00,0) 3 f* = D(f*) = 8(1 — ) —2f* 4+ 2(f")* — 7\(11;—61‘) eR

(que calcula o determinante da matriz (7.44) da linearizacdo da edo estudada na se-
¢do 7.3, em torno de um ponto fixo (x*,y*) com f* = RX—}\_‘J— negativo) é decrescente.3*

Resolva os exercicios propostos em duas notas de rodapé da subsecéo 7.3.7.3°

32Para uma demonstracio, confira a subsecio 7.3.3.

33Para uma verificacao, confira a justificativa analitica da pagina 174.
34Para uma verificacio, considere a subseco 7.3.6.

%5Faca como no caso q > 0 da subsecio supracitada!
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