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Dualidade

Anteriormente apresentamos a programacao linear e mostramos como o algoritmo
simplex é usado para resolver problemas. Agora, apresentaremos um conceito
importante que é “dual” de um programa linear.

Definicdo: A dualidade na programacdo linear afirma que todo problema de
programacao linear tem outro problema de programacao linear relacionado a ele e,
portanto, pode ser derivado dele. O problema de programacdo linear original é
denominado "primal”, enquanto o problema linear derivado ¢ denominado "dual".

O pl dual de um pl primal é derivado da seguinte maneira:
e A cada variavel do primal corresponde uma restricao no dual;
e A cadarestricdo do primal corresponde uma variavel no dual;

e O sentido da funcao objetivo inverte - maximo no primal torna-se minimo no
dual e vice-versa.

Especificamente, para o pl:
maximize Z = c'x
sa Ax<Db (Amwn)
x>0

existe o pl dual
minimize D = bTy
sa  ATy>c(AL,,)
y>0

com Xlxn e y1><m.

Exemplo 1

Uma empresa fabrica quatro variantes do mesmo produto e, na parte final do processo
de fabricacao, ha operacdes de montagem, polimento e empacotamento. Para cada
variante, o tempo necessario para essas operagdes é mostrado abaixo (em minutos),
assim como o lucro por unidade vendida.

| Montagem Polimento Empacotamento | Lucro($)
Variante 1 2 3 2 1,50
Variante 2 4 2 3 2,50
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Variante 3 3 3 2 3,00
Variante 4 7 4 5 4,50

Dado o estado atual da forg¢a de trabalho, a empresa estima que, a cada ano, eles tenham
disponivel 100000 minutos de tempo de montagem, 50000 minutos de tempo de
polimento e 60000 minutos de tempo de empacotamento. Quantas unidades de cada
variante a empresa deve produzir por ano e qual é o lucro associado?

Formulag¢édo do PL primal
i) Variaveis
xi € o numero de unidades da variante i (i = 1,2,3,4) feitas por ano, xi > 0
ii)  PL primal
maximize Z =1,5x1 + 2,5x2 + 3,0x3 + 4,5x4
sa 2x1 + 4x2 + 3x3 + 7x4 < 100000 (montagem)
3x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 < 50000 (polimento)

2x1 + 3x2 + 2x3 + 5x4 < 60000 (empacotamento)
xi>0i=1,2,3,4

No problema acima temos 3 matérias-primas: i) tempo disponivel para montagem; ii)
tempo disponivel para polimento; iii) tempo disponivel para empacotamento.

Vamos supor que existe a possibilidade de vender estas matérias-primas. Por quanto o
proprietario deve vender cada uma das 3 matérias-primas? Qual o preco unitario de
cada minuto disponivel que compensa a venda?

Formulag¢ido do PL dual
i)  Variaveis
yj € o valor a ser pago por unidade da matéria primaj (j =1,2,3),yj >0
ii) PL dual

minimize D =100000y1 + 50000y2 + 60000y3
sa 2yl +3y2+2y3>1,5
4y1 + 2y2 + 3y3 > 2,5
3yl +3y2 + 2y3>3,0
7y1 + 4y2 + 5y3 > 4,5
yj=20y=1,2,3
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Exemplo 2

Deseja-se consumir quantidades de determinados alimentos de tal forma a satisfazer as
necessidades minimas de 2 nutrientes (Proteinas e Sais Minerais) exigidas a um custo
minimo.

Alimentos Necessidades minimas
a, |a,|a,|a,|ag de nutrientes (g)
Proteinas (g) 314|5|3]|6 42
Saisminerais(g) | 2 | 3 |4 | 3| 3 24
Custos (R$) 25|135(50|33|36

Formulacao do pl primal
i) Variaveis
xi € o numero de unidades do alimentoi (i = 1,2,3,4,5) feitas por ano, xi > 0
ii)  PL primal
minimize Z = 25x1 + 35x2 + 50x3 + 33x4 + 36x5
sa 3x1 + 4x2 + 5x3 + 3x4 + 6x5 > 42 (proteinas - nutriente 1)

2x1 + 3x2 + 4x3 + 3x4 + 3x5 > 24 (sais minerais - nutriente 2)
xi>0i=1,2,3,4,5

Suponha que um vendedor de pilulas de proteinas e pilulas de sais minerais propoe
substituir a dieta de alimentos expressa de acordo com a tabela, por uma dieta de
pilulas, com as seguintes condigdes: i) a pilula de proteina (cada uma pesando 1g)
custara wy; ii) a pilula de sais minerais (cada uma pesando 1g) custara wy; iii) os pregos
w1 e w2 serdo fixados arbitrariamente; iv) 4 - o vendedor garante que as pilulas terao
precos iguais ou mais baratos que qualquer alimento; v) 5 - o vendedor pretende, é
claro, maximizar sua renda de modo a satisfazer a necessidade da dieta.

Formulacio do pl dual
i) Variaveis
wj € o valor a ser pago por grama (g) do nutriente j (j = 1,2), wj >0

ii) PL dual
maximize D = 42w1 + 24w?2
sa 3wl + 2w2 <25

4wl + 3w2 <35
5wl + 4w2 <50
3wl + 3w2 <33
6wl + 3w2<36
wj>20y=1,2
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Dualidade - Propriedades

Seja um pl primal e seu corresponde dual:

maxZ= ¢ X+ ..+ C_ X, mnD= by + ..+ by,

s.a auy + o+ CpY, <b s.a anyy+ ot CyY,  2C
ayy,+ ...+ Cy, <b, a,y, + ..+ a,y,+ =¢,
auX, + ..+ a,X, <b, a,y,+ ..+ a,y, =¢C,
X, =0 X, =0 y, =20 Yo =0

Observacgoes:

1. A funcdo objetivo do dual é de minimizacao, e a do primal é de maximizacao;

N

O elementos do vetor b = (by,bz,..,bm) (rhs) do primal formam a fung¢ao objetivo
do dual;

Os elementos do vetor ¢ = (c1,c2,..,Cn) do primal é o vetor rhs do dual;
As restrigoes do dual sao do tipo >, e do primal sdo do tipo <;
O numero de variaveis do dual é igual ao nimero de restrigdes do primal;

O numero de restri¢cdes do dual é igual ao numero de variaveis do primal;

N o s W

A matriz dos coeficientes do dual é a transposta da matriz dos coeficientes do
dual.

Propriedade 1: “O dual do dual é o primal.”

max 2x; +3X, min 4y, +6y,
. sa —X +2X,<4 sa - +Yy,22
Primal: ' 2 Dual: i TV
X,  +X,<6 2y, +Yy,=3
X, X =20 Y., ¥, =0

Propriedade 2: “Se a restricdo A do primal é igualdade, entdo a variavel yx do dual é sem
restricao de sinal.”

max 2x; +3X, min 4y, +6y,
. sa  —X +2x,<4 sa - +y, =2
Primal: ! 2 Dual: So Y
X, +X,=6 2y, +Yy,23
X, X, 20 y, 20; vy, livre

Propriedade 3: “Se a restricdo kA do primal é maior ou igual, entdo a variavel yxdo dual é
nao positiva.”
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max 2%, +3X,
sa —-X +2Xx,<4
. s.a
Primal: X, —3X,2>9 Dual:
X, +X,<6

min 4y, +9y, 6y,
_yl +yz +ys 22
2y1 _3y2 Y, 23

, >0 <0
X, % >0 Y1 Y3 Y,

Propriedade 4: “Se a variavel x, do primal é sem restri¢do de sinal, entao a restricao p do
dual é uma igualdade.”
max 2x, +3X, min 4y, +6y,

. sa —X +2X,<4 sa - +y,22
Primal: ' ? Dual: Yo *Ye
X, +X,<6 2y, +Yy,=3
X, 2 0; x, livre Y., Y, 20

Propriedade 5: “Se a variavel x, do primal é ndo-positiva, entdo a restricao p do dual é
menor ou igual.”

Resumo das propriedades

Primal — Dual
(max) (min)
restricioké<  yk>0
= yklivre
restricdfoké>  yx<0

xp=> 0 restriciop é >

Xp € livre restriciop € =

xp< 0 restricao p € <

Dual «— Primal

(max) (min)

Exemplo 3

max Z = X, + 2X, — 3X, — 4x, min D=7y, -6y, +5y;

s.a X, +3X, +5%X; + X, <7 s.a y, +2y, +3y, =1
2X; — X, —4X; —3X, =6 3y, - Y, +2y, <2
3X, +2X, — X3 +4X, =5 = Sy, -4y, +2y, > -3
X, X, livre y, =3y, +4y, =4
X, <0 Y, 20,y,<0,vy, livre
X; =0
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Exercicio

1) Considere o problema da dieta no qual quer-se consumir quantidades minimas de
vitaminas A e C a um custo minimo, com os dados a seguir:

s Alimentos (un/kg) Minimo/dia
Vitamina a b C d e f (unid)
A 1 0 2 2 1 2 9
C 0 1 3 1 3 2 19
Custo($) | 35 | 30 | 60 | 50 | 27 | 22 -

a) Formule o problema na visdo do consumidor que deseja consumir as
quantidades minimas diarias de vitaminas pagando o minimo possivel e quer
saber quanto de cada alimento consumir.

b) Formule o problema na visdo de um laboratério que deseja vender pilulas de
vitamina lucrando o maximo possivel e deseja saber quanto pode cobrar por
cada pilula.

https://www.youtube.com/watch?v=EGwTIFwyErU&list=PLbxFfU5GKZz1Tm 9RR5M
uvdOXp]J8LC3&index=14

https://www.youtube.com/watch?v=0TRXEVMRE7s&list=PLbxFfU5GKZz1Tm 9RR5M
uvdOXp]J]8LC3&index=15
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