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Teoremas de Dualidade

Qualquer programa linear de maximizacdo tem um problema de minimizacao
correspondente denominado o problema dual. Qualquer solucao viavel para o problema
dual fornece um limite superior para o valor 6timo do problema inicial, que é chamado
de primal. Reciprocamente, qualquer soluc¢do viavel do primal fornece um limite inferior
no valor 6timo do problema dual. Na verdade, se um dos dois problemas admite uma
solucdo 6tima, entdo o outro problema também admite e as solu¢des 6timas combinam

entre si. Esta secdo é dedicada a esse resultado, também conhecido como teorema da
dualidade.

Motivagao

Relacdo entre os quadros 6timos dos pl’s primal e dual.

Primal Dual

maxZ = 4x; + 4x, + X3 min D = 3y; + 5y,

sa Xy +X; +2x3 <3 sa y1+ 2y, =4
2X1_2X2+4X3S5 y1—2y224
X1,X5,X3 =0 2y, +4y, =1
Y1 = 0) y2 =0
Solugao 6tima do Primal
Base x1 X2 x3 F1 F2 b
Z 0 0 7 4 0 12
X2 0 1 0 2/3 -1/3 1/4
x1 1 0 2 1/3 13 11/4
Solugao 6tima do Dual
Base yl y2 E1l E2 E3 b
-W 0 0 11/4 1/4 0 12
E3 0 0 -2 0 1 7
y2 0 1 -1/4 1/4 0 0
yl 1 0 -1/2 -1/2 0 4
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A) Teorema Fraco da Dualidade

Sejam os problemas primal e dual.

max Z=c'x min D=b"y
sa Ax<b sa A'y>c
x>0 y=>0

Teorema: Se x e y sdo solucdes viaveis para o par de problemas primal e dual, entdao z<D

Dem.: Z=chS(ATy)TX=yTAxSyTb=bTy = 7<D.H

Corolario: Se x”" e y* sdo solugdes vidveis para o par de pl’s primal e dual, tais que Z* = D~,
entdo elas constituem solugdes 6timas.

Dem.: Pela definicdo de solucdo 6tima sabe-se que, se X" e y* sdo solugdes 6timas,
entdo Z <Z" e D > D" Por hipdtese tem-se Z* = c'™x* = bTy* = D*. Se y é uma
solugdo viavel do dual, do teorema anterior tem-se que c™x* < bTy e devido a
hipbtese tem-se bTy" < bTy. Isso vale para qualquer y, logo y* é solugdo 6tima
do dual. A demonstracao é semelhante para uma solucao viavel do primal. &

Assim para a solugdes 6timas X" e y* do primal e dual temos
7 = chx; = Zbiyi* =D
=1 i=1
B) Teorema Forte da Dualidade

Sejam os problemas primal e dual.

min Z=c'x max D= bTy
sa Ax=b sa A'y<c
x>0 y livre

SejaA =[N B] (somente B quadrada) e tal que 3B™.
Ax =b = Nx, +Bx, =b=Bx, =b—Nx, = B"(Bx,)=B"(b—Nx,)
Ix, =B'b-B"'Nx, = x, = B'b—B'Nx, (solugiogeral)

Z=c"x=Cix, +Cixy =Z=cp (B’lb —B'Nx, )+ cix,>Z=ciB b+ (cg — CEB*N)xN

Seja x* a solugcao Otima viavel do problema primal. Entdo (x};,x;):(B‘lb,O), e pode-se
escrever

Z =c’B'b+(ch —cIB'N)x, +0"x,
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Teorema: Se X={x: Ax = b, x>0} # & e min{Z(x):xeX} é finito, entdo Ix eX e y €Y tal
que c'x =b'y’

Dem.: Vamos derivar uma solucado para o dual a partir da solugao 6tima do primal.
Seja y' =c;B™. Desejamos provar que yT é solucdo 6tima do dual.

i) y é uma solucdo viavel do dual

=T

e cv=cl—c!B'N=cl -y"™N=(c! -y"NJ >0 (da otimalidade de x").

= Cy —(yTN)T >0=c,-N"y>0=N"y <c, Portanto [N'y <c,

e c=c —c'B'B=c —(cEB‘l)B =cy-y'B=0=y'B<c; = (c; —yTB)T =0
= ¢, —(y"B) =0=¢, -B"y =0=B"y <c,. Portanto By <c}|

ii)y é uma solucdo 4tima do dual
y'b= (CEB’l)b =cp (B’lb)z c;X; =c'x . Portanto y=y" .1

Corolario: Se tanto o primal como o dual admitem solugdes viaveis, entdo ambos tém
solugdes Otimas tais que Z*=D*,

D
l I Z* __limite minimo do dual
D* I limite maximo do primal

z

Resultados importantes:
i) Se o primal é ilimitado, entdao o dual é inviavel;
ii) Se o dual éilimitado, entao o primal é inviavel;
iii) E possivel que ambos ndo tenham solucio viavel.

iv) Se x" é viavel para P e y* é viavel para D com c™x*=bTy", entdo x" € e 6tima
solucdo para P e y* € uma solucdo 6tima para D.

C) Teorema da Folga Complementar (versdo 1)
O Teorema Forte da Dualidade nos diz que a otimalidade é equivalente a igualdade no

Teorema da Dualidade Fraca. Isto é, x resolve P e y resolve D se e somente se (X, y) é um
par viavel para o primal e dual el

1 Da demonstragio do Teorema Fraco da Dualidade temos Z=c"x < (ATy)T x=y 'Ax<y'b=b"y.Do Teorema Forte da

Dualidade temos que se x e y sdo solugcdes 6timas, entdo ocorre a igualdade, ou seja,c'x =y"Ax =b"y .
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x=b'y=c"x=(Ax) y =b"y =|c"x =y"AX = D"V |, e (1)

Examinemos as consequéncias desta equivaléncia. Observe que a equacao c'x=y'Ax
implica que

y'Ax=c'x = (yTAx — ch)T =0=(Ax)'y-x"c=0=x"ATy -x"c=0= XT(ATy —~ c)z 0=

Zx(iay _cj) 201 ()

Em adicao, a viabilidade do primal e do dual implica que
x,20e ia”yi -c; 20, paraj=1,2,..,n.
i1
Entao
Xiiaini —-c; 20, paraj=1,2,..n,
i1
e portanto, a Unica maneira de manter (2) é se
Xiiaijyi —-c; =0, paraj=1,2,..n,
i1
ou equivalentemente

x;=0 ou ia”yi =, PAra j=1,2,..,1 st (3)
i=1

De forma similar do Teorema Forte da Dualidade e do Teorema Fraco da Dualidade,
temos

("x=b"y=c"x=y"Ax=b"y = y"Ax=b"y = b'y -y"Ax=0=y"b-y"(Ax)=0
(b - Ax) =Zyl[b Za” j]=0
i1 =)

Novamente, da viabilidade do dual e do primal, temos

y,>0e 0<b, - Za” x,, parai=1,2,..,m,

j=1
e portanto deveremos ter

[b Za” ]J 0, parai=1,2,..m,
oude forma equlvalente

y,=0 ou Zau c=b, parai=1,2,.,M. .. (4)

Combinando (3) e (4), pode-se enunciar o Teorema da Folga Complementar.
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Teorema: O vetor x eR" resolve o Primal-P e o vetor y eR™ resolve o Dual-D se e somente
se x é viavel para P e y é viavel para D e:

m
i) oux;=0ou ) ay =c,paraj=12,..n;e
i=1

n
ii) ouy,=0o0u > ax =b,parai=1,2,.,m.
j=1

Coroldrio: O vetor x e R" resolve o Primal se e somente se X é viavel para P e existir um
vetor y eR™viavel para D e tal que

it i

i) paracadaie{l,2,..,m}, se Za..x. <b,entdo y, =0; e
j=1

ii) paracadaje{1,2,.,n}, se x,>0, entdo Zaiiyi =c,.
i=1

C) Teorema da Folga Complementar (versao 2)

Sejam os problemas primal e dual

maxZ= ) cx, min D= Y by,
j=1 i=1
Zaijx]. <b, i=12,..,m — Z:ai]_yi ch j=1,2,...,n
=1 i=1
X, 20 j=12,.,0 y, >0 i=1.2,..,m
Nomenclatura

Z: funcao objetivo do primal a ser maximizada
D: funcdo objetivo do dual a ser minimizada
Z*: valor 6timo para Z

D*: valor 6timo para D

xj:  solucdo viavel do primal

yi:  solucao viavel do dual

xj: solucdo 6tima do primal

yi: solucdo 6tima do dual
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Seja o primal representado pelo quadro inicial

Bas| x1 X2 .. Xn |Xn+ Xn+ .. Xnt+m| D
e 1 2
Z |-c1 2 .. & 0 0 .. 0 ]O0|(
Xn+1| Ad11 d12 ... din 1 0 0 b1 (1)
Xn+2 | dA21 d22 ... d2n 0 1 0 bz (2)
Xn—l— dm1 dm?2 .« dmn 0 O . 1 bm (m)
As variaveis do PRIMAL sao: xj (j=1,2,..,n)
As variaveis de folga do PRIMAL sdo:Xn+i (i=1,2,..,m)
As variaveis do DUAL s3o: yi (i=1,2,..,m)

As variaveis de folga do DUAL sdo:  ym+j (j=1,2,...,n)

Apds algumas iteracdes tem-se o seguinte quadro

Base | X1 X v Xn | Xnt1 Xn+i v Xntm| b
yA E]’ =Pp;—¢ Coyi = Prsi (0)
(1)
(2)
(m
)

p,—c; coeficiente de x; na fun¢ado objetivo (linha (0)) para j=1,2,...,n;
P, quantidade liquida acrescentada ao coeficiente -c; (j=1,2,...,n) Linha (0);
p,,; coeficiente atual de xn+1 nalinha (0) parai=1,2,..,m.

Teorema
(@) Ovalor 6timo da variavel y; do dual é igual ao coeficiente na linha (0) do
quadro 6timo da variavel de folga xn+i do primal, isto é, y, =p_ ., (i=12,...,m).

(b) O valor 6timo da variavel de folga ym+j do dual € igual ao coeficiente na linha
(0) do quadro étimo da variavel x; do primal, isto é, y;,,, =p; ¢, (j=12....,n)
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Dem.: (a) c,,, =0, i=1..,m. No quadro 6timo, na linha (0) o coeficiente da variavel x_ é
p...- Logo pode-se dizer que a -ésima linha foi somada p; . vezes alinha (0) do
quadro inicial. isto é

(i) p; = Zp;—iaij (j=1,2,...,n) (ii) Z = Zp;-ibi
i=1 i=1

Como a solucdo do primal é 6tima, todos os coeficientes da linha (0) do quadro
final sdo positivos ou nulos, entao
(iii) p,,; =0,i=12,..,m (iv) p; —¢;20..p; >¢c;, j=1.2,...,n

(V) Zp:wiaij 2, j=12,...,n
i=1
Portanto, de (v) tem-se que p_,, i=1,2,..,m é uma solucao viavel do dual
Logo, a fungdo objetivo sera D => p, b, . Sabe-se que Z < D e da solugdo (ii) que
i=1

*

i,J=1,2,..,n é solucdo 6tima do primal vem que

7* = ip’fmbi .Como x
i
7* = Zn:c].x; = ip;”bi =D*. Portanto, p,, i=1,2,..,m é solucdo 6tima do dual, isto é
y, = ;’EH i=11,_21,...,m.
(b) Provar que y,,.,=p; —c;, j=1,2,..,n. Tem-se que iai}.yi >c, iaijyi ~ Vi =€)
= =
Vi = ia”y; —¢; j=1,2,..,n (vi). Da parte (a) do teorema tem-se que
i=1

> ay; =D ap,,; =p, (vii). De (vi) e (vii) tem-se que y,,; =p; -¢; j=1,2,..,n. ®
i=1 i=1

Corolarios

(@) y;=0quando x,, >0 (i=1,2,..,m). Se a variavel de folga x_, for basica, entao a
variavel y; do dual é ndo basica.

(b) y.,=0 quando x; >0 (j=1,2,..,n). Se a variavel x; for basica, entdo a variavel

de folga y,,.; do dual é ndo basica.

Analogias entre as solugées dos pl's Primal e Dual

1) Uma solucgao viavel basica primal x ndo-6tima corresponde a uma solugao basica
inviavel y dual.

2) A solugao 6tima x* primal corresponde a solugdo 6tima y* dual com Z(x*) = D(y™).
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3)

4)

5)

6)

Os coeficientes das variaveis na funcdo-objetivo primal (¢ atualizados das
variaveis principais) sdo os valores das variaveis de folga (Ei) correspondentes na
solucao dual. Coeficiente de x; = valor de E; (E; variavel de folga dual).

Os coeficientes das variaveis de folga Fi na fungdo-objetivo primal sdo os valores
das variaveis yi correspondentes na solucao dual. Coeficiente de Fi = valor de y; (yi
variavel principal do dual).

Os valores das variaveis principais (Fi) de primal sao os coeficientes das variaveis
de folga Ei correspondentes na solu¢ao dual. Valor de x; = coeficiente de E..

Os valores das variaveis de folga (F;) no primal sao os coeficientes das variaveis
correspondentes na solucdo dual. Valor de F; = coeficiente de y:.

Exemplo 1 - Uso do “Teorema da Folga Complementar

Formulacao do primal Formulacao do dual
max Z =2x; +1x, min D =6y, +3y,
sa  3x,+4x,<6 sa 3y, +6y,=>6

6x, +1x, <3 4y, +1y, 23
X, X, 20 Vi, Y, >0

Resolvendo o pl primal, obtém-se o seguinte quadro 6timo.

Variaveis doDual > E:* E" yi° y2'

Variaveisdo Primal 2 | x1 x2 | X3 X4 b
Z 0 0 |4/21 5/21|13/7
X2 11| 2/7 -1/7|9/7
X' 1 -1/21 4/21| 2/7
Solucdo 6tima do primal | Solucao étima do dual
X, =217 y, =4/21
X, =9/7 y, =5/21
F =0 E; =0
F, =0 E,=0
Z*=13/7 D*=13/7
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Exemplo 2 - Uso do “Teorema d

Formula¢ao do primal

a Folga Complementar

Formulacao do dual

max Z = 95X, +2X,
s.a X, <3
X2
X, +2X, =9
Xy X, >0

min D= 3y, +4y, +9y,

sa 1y, +0y, +1y, 25
Oy, +1y, +2y, =2
Y1:¥, 20
y; <0

Resolvendo o pl primal, obtém-se o seguinte quadro 6timo.

Variaveis doDual > E:* E;" yi" y2" y3

Variaveis do Primal2>| x1 x2 |F1 F2 E | b
Z 0O 0|5 2 0]23
E 1 2 12
X2 10 1 4
X1 1 1 0 3
Solucdo 6tima do primal | Solugdo 6tima do dual
X, =3 y, =5
Fl* =0 y§ =0
F, =0 E, =0
E" =2 E, =0
Z =23 D" =23

https://www.youtube.com/watch?v=Iy26wUsE1Kc&list=PLbxFfU5GKZz1Tm 9RR5M u

vdOXp]J]8LC3&index=16

https://www.youtube.com/watch?v=qS5DCpfivQY&list=PLbxFfU5GKZz1Tm 9RR5M u

vdOXp]]8LC3&index=17

https://www.youtube.com/watch?v=01pznRt -

v0&list=PLbxFfU5GKZz1Tm 9RR5M uvdOXp]]8LC3&index=18
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