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Resolugao Grafica de um Programa Linear-PL

Interpretagdo geométrica

Um programa linear tenta minimizar ou maximizar uma funcao linear restrito a um
conjunto de restri¢coes lineares. Seja o programa linear-pl de maximizacao

max Z=2x+ 3y Funcdo objetivo
sa -Xx+y<5 Restricao 1
x+4y <45  Restrigdo 2
2x+y <27 Restricao 3
3x -4y <24 Restricao 4
x,y=0 Nao negatividade

Z(x, y) = 2x + 3y € a funcao objetivo, e as desigualdades sdo as restrigoes. Uma
solucdo vidvel é um valor para variaveis que satisfaz todas as restricoes, por exemplo,
(%, ¥) = (2, 0). Chamamos as solugdes viaveis de conjunto viavel ou regidao viavel ou
factivel. A figura a seguir apresenta graficamente elementos fundamentais do pl
acima.

- e a
! i Restrigdo 1 I?'/ i Restrigdo 2 !
y E SRS - ~20 s J
o 5 E f
1
i
I N Curva de nivel
E ‘ da funcdo
3 A objetivo
b N\
N\
(0.5) \
Regidovidvel —  \ 7 Tvw~a___ T
| Restricdo 3 i
S :
< X
(0,0) \\
e
| Restricdo 4 i
A :
Solugdo grafica de um pl

Uma solucdo de um pl é uma configuracdo dos valores das varidveis de decisdo de tal
forma que a solucdo satistaz todas as restricoes, ou seja, é viavel. A solucdo otima de
um pl é a solugcdo do conjunto de todas as solucdes vidveis com o maior valor da
funcdo objetivo (quando o pl for de maximizagcao).
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O método grafico é uma forma de determinar a solu¢ao 6tima limitado a pl’s com até
3 variaveis de decisao. Apesar desta limitacdo, este método fornece uma ilustracao
clara das regides vidveis e nao viaveis e também os vértices. Ter uma compreensao
visual do problema ajuda com um processo de pensamento mais racional (algoritmo
simplex) para determinac¢do da solugdo 6tima. Por exemplo, veremos que se um pl
tem uma solucdo 6tima limitada, a solucdo 6tima é sempre um dos vértices de sua
regido viavel (um ponto extremo). O que é necessario fazer é encontrar todos os
pontos de intersecao (vértices) e depois examinar qual, dentre todos os vértices
viaveis, fornece a solucao Otima. Para fazer isso, usamos conceitos de geometria
analitica e de calculo (mais especificamente, gradiente e curva de nivel). (fonte: link)

Procedimento da Solu¢do Grafica
Seja um pl de maximizagdo

i. Desenhe a reta de cada restricaio no grafico. Identifique a regido
correspondente a cada restrigao.

ii. Identifique a regido de solucdes viaveis, isto é a area do grafico que
simultaneamente satisfaz a todas as restricoes.

iii. Encontre a solugdo 6tima pelo seguinte método:
a) Desenhe uma ou mais curvas de nivel da funcao objetivo;
b) Desenhe o gradiente de Z;

c) Desenhe curvas de nivel paralelas na direcao indicada pelo gradiente de Z
até que a curva toque a regido de solucdes viaveis em um Unico ponto (ou
em um segmento). Este ultimo ponto, que é o mais extremo, é a solugao
Otima.

Em suma, o método grafico na programacao linear é usado para resolver problemas,

encontrando o ponto “mais alto” ou “mais baixo” de intersecdo entre a linha de
funcdo objetivo e a regiao factivel em um grafico.

Exemplos

a) maxZ=6xl+ 3x2
sa 2x1+44x2<8
-x1 + 4x2 <4
x1-x2<2
x1,x2>0
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Solucdo 6tima
(Unica)

Matlab: x = -4:0.1:4; y1 = 1/H)*B-2*x);y2=(1/D)*(4+x);y3=(-2+x);z=
(1/3)*(6 - 6*x); plot(x,y1,'k’, x,y2,'K’, x,y3,'k"); hold on; plot(x,z,"."); grid on; axis
square; ylim([-1 4]); xlim([-1 4]); grid minor; quiver(0, 0, 2, 1);
b) maxZ =x1 + x2
sa x1+x2<8
-4x1 + 4x2<8
2x1-x2<6
x1,x2>0

Solucdo 6tima
(mdltipla)

>
/ "
Matlab: x =-4:0.1:8; y1 = (1/1)*(8 - x); y2 = (1/4)*(8 + 4*x); y3 = (-6 + 2*x);
z = (1/1)*(4 - 1*x); plot(x,y1,'k’, x,y2,'K’, x,¥3,'k"); hold on; plot(x,z,"."); grid on;
axis square; ylim([-1 8]); xlim([-1 8]); grid minor; quiver(0, 0, 3, 3);
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c) maxZ=x1+x2
sa 2x1+x2<5
x1-x22>4

x1,x2>0

Sem regido
vidvel

S
>

Matlab: x = -4:0.1:6; yl1={1/D*(5-2*x);y2 =(-1/D)*(4-x);z= (1/1)*(1 - 1*x);
plot(x,y1,'k’", x,y2,'k"); hold on; plot(x,z,"."); grid on; axis square; ylim([-1 6]); xlim([-1
6]); grid minor; quiver(0, 0, 1, 1);

d) maxZ=x1+ 2x2
sa x14+2x2>2

-2x1 +x2<4
x1,x2>0
A
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Matlab: x = -2:0.1:6; y1 = (1/2)*(2 - 1*x); y2 = (1/1)*(4 + 2*%x); z = (1/2)*(4 - 1*x);
plot(x,y1,'k’", x,y2,'k"); hold on; plot(x,z,"."); grid on; axis square; ylim([-1 6]); xlim([-1
6]); grid minor; quiver(0, 0, 1, 2);
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Sumario

Em um programa linear-pl, temos um conjunto de varidveis e queremos encontrar
uma atribuicdo para as variaveis que satisfazem um determinado conjunto de
(des)igualdades lineares e que maximize ou minimize uma determinada funcao
objetivo linear. Uma atribuigdo que satisfaz as (des)igualdades é chamada de solugao
viavel.

E possivel que ndo exista uma solucdo viavel para as (des)igualdades; nesse caso,
chamamos o pl de inviavel.

Se o pl for viavel, é possivel que seja de maximizagdo e que haja solucdes de lucro
arbitrariamente alto, ou que seja de minimizagdo e que haja solugdes de custo
arbitrariamente pequeno. Nesse caso, dizemos que o programa linear nao € limitado.

Se o pl for viavel e limitado, ele possui um 6timo finito e estamos interessados em
encontrar uma solucao viavel de valor 6timo.

Graficamente percebemos que a solugdo Otima de um pl, se ela existir, estd na
fronteira/borda do conjunto das solucdes viaveis. Em particular percebe-se que esta
solugdo Otima encontra-se na intersecao das retas que definem as regidoes de
“abrangéncia” de restrigoes.

Exercicios
Resolver graficamente PL’s

a) max Z = 3x1 + 2x2
sa x1<12
x1 + 3x2 <45
2x1 +x2 <30
x1>20,x2>0

b) maxZ =13x1 + 5x2 - 125
sa 15x1 + 7x2 <1200
25x1 + 45x2 <900
x1 <37
x2 <14
x1,x2>0
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c) maxZ = (103/6)x + (388/15)y

Sa

13x + 19y <2400
20x + 29y <2100
x>10
X,y =0

d) minZ=10a+ 11b

e)

Sa

a+b>11
a-b<5
7a+ 12b > 35
a>0b=>0

B

maxZ = 50x, + 20x, max Z =

S.a

2%, +4x, <400 s.a
100x, +50x, <8000

X, <60
X, X, 20

X, + 2X,
X <3
X, <4

X, +2X, <9
X, X, 20

g)

maxZ = 5x, +2X,

s.a X <4
X, +2X, 29

X, X, 20
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