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Simplex Revisado

Desvantagens do simplex por quadros

Complexidade de uma Unica iteracdo simplex por quadros:
e Introducdo de uma variavel na base> O(n)
e Tirar uma variavel da base 2 O(m)

e Atualizacido/pivoteamento no quadro/tableau =2 O(mn)
Problemas com isso:

e Tempo: estamos fazendo operagdes que ndo sdo realmente necessarias

e Espaco: precisamos armazenar o quadro inteiro: O(mn) numeros de ponto
flutuante

e Matrizes esparsas: a maioria dos problemas tem matrizes esparsas (muitos
zeros) e matrizes esparsas poderiam ser manipuladas eficientemente porém
o simplex padrao tem o efeito " fi//-in" ou seja, matrizes esparsas sdo perdidas
(PS: Quando uma posicao zero em uma matriz esparsa se torna diferente de
zero, isso é chamado de "fi/l-in" e queremos evitar isso.)

e acumulacdo de erros de ponto flutuante nas iteracoes

Diversas maneiras de melhorar as “armadilhas” acima levam a uma versao matricial

do simplex. Para reduzir os efeitos gerados por estes problemas usa-se o Simplex
Revisado.

n maxZ = c'x
max7Z = Z CjXj

. sa Ax=Db

j=1

n x>0

Sa Z ainj < bi,l = 1, e, N Ac ]Rmx(n+m)
j=1
X;=20,j—1,..,n c € R™™M b e RM x € RM™

Em cada iteragdo, o algoritmo simplex passa de uma solu¢ao basica viavel para outra.
Para cada soluc¢ao viavel basica tem-se:

e B ={1,...,m} indice das variaveis basicas e N={m+1,..,m+n}

® Xg = {X11X21 "'IXm} d XN = {Xm+1le+2' "'er+n}
e Ag = [aj,...,ay,]| matriz base > IB! e Ay =[ams1, > aminl

® XN = 0 ® Xp >0
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Ax = Ayxy + Agxg =Db

Agxg = b — AnXp

xg = Ag'b — AglANxy

Z = c"x = cgxp + cyXn

Z = cp(Ag'b — AgtAnxy) + cixy

= cgAg'b + | cf — cgARAN | XN

CN

XB = AElb - A_BlANXN
Z=|cy—ch Ag*Ay | xn + Oxg + ciAGD
~————

AN

Na forma de quadro/tableau, para uma solucao viavel basica correspondente a B
tem-se:

Ay Ag b Ag'Ay

Ndo é necessario calcular Ay = Ag'Ay em cada iteragéo”” A continuidade da
execucdo do algoritmo simplex depende unicamente de Ty = ¢y — cfAgAy.

Simplex Revisado: motivagao

Ao resolver um problema de programacgdo linear num computador pelo simplex por
quadros, é necessario armazenar a tabela simplex na memoéria do computador, o que
pode ndo ser viavel para problemas muito grandes. Também é necessario atualizar
toda a tabela durante cada iteragao.

O método simplex revisado, que é uma modificagdo do método original, é mais
econdmico no computador, pois calcula e armazena apenas informacdes relevantes e
necessarias para testar e/ou melhorar a solugao ‘atual’. O simplex sé precisa:

i) dos custos reduzidos negativos;

ii) das colunas do pivot e do rhs (b) para executar o teste do bloqueio.

Em qualquer iteracdo, estas informacdes podem ser obtidas diretamente das
equacoes originais utilizando a matriz inversa da base atual.

O simplex revisado reduz significativamente o numero total de calculos a cada
iteracao. Essencialmente, o método simplex revisado, ao invez de atualizar todo o
quadro, calcula apenas os coeficientes necessarios para identificar o elemento pivot.
Primeiro, os custos reduzidos devem ser determinados para escolher a variavel que
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vai entrar na base. A variavel que deixa a base é determinada via teste do bloqueio,
de modo que apenas os coeficientes atualizados da coluna da variavel de entrada e os
valores atuais do rhs (b) sdo necessarios. Desta forma, o método simplex revisado
usa informagdes apenas para: i) calcular os custos reduzidos; e ii) para executar o
teste do bloqueio.

Algoritmo do Simplex Revisado

Passo 0: Escreva o pl na forma padrao e determine xg e xn. Faca B-1 = 1.

Passo 1: Calcule Ty = ¢y — cgB™IN. Se €y = 0, uma solucio 6tima foi alcancada e
pare; caso contrario, va para o Passo 2.

Passo 2: Determine a variavel xx que entra na base: cx = min;{c;, ¢; < 0}.

Passo 3: Calcule B71A;. Se B™1A, < 0, o pl é ilimitado, entdo pare; caso contrario, va
para o Passo 4.

. ., : b :
Passo 4: Determine a variavel xi. que sai da base: a_L = min
LK

(B™'b) -1
(s (B7'A) > 0},

Passo 5: Determine a nova inversa B-1 a partir da B-! anterior. Reescreva xg e Xy e vite
ao Passo 1.
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Fluxograma do Simplex Revisado

CFl

| ————

=

Initialize deta

&,=Fd—¢c
Determine entering »
varishle
f,;L Get colmmmn PEE‘I::II_.II_'
Tl a better _ 1
Yeo—_  solution e g T,=8"4,
[ - amilaslet zy
Currant soleticn o TJ
ig optimal
S
Determine departing
variakle J *
l Detsrmine new haae
matrix g-*
_,.a-“'ﬁ}: feasihle lpdnte o
Veo——_  salution e d—— o
l. "'~-J|5|_::|::-..| Calculate new Xg
{ End )
e
Exemplo 1
max Z =x1 + x2 maxZ =x1+ Xz
sa -x1+x251 sa -xXx1+x2+x3=1
x1<3 X1+x4=3
X2<2 X2+ X5 =2
X1, X2 2 0 X1, X2, X3, X4, X5 > 0
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Quadro inicial

baselxs xalxa xuxslbra o 4 40 0 0l0
xs -1 1|1 0 01 B R
Ay Aj b 1 0.0 1 03
x4 |1 0/0 1 03 s 1i0 0 1192
xs |0 1]0 0 1|2 | |

Ap6s concluida a 22 ITERACAO do Simplex por quadros

base | X3 Xs|[X1 X2 Xs|b T — cTAS Ay 0 CEABlb 1210 0 0(3

Z |-1 210 0 0]3 |-t 1 1{1 0 0i1
x1 |-1 11 0 0]1 -1 5 : 1 0 1:0 1 0:2
x2 [0 1]/0 1 0|2 A An oAbl 1 a0 0102
x4 |1 -1]0 0 1|2

Variaveis basicas B={1, 2, 4}: xp={x1, X2, x4}. Ndo Basicas N={3, 5}: xn={x3, xs}.
Do quadro inicial, ap6s concluida a 22 iteracao:
-1 1 0 1 0
1 0 1 Ay=10 0 cg=[-1 -1 0] cg=1[0 0]
0 1 0 0 1
22 ITERACAOQ via Simplex Revisado

Temos xs={x1, X2, X4}, XN={X3, X5} e j4 conhecemos Ag! atualizada.

i) Teste de otimalidade

AB=

Para dar continuidade na execucdao do algoritmo simplex, precisamos calcular
Cn = ¢y — cgARAy.
e Passo 1: calcular my = Ag'Ay

e Passo 2: calcular, entdo, ¢ — cimy

1
> my = Ag'Ay T[N_[ ” ] l 0 :_3 As]
-1 1 -1
- EN = CIE CET[N CN = [ e -1 0 [ ] [ 1 2] [ Es]
1 -1
Como c3 = —1 e entdo a solugdo atual ndo € 6tima (pois 3¢; < 0).

ii) Variavel que entra na base

A escolha da variavel xx que entra na base é feito via o teste cx = minj=1’___,n{Ej,Ej <

0. Temos cN=—12=c3c5. Portanto cK=min—7=—7 e desta forma K = 3 e x3 entra na
base.
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iii) Variavel que sai da base (Teste do Bloqueio)
Se xk entra na base, entdo a variavel que sai da base é escolhida via teste do bloqueio,

. b : bi — ./ - . :
ou seja, E—L = MiNj=; {5—‘, ajg > 0}. Neste caso a variavel basica da linha L sai da
LK iK

base.
Para executar o teste precisamos conhecer os valores atualizados de b e Ak, ou seja, b

e Ag. No nosso exemplo precisamos calcular apenas b (A; ja foi calculado
anteriormente).

_ _ _ 1111 -1

b=bAz! b=]| 0 A; = 1{|1of=|( 0

B -1 —1110 1

;—L = min {—, -, %} = 2. 0 minimo ocorre na 32 restricao (L = 3) e x4 sai da base.
LK

Depois desta escolha temos: B={1, 2, 3}, xsg={X1, X2, X3} e N={4, 5}, xn={x4, X5}. Logo

1 1 1 0 O

Ag=| 1 0 0] Ay = |1 0] I=[-1 -1 0]
0 1 0 0 1
cy=1[0 0]

32 ITERACAO via Simplex Revisado

Primeiro vamos atualizar Agl. Precisamos construir a matriz ampliada [Al;1 A3]

-1 0 1 —1 ioo 01 0
0 01 00; o|=Ag'=[0 0 1
11 -1 '—1 11 -1

i) Teste de otlmalldade

Calcular cy = cfy — cgAg*Ay

0 1 0110 0 1 0

cy=[0 0]—-[-1 -1 o0]|0 O 1|11 of=[1 1 o0]|0 1l=1[1 1]=[c, <5l
1 1 —-11l0 1 1 -1

Como cy = 0, entdo a solugdo atual é 6tima.

Resposta final

Assim, temos de b = Ag'b e Z = cgAg'b

0 1 o1[1] |3 ~ 3
b= lO 0 1] [3] = H, ouseja (xq,X,,%x3) =(3,22) Z=[1 1 0] [2‘ =5
—1112 2

2
Exemplo 2
maximize Z = 4X1 + 3X2 maximize Z = 4X1 + 3X2
sa X1 - X2<1 sa X1 -X2+4+F1=1

2X1 - X2<3 2X1 - X2+ F2=3
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X2<5
X1,X2=>0

X2+F3 =5
X1,X2,F1,F2,F3>20

Simplex por quadros

Simplex revisado

Xg = {F1,F2,F3},Xy = {X1,X2}

Base X1y X2|F1 F2 F3| b 100 1 00
7 | —4 -3 0 B=[0 1 of, B*=|0 1 0
«F1| 1] -1]1 1[1/1 | _?C O—clB‘lN)X 0 01
F2 2 -1 1 3 13/2 EN:[—I\L—S] N
F3 0 1 1|5 | N"FV ™
Iteracao 1
Simplex por quadros Simplex revisado
* Solugdo 6tima? Nao  * Var que entra na
base: X1
*Var que sai da base?
_ 1 0 0
Ai=B1A, =0 1 0
Base|X1 X2\ |F1 F2 F3| b . 0 0 1
Z -7| 4 4 T o1
CRET= b P IH H
«~F2 1-2 1 1(1/1 b, 1
_—_ =—(L=1
F3 1] 0 115 51| = mm{lz} L=1)
~ F1 sai da base
* Xg = {X1,F2,F3}, Xy = {F1,X2}
1 0 O 1 0 O
B=[2 1 0],3—1— -2 1 ol,ch
0 0 1 0 0 1
- 1 -1
=| 0|,N=]0 —1]
0 0 1
* Oy = (cn —cgBT'N)Xy Oy = [4,=7]
[teracao 2
Simplex por quadros Simplex revisado
* Solugdo 6tima? Nao  * Var que entra na
base: X2
*Var que sai da base?
. 1 0 0][-1 -1
Base| X1 X2 |F1l F2 F3| b A, =B7'A;=|-2 1 Oo||-1|=| 1
_ 0 0 11l 1 1
le 1 1(1) Z 121 - 10 0prl 1
%2 1 _2 1 1 b=B"'b[-2 1 of|3[=|1
— 0 0 1115 5
«F3 2/-1 1] 4 4/2
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- F2 sai da base
* Xg = {X1,X2,F3},Xy = {F1,F2}
1 -1 0 -1 1 0
B=l2 -1 0],3—1=[—2 1 ol,cB
0 1 1 2 -1 1
—4 1 0
= l—B 0 1]
0 0 O
* EN = (CN — CBB_lN)XN EN = [—10, 7]

N =

Iteracao 3

Simplex por quadros Simplex revisado
* Solucdo 6tima? Nao * Var que entra na
base: F1

*Var que sai da base?

-1 1 0711 -1
Base | X1 X2|F1 F2 F3 | b Ap, = B 1Ap, = [_ 1 0 H: [_2]
Z 2 5 |31 —1 1. 2
X1 1 1/2 1/2 4
X2 1 (/) { 5 b=B1b|— ” ] ]
F1 1 -1/2 1/2 | 2 B —1 1 | 4
b
—— =minj—, —,—¢ = =
aLF1 { 4} 2(L=3)
~. F3 sai da base
* Xg = {X1,X2,F1},Xy = {F2,F3}
1 -1 1 0 1/2 1/2
B=[2 -1 0],8‘1=[0 0 1],(:B
0 1 0 1 -1/2 1/2
—4 00
= [—3 ,N =11 O]
0 0 1
* ey = (cy —cgB™IN)Xy oy =1[2,5]
Exemplo 3

max Z = X1 + X2

sa -X1+X2<1
X1<3
X2<2
X1,X2>0

max Z = X1 + X2

sa X1+X2+X3=1
X14+X4=3
X2+X5=2
X1, X2,X3,X4,X5>0

Professor Volmir Eugénio Wilhelm




Departamento de Engenharia de Produg¢do - UFPR 71

Simplex por quadros

Simplex revisado

Xg = {X3,X4,X5}, Xy = {X1,X2}

base| X1 X2 |X3 X4 X5| b 100 100
7 |1 110 0 olo0 B=|0 1 of B'=|0 1 0
X3|-1 1/1 0 0|1|-— |_ 00 1 0 0 1
X4 | 1 0/l0o 1 o0]3|3/1|N={(n—cgBTNXy
xs | 0 10 0 1|2 |- |N=[-1-1]
Iteracao 1
Simplex por quadros Simplex revisado
* Solucdo 6tima? Nao  * Var que entra na
base: X1
*Var que sai da base?
_ 1 0 0
A,=B71A; =10 1 0
Base| X1 X2 |X3 X4 X5| b 0 0 1
Z 1 1 3 100
- 1
X3 111 1 44/1bBbgé(1)
X1 1 0 1 3| --- 5
X5 1 0 1]2]|2/1 __L=min{ 1,_}=_(L—1)
a
. X4 sai da base
* Xg = {X3,X1,X5}, Xy = {X2,X4}
1 -1 0 1 1 0
B=|0 1 O0|,B*=|0 1 o0,
0 0 1 0 0 1
0 1 0
=|-1|,N=(0 1
0 1 0
* Oy = (cy —cgB™'N)Xy oy =[-1,1]
Iteracao 2

Simplex por quadros

Simplex revisado

Base| X1 X2 |X3 X4 X5| b

Z 1 1]5
X3 1 1 -1]2
X1 1 1 013
X2 1 0 1 ]2

* Solucdo 6tima? Nao
base: X2
*Var que sai da base?

1 1 0111 [
0 1 0”0]=H
0 0 1 1
110

8 ll-[

B 0 0 1

by, .

am_mln{1 1} (=3

~ X5 sai da base
* Xg = {X3,X1,X2}, Xy = {X4, X5}

* Var que entra na

KZ = B_1A2 =

b=B"1b
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1 -1 1 1 1

B:[O 1 o],B—1=[o 1

0 0 1 0 0

0 0 0

=[—1 1 0]
—1 0 1

x* cy = (cy — cgB™IN)Xy oy = [1,10]

-1
0l,cp
1
N =

Exemplo 4

maximize Z = 4X1- 3X2 + 4X3
sa 4X1-3X2+X3<3
X1+ X2+X3<10
2X1+X2-X3<10
X1,X2,X3>0

maximize Z = 4X1- 3X2 4+ 4X3
sa 4X1-3X2+X3+X4=3
X1+X2+X3+X5=10
2X1+X2-X3+X6=10
X1,X2,X3>0

Simplex por quadros Simplex revisado
Xg = {X4,X5,X6}, Xy = {X1,X2,X3}
base| X1 X2 X3 |X4 X5 X6| b 100 100
7 | -4 3 -4 B=[O 1 O,B_1=[O 1 0]
X4 | 4 3 1|1 3((_ O 0 11 0 0 1
Xs | 1 1 1 1 10| | o = (en — cgBTN)Xy
X6 | 2 1 -1 1 10| |N=1[23—4]
Iteracao 1
Simplex por quadros Simplex revisado
* Solugao 6tima? Nao  * Var que entra na
base: X1
*Var que sai da base?
. 1 0 01141 [4
Ai=B'A =|0 1 0 [1 = 1]
base| X1 X2 X3 |X4 X5 X6| b 0 0 121 12
z |12 9 |4 12| - 10 0”3' 3]
b=B"'b|0 1 o0f|10|=]10
X1| 4 -3 1|1 3
0 0 1ll101 [10d
X5 | -3 4 -1 1 7 =
X6 | 6 -2 1 1|13 E_min{ﬁl_(’l_o}_E(L_l)
E R 4172 4>
~ X4 sai da base
* Xg = {X1,X5,X6}, Xy = {X2,X3,X4}
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- 0 0
4 0 0 H
B=|[1 1 (),B—1=—Z 1 0f,cp
2 0 1 L
4 1
—4 3 1 1
=| o[,N=|1 1 o0
0 1 -1 0
* ty = (cy —cgB™IN)Xy Ty =[0,-3,1]

Iteracao 2

Simplex por quadros

Simplex revisado

* Solucdo 6tima? Ndo  * Var que entra na
base: X1
*Var que sai da base?

1 0 0 1
4 1 4
base [X1 X2 X3 | X4 X5 X6| b — 1 1 3
Z 0o 3 | 1 3 A3=BA3=—110 1=l 3
X3 | 1 -3/4 1/4 |1/4 3/4 1 -1 3
X5 7/4  3/4 |-1/4 1 37/4 -— 01 —=
X6 5/2 -3/2 |-1/2 1(17/2 1 4 ) -3 2
— O O —
4 3 4
1 37
b=B"'b[-= 1 off10[=|=
4 10 4
1 0 1 17
B L 4 : L2 -
b 3/4 37/4 17/2 3
_—L=min{/, /, /}z—(L=1)
aL 1/4’ 4/3°'=3/2) 4
- X1 sai da base
x Xp = {X3,X5,X6}, Xy = {X1,X2, X4}
1 0 0 1 0 0
B=|1 1 0[,B'=|-1 1 0f,cp
-1 0 1 1 0 1
—4 -3 1 1
=[ 0O|,N=|1 1 O]
0 1 -1 0
* Oy = (cy —cgBT'N)Xy oy = [12,-9,4]
Iteracao 3

Simplex por quadros

Simplex revisado

* Solucdo 6tima? Nao * Var que
entra na base: X2
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*Var que sai da base?

B 1 0 01[-3
A, =B 1A, =[-1 1 0” 1]

base| X1 X2 X3| X4 X5 X6| b 1 0 1l 1

7 |21/4 7/4 9/4  |111/4 ~ _3

X3 | 7/4 1| 1/4 3/4 33/4 B

X2 [-3/4 1 -1/4 1/4 7/4 1 0 0

X6 | 9/2 1/2 1/2 1 | 33/2 B:B—lb[ 1 1 0” ] [ ]
_ 1 0 1 13
_b—L=min{ ,—}——(L—Z)
arq "4

~. X5 sai da base
* Xg = {X3,X2,X6}, Xy = {X1,X4,X5}

1 -3 0
B=|1 1 o0|B™!

-1 1 1
_ 1 3 0_
4 4
_ 1 1 ol ¢
4 4 |'P
1 1 "
2 2
—4 4 1 O
=| 3[,N=|1 0 1
0 2 0 0
* Cy = (cy — CBB N)XN
[21 7 9]
N = 4’4’4
Exemplo 5
maximize Z = 5X1+ 8X2 + 2X3 maximize Z = 4X1- 3X2 + 4X3
sa 1X1 4+ 1X2 + 1X3>6 sa 1X1+1X2+1X3-E=6
5X1 4+ 9X2 + 6X3 <45 5X1 + 9X2 + 6X3 <45
X1,X2,X3>0 X1,X2,X3>0

Temos uma restrigdo do tipo “>* -> E agora?

Vamos usar variavel artificial e SIMPLEX DUAS FASES. Questdo: Como usar SIMPLEX
REVISADQ?

Observagoes

1. Em qualquer iteragcdo podemos calcular o valor atualizado das colunas do
quadro simplex pois conhecemos a inversa da matriz base (B-1).
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2. Da mesma forma, em qualquer iteragdo podemos calcular o valor atualizado do
rhs.

3. Se desejarmos incluir uma nova coluna (variavel ndo prevista no inicio do
processso de otimizacdo) podemos fazé-lo a qualquer momento (em particular
apos obtida a solucao 6tima).

4. Se desejarmos alterar coeficientes de uma coluna podemos avaliar o efeito desta
alteracao na base 6tima.

5. Da mesma forma também podemos estudar o feito na base 6tima se alterarmos
o rhs.

Exercicio

maxZ = 2xq + 3x, maxZ = 2xq + 3x,

Sa X1+2X2S6 Sa X1+2X2+X3=6
2% +%x, <9 2X1 + X, +x4 =9
X]ZO,]=1,2 XJZO,]=1,,4‘

base | x1 X2 |x3 x4|b

Z |-2 3]0 0]0

X3 1 2|1 06

X4 2 110 1]9
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base| x1 Xx2| x3 x4|b
7 |-1/2 1/2 9
x2 | 1/2 1] 1/2 3
X4 3/2 -1/2 116

base | x1 X2 | X3 x4 | b
Z 4/3 1/3]11
X2 1] 2/3 -1/3| 1
xa | 1 1/3 2/3| 4
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Exercicio 2

Seja
maximizar 50X1 + 20 Xz
Sujeitoa  2X; +4X2<400
100X; 4+ 50X, <8000
X1<60
X1, X2>20

a) Resolva o problema via simplex por quadros.

b) Resolva o problema via simplex revisado.
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