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Teoremas e resolucao de PL via determinagao das solugdes basicas viaveis

Um programa linear-pl é um problema de otimizacdo no qual temos uma colegado de
variaveis, que assumem valores reais, e queremos atribuir valores as variaveis que
satisfaca uma colecdo de desigualdades lineares e que maximize ou minimize uma
determinada funcao objetivo (linear).

Quando resolvemos graficamente um pl de duas variaveis percebemos que o
gradiente da funcdo objetivo “nos obriga a ir até” a fronteira do conjunto de solucdes
viaveis. Ou seja, o gradiente indica (intuitivamente) que a solucao 6tima de um pl, se
ela existir, sempre esta na fronteira/borda do conjunto das solu¢des vidveis. Como a
fronteira é composta por segmentos de reta, percebe-se que a solucao Otima se
encontra na interse¢do de retas que definem as regioes de “definicdo/abrangéncia”
de restrigoes.

O método mais difundido para resolugdo de problemas de programacgdo linear é o
Simplex. O “funcionamento” do Simplex é baseado no fato de que a solugdo 6tima, se
ela existir, é uma dessas intersecdes. Estas intersecoes tém nomes especiais tais
como corner, vértice, ponto extremo, solucdo basica.

Neste texto iremos apresentar teoremas fundamentais que garantem que Simplex
encontra a solucdo 6tima de um pl, se ela existir.

Forma padrao

O método Simplex é uma abordagem para determinar o valor 6timo de um programa
linear. O método produz uma solug¢ao 6tima que satisfaz as restri¢cdes e produz um
valor Z maximo (se existir). Para usar o método Simplex, o pl precisa estar no
formato padrao, onde variaveis de folga e/ou de excesso devem ser introduzidas.

Para um pl estar na forma padrao, ha trés requisitos: (1) deve ser um problema de
maximizacao; (2) todas as restri¢des lineares devem estar no formato de igualdade;
(3) todas as variaveis sao ndo negativas. Esses requisitos sempre podem ser
satisfeitos, transformando qualquer pl usando algebra e substituicdes basicas. O
formato padrao é necessario porque cria uma solu¢ao/ponto de partida ideal para
utilizar o método Simplex de maneira eficiente.
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1.

Para transformar um pl de minimizacdo em um pl de maximizacdo, basta
multiplicar os lados esquerdo e direito da funcao objetivo por -1.

e Setemos min Z = c1x1 + C2X2+...+CnXn Substituimos por
max -Z = -x1€1 - C2X2 = ... = CnXn

e Por exemplo se temos min Z = 2x1 - 3Xz, escrevemos max -Z = -2x1 + 3xe.

Variaveis de folga sdo variaveis adicionais (ndo negativas) introduzidas nas
restrices para transformar desigualdades do tipo “menor ou igual a” para
restricoes de igualdade. Variaveis de folga sempre entram com coeficiente +1.

e Setemos aiix1 + aizX2 +...+ ainXn < by, substituimos por
ai1X1 + aizx2 +...+ ainXn + Fi = bi, e adicionamos Fi > 0

e Por exemplo se temos 4X1 - X2 < 6, escrevemos 4x1 -x2+ F=6,F >0

Variaveis de excesso sdo variaveis adicionais (ndao negativas) que sao
introduzidas para transformar desigualdade do tipo “maior ou igual a” em
restricoes de igualdade. As variaveis de excesso sdo introduzidas com
coeficiente -1.

e Setemos aj1X1 + aizX2 +...+ ainXn > by, substituimos por
ai1X1 + aizx2 +...+ ainXn — Ei = bj, e adicionamos E; > 0.

e Por exemplo se temos 4x1 - X2 > 6, escrevemos 4x1 -x2-E=6,E>0

Se temos variaveis negativas, devemos fazer uma mudanca de variavel, em todo
o pl, substituindo-a por sua simétrica

e Setemos X; < 0, substituimos por X; = -x;’, e adicionamos x;’ > 0

Se temos variaveis livres (sem sinal), também devemos fazer uma mudancga de
variavel, em todo o pl, substituindo-a pela diferenca de duas variaveis positivos

e Se temos Xj livre, substituimos por xj = X’ - x;”, e adicionamos x;’, x;” > 0

Apos efetuadas as operagoes, a forma padrao do pl é a seguinte (b > 0)

maximize Z = c1x1 + ¢2xX2 + ... + CnXn

sujeito a aixi +arxz + ... + amXan = b1
a21x1 + azx2 + ... + az2nXn = b2

dmi1X1 + dm2X2 + + dmnXn = bm
X1, X2, eeey Xjpeeny Xn = 0
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Defini¢des

Defini¢do 1: Um conjunto S é dito convexo se, para quaisquer elementos x e y de §
tem-se que:

x+{1-A)yeS, 0<a<1

Defini¢do 2: (Combina¢do Convexa) Uma combinacdo convexa é uma combinacao
linear em que os coeficientes de ponderacao sao nao-negativos e somam um.

y:Zn:aixi Zai =1 a; 20,Vi
i=1

Defini¢do 3: (Combinacao Estritamente Convexa) Uma combinacdo estritamente
convexa € uma combinac¢ao linear em que os coeficientes de ponderacao somam 1
(um) e sdo estritamente positivos.

Teorema 1: Considere um subconjunto convexo S c R". Qualquer ponto situado no
segmento que une dois pontos distintos contidos em S pode ser expresso por uma
combinac¢ado convexa destes dois pontos.

Lema 1: O conjunto dos pontos representaveis por combina¢des convexas é a unido
dos pontos representaveis por combinacdes estritamente convexas com 0s pontos
extremos.

Teorema 2: A interseccao de dois conjuntos convexos resulta em um conjunto
convexo.

Defini¢do 4: (Ponto Extremo) Um ponto pertencente a uma regido convexa é dito ser
um ponto extremo se ndao puder ser expresso através de uma combinacao
estritamente convexa de dois pontos distintos.

Defini¢do 5: (Ponto Extremo) Um ponto extremo em um conjunto convexo .S é um
ponto pertencente a S que nao esta no interior de nenhum segmento de reta contido
em S.

Pontos extremos também sdao chamados de vértices. Nesta disciplina, as duas
nomenclaturas serdao usadas indistintamente.

Defini¢do 6: Solucgdo Viavel - Um vetor x que satisfaz as restrigdes de um problema de
programacao linear ¢ denominado de solucao viavel ou factivel. Um vetor que nao
satisfaz alguma restricdo é chamado de solugdo inviavel. O conjunto de todas as
solugdes viaveis forma a regido viavel ou regiao factivel.

Defini¢do 7: Matriz Base - Se a submatriz Bm.m da matriz A é nao singular, isto &, o seu
determinante é ndo nulo, entdo Bm.m é denominada de matriz base.

Defini¢do 8: Variavel Basica e Variavel Nao Basica - As m variaveis correspondentes
as m colunas da matriz base Bm.n sdo denominadas de variaveis basicas (xs). As
demais sdo as variaveis ndo basicas (xn).
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Defini¢do 9: Solugao Basica - Uma solucdo basica é qualquer solucdo x que satisfaz
Ax=Db obtido fixando as variaveis nao basicas igual a zero (xn=0). Se a solucao basica
for tal que x > 0, entao diz-se que a solucdo é basica viavel.

Seja um sistema com m equagdes e n variaveis. Considere uma particdo basica
A = [B N] e a seguinte solucio obtida ao se fixar as n - m variaveis de xy em zero:

{XE =B"1b
xy =0
A solucdo x* = [xg, Xy ]| assim obtida é chamada solugdo bdsica. Se x5 = B™'b > 0,

dizemos que x* é uma solugdo basica vidvel. Se x; = B™'b > 0, dizemos que x* é uma
solugdo basica viavel ndo degenerada.

Exemplo: Seja o pl na forma geral e na forma padrao

Forma geral Forma padrao
max Z = 50x1 + 80x2 max Z = 50x1 + 80x2
sa x1 + 2x2 <32 sa x1+ 2x2+F1 =32
3x1 + 4x2 <84 3x1 + 4x2 + F2 84
x1,x2>0 x1,x2,F1,F2>0

\ (0,21)

X+ 2 =32
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Resolucdo grafica

Uma vez que as restricdes sdo em termos de desigualdades e o método simplex sé
lida com equagdes, vamos reescrever as restricoes do tipo “<” como equagdes através
da introducao de variaveis de folga, F1 e F2:

x1 4+ 2x2 <32 3x1 + 4x2 < 84
tornar-se

x1 4+ 2x2 +F1 =32 3x1+4x2+F2=84 (comF1>0eF22>0)

F1 e F2 sdo novas variaveis que "sdo as folgas" entre os lados esquerdo e direito das
desigualdades transformando-os em igualdades (equacgdes)
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Vamos construir a tabela das solu¢des basicas que mostra todas as solugdes basicas
das variaveis x1, x2, F1, F2. Como temos quatro variaveis e duas restricoes, sempre
teremos duas variaveis nulas; assim devemos atribuir 0 a todos os pares possiveis e
resolver o sistema resultante

{X1+2X2+F1=32
3x1 + 4x2 + F2 = 84

x1 x2 F1 F2
0 0 F1 F2
0 X2 0 F2
0 x2 F1 0

x1 0 0 F2
x1 0 F1 0
x1 X2 0 0

Agora, usando as duas equacgdes, resolvemos o sistema para as outras duas variaveis,
obtendo

x1 X2 F1 F2 Solugdo Basica Viavel? Z
0 0 32 84 Sim 0
0 16 0 20 Sim 1280
0 21 -10 0 Nao
32 0 0 -12 Nao
28 0 4 0 Sim 1400
20 6 0 0 Sim 1480**

Note que algumas solu¢des basicas incluem variaveis negativas. Apenas as solugoes
com todas as variaveis positivas serdao pontos extremos (vértices). Tais solucdes sdao
as solugdes basicas viaveis.

e Asvariaveis fixadas em 0 sao chamados de variaveis nao-basicas.
e Asvariaveis usadas na resolucdo do sistema resultante sdo a variaveis basicas.
e Uma solugdo assim obtida é denominada de solugao basica.

¢ Uma solugdo sem variaveis negativas é uma solu¢ao basica viavel.

Principais teoremas

Teorema 1: A regido viavel de um programa linear-pl é convexa.

Teorema 2: A solugdo 6tima de um pl € um ponto extremo.

Teorema 3: Se existe solu¢do vidvel entdo existe solugdo basica viavel.

Teorema 4: A solucdo basica viavel de um pl é um ponto extremo da regido viavel.

Teorema 5: O conjunto de solugdes basicas viaveis de um pl é finito.
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Em suma, o que queremos provar é que se a regido ¢é viavel entdao temos pelo menos
uma solu¢do basica viavel. Iremos provar que toda solucao basica viavel é um
extremo e que se a solucdo 6tima existir ela é uma solucao basica.

Teorema 1: (Regidao Viavel é Convexa) Num problema de programacdo linear, a
regiao viavel é um conjunto convexo.

a1 X + X + ...+ X, =b

aes As1Xy + Ao Xs + ...+ Qs X, = b

217 2272 2n“™n 2
be$ =S
p=ra+(@-ApeS, 0<A<L |@an X + 8maXe + - BpnXm = b

Demonstracdo: Seja S o conjunto formado pelos pontos x tais que Ax=b, x>0. Vamos
demonstrar que o conjunto S é convexo. Sejam x1,x2€S; precisamos mostrar que
x=0x1+(1-a)x2 € S, 0<o<l. Sejam x1 e x2 tal que Axl=b e Ax2=b e x1,x2>0.
Ax=A[ox1+(1-0)x2]=0Ax1+(1-a)Ax2=0ab+(1-a)b=b. Uma vez que x1,x2>0 e a<1
entdox=ox1+ (1 -o)x2>0.=

Teorema 2: Se a funcdo objetivo possui um maximo (minimo) finito, entdo pelo
menos uma solugdo dtima é um ponto extremo do conjunto convexo do Teorema 1.

Demonstracdo: Seja Z(x) a funcao objetivo que toma o valor maximo M no ponto x,,
entdo pode-se afirmar que M = Z(x,) = Z(x)VxeS. Sejam X;,Xp,...,Xp 0S pontos
extremos do conjunto S. Precisamos provar que X, € um desses pontos extremos.
Suponha que x, nao seja um ponto extremo de S. Entdo, ele pode ser obtido pela
combinacdo convexa de seus pontos extremos: X, = ZF=1 a;X; sendo ai>0, i=1,2,..,.p e

b ai=1 -> (a). Assim Z(xo) = Z(T_, &%) = Z(yX; + 0%, + - + apXp) =
Z(o;Xy) + Z(ay,X,) + -+ Z(apip) = 0, Z(X1) + 0, Z(X5) + -+ apZ(Xy) = M -> (b).
Consideremos o ponto extremo Xy definido pela relacdo Z(xy) = max Z(X;),
i=1,2,..,p -> (c) Devido as relagdes (a) e (c) a relacdo (b) pode sofrer as seguintes
modificacoes: Z(xq) < ;Z(Xpm) + a,Z(Xy) + -+ apZ(Xy), ou  seja, Z(xg) <
Z(Xp) Zip:l a;, isto é Z(xq) < Z(Xpm). Mas tinhamos M = Z(xg) = Z(x) VxeS. Entdo é
necessario ter Z(x,) = M = Z(Xy) e fica provado que a solucdo 6tima x, é um ponto
extremo do conjunto convexo S. ®
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Teorema 3: Se existir uma solugao viavel, entdo existe uma solucao basica viavel.

Demonstracdo: Suponha que x = [Xi, ..., Xn]T € uma solug¢ao basica viavel. Assim x > 0.

« Sem perda de generalidade, suponha que somente as primeiras p coordenadas de
X sdo positivas, assim xi1a1 + * - + Xpap = b (1)

* (aso 1:seaj, .., ap sdo linearmente independentes, entdo p < m = rank(A).
a. sep=m,entaoB =]ay, ..., am] forma uma base e x é solu¢ao basica viavel
b. se p < m, entdo podemos encontrar m — p colunas de ap+1,.., an para formar

uma base B e x sera uma solucao basica viavel.

 (Caso 2: se ay, ..., ap sao linearmente dependentes entao 3 yi,..., yp tal que algum y;
> 0 eyiar + - + ypap = 0. Deste fato e de (1) temos (x1 — gy1)ar + = + (Xp —
€yp)ap =Db

» Para ¢ suficientemente pequeno temos (¢ > 0), (x1 — &y1) >0, ..., (xp — €yp) > 0.

» Visto que existe algum y; > 0, fazendo € = min {§| i=1..,pys > 0}. entdo, as
1
primeiras p componentes de (x — €y) = 0 e pelo menos um deles é 0. Portanto,

podemos reduzir p em pelo menos 1. Repetindo esse processo, ou chegamos ao
Caso 1 oup = 0. A ultima situacao pode ser tratada como o Caso 1. ®

Teorema 4: (Solucao Basica Viavel é Ponto Extremo) A solugdo viavel x é um ponto
extremo de S se e somente se x € uma solucao basica viavel para S..

Demonstracdo: (=) Seja x um ponto extremo de S. Suponhamos por contradi¢ao que
X ndo é solucdo basica. Suponhamos, entdo que suas p > m primeiras componentes
sao positivas (x1a1 + - - - + Xpap = b pois x€S). Sejay = [y, ..., ¥p], com y # 0 tal que
yiai + - - - + ypap = 0. Visto que xj, ..., Xp > 0 por hipotese, 3 € > 0 pequeno o suficiente
tal que (x +ey) e Se (x-¢€y) € S, vistoque A(xtey) =Ax+ A(ey) = Ax+ e(Ay) =b
+ 0 =beque (x*ey)>0.Portanto x = %2 (x + €y) + %2 (x - €y) e portanto x ndo é
extremo. Isto é uma contradi¢do e portanto x é solugdo basica viavel.

(<) Seja x uma solucdo basica associada a submatriz base B € Rm"m, com B nio
singular. Entao, sem perda de generalidade, suponha que x = (xs, xn) com x;=0 para
i=m+1,..,n. Logo, Ax=Bxg=b. Por contradi¢do suponhamos que x nao seja ponto
extremo ou vértice de S, entdo Jy,zeS tal que x = ay + (1-a)z, a.€[0, 1] e y # z pois
x#0. Como xi=0 i=m+1,..,n, entdo ayi=0 e (1-00)zi=0 para i=m+1,...n, e portanto y; =
zi = 0 i=m+1,..,n. Logo y=(ys, 0) e z=(zs, 0). Como y, z € S, Ay=Db e Az=Db, e portanto
Bys=b e Bzg=Db.

Portanto 0 = b - b = Bys - Bzs = B(ys - z) — B(ys - z8)=0. Como B € ndo singular,
entdo yg = zg. Isso é uma contradicao pois por hipétese y # z, e portanto x é um
extremo. ®
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Teorema 5: (O Numero de Solugdes Basicas é Finito) A colegdo de todas as solugdes
basicas formam um conjunto finito.

Cl =m!/n!'(m—n)!

Teorema 6: (Multiplas solugdes) Se um valor 6timo da funcao objetivo é atingido em
mais de um ponto extremo, cada combinacdo convexa desses pontos extremos
também fornece o valor 6timo da func¢do objetivo.

Demonstracdo: Seja a fung¢do objetivo Z(x) = cTx que assume o valor 6timo Z* nos
pontos extremos yi e y2, ou seja, Z* = cTy1 = cTyz. Seja xo = (1 —A)y1 + Ayz. Entdo, xo €
S pois S é um conjunto convexo, e c™xo = AcTy1 + (1 — A)cTy2 = Z". Portanto, xo
também é uma solucdo 6tima do pl.=

Sumario: se a regiao é viavel entdo existe solu¢do basica viavel. Se existir, a solucao
6tima é uma solugao basica viavel.

Resoluc¢do de um pl via determinagdo das solugdes basicas viaveis

Baseado nos teoremas anteriores, uma maneira pratica de resolver pequenos
problemas de programacao linear, seria verificar o valor da fung¢do objetivo nos
pontos extremos (Solugdes Basicas) do poligono de solucdes viaveis.

\\ \\
: . vz = const.
feasible set .

\\ T .
‘e r: maximum value

Considere um pl na forma padrdo: max{cTx: Ax = b, x=>0}. Uma solugdo viavel é
qualquer x>0 tal que Ax = b. Sem perda de generalidade, podemos assumir que a
matriz Am.n possui rank(A)=m, portanto A possui m colunas linearmente
independentes. Para alguma escolha de m colunas linearmente independentes de A,
chamadas colunas basicas, uma solu¢ao basica é qualquer x tal que Ax =b comasn -
m variaveis nao basicas nulas. As variaveis basicas assumirao valor xs = B—1b, onde
as colunas de B sdo as colunas basicas de A. Se além disso x>0, x é uma solugdo
basica viavel.
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Entdo, para resolver um pl utilizando o método das solu¢des bdasicas, deveremos
seguir o seguinte procedimento

(a) Encontre todas as solugdes basicas (viaveis e inviaveis)
(b) Para cada solugdo basica viavel calcule o respectivo valor da funcao objetivo;

(c) A solugdo basica viavel com o maior valor da funcao objetivo € a 6tima.

Exemplo de resolugdo via método das solugdes basicas viaveis

Seja o pl pl na forma padrao
maxZ = 5x; + 3x, maxZ = 5x; + 3X,
sa 2x4 + 3x, < 15 sa 2x4 +3x, + F, =15
2X1 +X, <9 2% +x, +F, =9
X1 — X, <3 Xy — X, +F3 =3
X5,X, =0 X5, X9, F1,Fy,F3 =0

Considerando a forma de escrever max{cTx: Ax = b, x>0}, temos

2 3 1 0 0
c=[53],b=[159 3]T,x=[x; x, F; F, F;],A=(2 1 0 1 0
1 -1 0 0 1

Reescrevendo as restricoes temos

(e (sl (e () )

Para obter uma solucao basica, deveremos primeiro escolher 3 colunas linearmente
independentes. Estas colunas sdo denominadas de base (B), e as variaveis associadas
a estas colunas, xg, sao as variaveis basicas. As demais variaveis sao as nao basicas
(designadas por xn). As colunas das variaveis ndo basicas (N) nado serdo utilizadas na
resolucdo do sistema e para “desativar” estas colunas (na resolucao do sistema
Ax=Db) basta fazer xn = 0. Portanto, ao invés de resolver o sistema Ax = b, que tem 3
linhas e 5 colunas, iremos resolver Bxg = b, que conta com 3 linhas e 3 variaveis.

Originalmente queremos resolver Ax = b = (Bxs + Nxn) = b, mas como temos xn = 0,

entdo resolveremos o sistema menor Bxg = b. Basta, calcular B~' e termos
=B~ 1p

XB = .
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Calculo das solugdes basicas do exemplo. Como ha m = 3 linhas e n = 5 variaveis (ou
seja, 5 colunas), temos C3 = 10 opg¢des de escolher a matriz B (e logo xs).

1. xg = (xq,X3,Fy) xn = (F,F3) x = [B~1b, 0]
[o X 1
2 3 1 | 3 3 |
Ag =12 1 O] = A§1=|0 § —§| = x=[4 1 4 0 0]
1 -1 0 5 4
1 -3 3
2. Xg = (X1,X2,F) xy = (Fq,F3) x = [B71b, 0]
1 9 3
2 3 0 5 5
N I R I R
1 -1 0 IR
5 5

3. xg = (X1,X2,F3) xn = (Fy, F3) x = [B™'b, 0]

2 3 0

B=[2 1 0 — Bl=
1 -1 1

4. xg = (%1, F,F2) Xy = (X2, F3) x = [B~'b, 0]
2 1 0 0 0 17

B=[2 0 1} = Bl=|1 0 -2 = x=[3 0 9 3 0]

1 0 O

5. xg = (x1,F1, F3) XN = (Xp, F2) X = [B_lb» 0]

1
2 1 0 5 0
B=[200} - Bl=|1 -1 0] = x=[—060——]
1 0 1

6. xg = (X1,F;, F3) XN = (X2, F1) x = [B'b, 0]

1
2 0 0 5 00 . ;
B=1[2 1 0 — Bl=|-1 1 o0 :>x=700—6—5]
1 0 1

7. xg = (X2, F1, Fp) XN = (x4, F3) x = [B™'b, 0]

3 1 0 0 0 -1
B=[1 0 1] = B_lzll 0 3] = x=[0 -3 24 12 0]
-1 0 0

8. X = (Xz, Fl’ F3) XN = (Xl' Fz) X = [B_lb, 0]
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3 1 0 0 1 0
B=[1 0 0] = Bl=|1 -3 0 = x=[0 9 —-12 0 12]
-1 0 1 0 1 1
9. xg = (X2, F2,F3)  xy = (%1, Fy) x = [B~'b, 0]
_1 -
- 0 0
3 0 0 31
B=|1 1 0 :>B‘1=—§10 = x=[0 5 0 4 8]
-1 0 1 N
_3 .
10 XB = (Fl, F2, F3) XN = (X1'X2) X = [B_lb, 0]
1 0 0 1 0 0
B=[0 1 0} - B‘1=[0 1 0]:» x=[0 0 15 9 3]
0 0 1 0 0 1

Somente é solucdo basica vidvel se xg = B™'b > 0, ou seja

1: xg = (X1, %5, Fy) x=[4 1 4 0 0] Z=5x;+3x,=20+3=23
3:xg = (X1,X,,F3) x=[3 3 0 0 3] Z =5x,+3x, =15+9 = 24
4:x5 = (x,F,F))  x=[3 0 9 3 0] Z =5%, +3x, =15+0 = 15
9:x5 = (X, Fp,Fs)  x=[0 5 0 4 8] Z = 5%, +3x, = 0+ 15 = 15
10:x5 = (F,F,,Fs) x=[0 0 15 9 3] Z = 5%, + 3%,=0+0=0

Curiosidade: Seja um pl com 200 restricoes e 200 variaveis (que é considerado
pequeno em compara¢do com a maioria dos casos reais para os quais o método
simplex é utilizado). Neste caso temos 100 equagdes e 300 variaveis, que dara C2y =

4x108! solucdes basicas.

Se um computador calcula uma solug¢ao basica a cada milionésimo de segundo,
demoraria #4x1075 segundos para encontrar todas. Como o ano tem 60x60x24x365

Professor Volmir Eugénio Wilhelm



Departamento de Engenharia de Produg¢do - UFPR 35

= 31536000 = ~3x107 segundos a resolucao ira demorar =~4/3x10% anos para
concluir o calculo. A idade do universo é de cerca de 20 bilhées = 20.000.000.000 =
2x1010 anos. Entdo precisariamos 1058 anos do universo para resolver um pl
pequeno.

Conclusdo: praticamente é impossivel resolver um pl com maiores
dimensodes via determinacao de todas as solucoes
basicas.

https://www.youtube.com/watch?v=N4GxD631qLc&list=PLbxFfU5GKZz1Tm 9RR5
M uvdOXp]]8LC3&index=3

https://www.youtube.com/watch?v=NYZ206ccuzY&list=PLbxFfU5GKZz1Tm 9RR5
M uvdOXp]J]8LC3&index=4

https://www.youtube.com/watch?v=NYZ206ccuzY&Ilist=PLbxFfU5GKZz1Tm 9RR5
M uvdOXp]]8LC3&index=4

https://www.youtube.com/watch?v=cvRWORxDAY8&list=PLbxFfUSGKZz1Tm 9RR
5M uvdOXp]]8LC3&index=5
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