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Dualidade

A cada problema de programacao linear (problema de programacao linear
primal) corresponde um outro (dual) formando o par de problemas duais:

primal dual
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Dualidade — contextualizacao 1

Deseja-se produzir 3 diferentes molhos a partir da mistura de catchup e mostarda.
A guantidade disponivel de catchup é 80 unidades e de mostarda é 30 unidades.

Seja o programa linear a seguir que consiste em definir as quantidades étimas Xy,
X, € X3 dos molhos do tipo 1, 2 e 3 que consistem em diferentes misturas do
catchup e mostarda.

\ Problema da producgio

pl primal (PP)
Problema de Programacdo linear PRIMAL
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Dualidade — contextualizacao 1

Suponha que um comprador propde adquirir toda a matéria prima de fabrica,
interrompendo a producao:

*  Uma unidade de catchup custaray, >0
*  Uma unidade de mostarda custaray, >0

Os valores de compra y; e Yy, serao fixados arbitrariamente pelo comprador.
Entretanto o dono da fabrica pretende assegurar “certa vantagem” para que nao
saia no prejuizo.

Qual o pre¢o minimo de venda destes ingredientes (visdo do vendedor)?
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Dualidade — contextualizacao 1

Canm. )

max Z = 10x] + 7X, +15X,

=

s.a X, +4X, + X, <80
2%, t+3X, + 5%, <30

—

X{, X5, X5 20

Para produzir 1 unidade do primeiro molho, usa-se 5 unidades de catchup e 2
unidades de mostarda. Esta unidade produzida é vendida por 10 unidades
monetarias.

Portanto, vale a pena vender estas 5 unidades de catchup e esta 1 unidade de
mostarda se o comprador pagar pelo menos 10 unidades monetarias
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Dualidade — contextualizacao 1

max Z = 10x, + 7X, +15X,
s.a 5)(1 + 4)(2 + X, < 80 : Problema da producao
pl primal (PP)
2X, +3X, + 95X, <30
Xy Xy, X3 20
“VANTAGEM”

5y, +2y, >10
4y, +3y, =7
Y, +9Y, 215

N
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Dualidade — contextualizacao 1

O desembolso do comprador sera D = 80y, + 30y,

O comprador podera minimiza-lo manipulando adequadamente os valores unitarios
das matérias primas y; ey,

Problema do comprador (Dual-PD)

Problema da producao
ppl dual (PD)
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Primal e Dual

i
N o=

pp! primal (PP) pp! dual (PD)
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Dualidade — contextualizacao 2

Quer-se consumir quantidades de determinados alimentos de tal forma a
satisfazer as necessidades minimas de nutrientes exigidas a um custo minimo,
problema este ilustrado pelo quadro seguinte.

Alimentos Necessidades minimas
a, a, a, a, a- de nutrientes (g)
Proteinas (g) 3 4 5 3 6 42
Sais minerais (g) 2 3 4 3 3 24
Custos (RS) 25 35 50 33 36

min Z = 25x; + 35X, + 50X, + 33X, + 36X
3X, +4X, +5X; +3X, + 6%, = 42
2%, +3X, +4X; +3X, +3X; = 24
Xy Xy, Xgy Xy, Xs 20

Problema da dieta
pl primal (PP)
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Dualidade — contextualizacao 2

Suponha que um vendedor de pilulas de proteinas e pilulas de sais minerais
propoOe substituir a dieta de alimentos expressa de acordo com a tabela, por uma
dieta de pilulas, com as seguintes condicoes:

1 - a pilula de proteina (cada uma pesando 1g) custara wy;

2 - a pilula de sais minerais (cada uma pesando 1g) custara w,;

3 - 0s pregos W, e W, serao fixados arbitrariamente;

4 - o vendedor garante que as pilulas terao precos iguais ou mais baratos que
qualquer alimento;

5 - o vendedor pretende, é claro, maximizar sua renda de modo a satisfazer a
necessidade da dieta.

Qual é o preco maximo de compra destas pilulas (visao do comprador)?
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Dualidade — contextualizacao 2

O ganho do comprador sera D = 42w, + 24w,

O comprador podera maximiza-lo manipulando adequadamente os valores unitarios
das pilulas w; e w,

Problema do vendedor (Dual-PD)

Problema da dieta

i pl dual (PD)
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Primal e Dual

T e
_“F

ppl primal (PP) ppl dual (PD)
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Dualidade — Propriedades

A cada modelo de pl corresponde um outro modelo, denominado de dual. Por exemplo:

maxZ= c¢Xx+ ..+ CX, mnD= by + ..+ by
s.a a X+ ..+ a,Xx, <b s.a a Yy, + ..+ a,y.  =¢
ayX, + ..+ a,Xx <bh <:> a,Y,+ ..+ a,y.+ =C,
a X%+ ..+ a,X, <b, a, Y+ .+ a,¥Y, =C,
X, =0 X, =0 y, 20 Y, 20
Observacgoes:

e A funcao objetivo do dual € de minimizacao, e a do primal é de maximizagao;

* O elementos do vetor b = (b,,b,,...,b..) (rhs) do primal formam a fungdo objetivo do
dual;

* Os elementos do vetor ¢ = (C,,C,,...,C,) do primal é o vetor rhs (b) do dual;

e As restricoes do dual sao do tipo >, e do primal sao do tipo <;

e O numero de variaveis do dual é igual ao numero de restricdes do primal;

e O numero de restricoes do dual é igual ao numero de variaveis do primal;

e A matriz dos coeficientes do dual é a transposta da matriz dos coeficientes do dual.
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Relacao entre Primal e Dual

Primal —> Dual

(max) (min)
restricao k é < Y20
restricdo k é = y,livre
restricdo k é > Y <0

X,2 0 restricao p é >
X, € livre restricdo p é =
x,<0 restriciop é <
Dual — Primal

(max) (min)
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Dualidade — exemplos

maxZ = 2x  +3X,

s.a —-X +2X,<4
X  +X,<6
X, %20

Primal:

maxZ = 2x +3X,

s.a - +2X, <4

Primal: % 2
X, +X,=6

X, X,20

maxZ = 2x  +3X,
s.a -X +2X,<4
Primal: X, —3% =9 Dual:
X, +X,<6
X, X,=0

Dual:

Dual:

min D =
s.a

min D =
s.a

min D =
s.a

4y,
-V
2y,
Yis

-Y
2y,

4y,
V1
2y,
Yis

+6Y,
+y,22
+Yy,>3
¥, 20

+6Y,

+y,>2
+Y,23
y, 20;

+9y,
+Y,

-3y,
Y, 20
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Primal Dual
(max) (min)
Yy IV restricdo k é < Y= 0
restricdo k é = y,livre
6y,
+y,>2  restricdo ké> ¥<0
y, 23 x,>0 restricio p é >
y, <0 . s
X, € livre restricdop é =

restricdop é <

Primal
(min)
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" TEOREMAS
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Teorema Fraco da Dualidade

Seja X um valor viavel
do (PP), isto é:

Seja y um valor viavel
de (PD), isto é:

Aly > cT
y20

Entao:
Z(x) < D(y)

, i i . ) continua ...
by — c'x é o gap da dualidade associado a x e y viaveis primal e dual
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continuacao

Teorema Fraco da Dualidade

Sejam os problemas primal e dual.

max Z=c'x min D=b'y
sa Ax<b sa A'y>c
x>0 y>0

Teorema: Se x e y sdo solu¢des viaveis para o par de problemas primal e dual, entdo Z<D.

Dem.: Z=c'x < (ATy)TX =y'Ax<y'b=b'y = Z<D

Prof. Volmir - UFPR
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Corolario

Se X" e y" sdo solucdes vidveis de (PP) e (PD) tal que
Z(X*)=c™x" =y"b" = D(y")

entdo X e y" sdo solugcbes otimas do (PP) e (PD).

Prof. Volmir - UFPR
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continuacao

Corolario
Sejam os problemas primal e dual.
max Z=c'x min D=b'y
sa Ax<b sa A'y>c
x>0 y>0

Corolario: Se x* e y* sdo solugdes viaveis para o par de pl’s primal e dual, tais que Z* = D*, entdo elas
constituem solugdes 6timas.

Dem.: Pela defini¢cdo de solugdo 6tima sabe-se que, se x* e y* sdo solucdes 6timas, entdo Z <Z* e D > D*. Por
hipotese tem-se Z* = cTx* = bTy* = D*. Se y é uma soluc¢ao vidvel do dual, do teorema anterior tem-
se que cTx* < bTy e portanto (devido a hipotese) bTy* < bTy. A demonstragao € semelhante para uma
solucdo viavel do primal.

Assim para a solugdes 6timas x* e y* do primal e dual temos

7 = Zn:cjx; = ibiyf =D’
=1 izl
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% PL primal é um problema de maximizagdo
% PL dual € um problema de minimizac¢do

COMENTARIOS

% O método simplex aplicado a (PP) evolui de uma solucdo basica vidvel para outra
solucdo basica viavel sempre no sentido de aumentar a funcao objetivo Z(X)

Valores
de

Dly) ¢

Valores A\
de
Z(X)

D(y)

VI

Z(X)

Meétodo simplex
Aplicado a (PD)

Meétodo simplex
Aplicado a (PP)

% O método simplex aplicado a (PD) evolui uma de solucdo basica viavel para outra

solucdo basica viavel sempre no sentido de diminuir a funcao objetivo D(y) continua ...
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continuacao

Corolario
Sejam os problemas primal e dual.
max Z=c'x min D=b'y
sa Ax<b sa A'y>c
x>0 y>0
Corolario
Se tanto o primal como o problema dual admitem solugdes factiveis, entdo ambos tém
A
l D
Z*  limite minimo do dual
D* . I limite méaximo do primal

solucdes otimas tais que Z*=D>*.

Resultados importantes:
i) Se o primal tende para o infinito, entdo o dual ndo tem solucéo viavel;
i) Se o dual tende para menos infinito, entdo o primal ndo tem solucéo viavel,
iii) E possivel que ambos ndo tenham solucéo viavel.

Prof. Volmir - UFPR
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Corolario

Se um dos problemas tem valor ilimitado, entdo seu dual sera inviavel.

Exemplo

(PP)
max Z=-X;+ 2X,
s.a X; -2X, <4
-X; + X, £3
X420, X%X,20
X, continua

Departamento de Engenharia de Sistemas - (DENSIS) FEEC/UNICAMP 23



continuacao

W,

(PD)

OUTRO RESULTADOQO: Se um dos problemas do par primal-dual tem solugcao
otima finita,o outro também tera.
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Teorema Forte da Dualidade

Sejam os problemas primal e dual.

min Z=c'x max D=b"y
sa Ax=b sa A'y<c
x>0 y livre

SejaA = [N B] (somente B quadrada) e tal que 3B,
Ax =b = Nx, +Bx, =b= Bx, =b—Nx,, = B™*(Bx,)=B™"(b—Nx,)
Ix, = B'b—B'Nx, = x, =B'b—B'Nx, (solugdogeral)

Z=c"x=cix, +Cixy =>Z=c, (B‘lb —~BNx, )+ cxy=>Z=ciB'b+ (c;ﬂ — cEB‘lN)xN

Seja x" a solucdo 6tima viavel do problema primal. Entao (x;; : x;): (B‘lb,O), e pode-se escrever

Z =c'Bb+ (c; —~ cEB‘lN)xN +0"x,
continua
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continuacao

Teorema Forte da Dualidade

Teorema

Seja X # @ o conjunto das solucbes viaveis do primal, e que Z(x) 3 e é finito/limitado. Entido 3x €X e
y €Y talque c'x =b'y’.

Dem.: Vamos derivar uma solucao para o dual a partir da solugdo 6tima do primal.
Seja y' =c;B™. Desejamos provar que yT é solucdo 6tima do dual.

i) y é uma solucdo viavel do dual

e cn=c'—c"B'N=c'-y'N= (c; - yTN)T >0 (da otimalidade de x*).

= cy — (yTN)T >0=>cy, —N"y>0=N"y <c,Portanto |[N'y <c,

=T

e cp=cy—cB'B=cj - (cEB‘l)B =c,-y B=0=y'B<c; = (cg —~ yTB)T =0

=y — (yTB)T =0=¢c, -B'y=0=B"y <c,. Portanto|B'y <cj|

ii) y € uma solucao dtima do dual
y'b= (cEB‘l)o =c; (B‘lb): C;X; =C'X .Portanto y =y .

Prof. Volmir - UFPR 26



TEOREMA DA FOLGA COMPLEMENTAR

Quadro inicial

Quadro 6timo

continua ...
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. continuacao

TEOREMA DA FOLGA COMPLEMENTAR

(a) O valor 6timo da variavel y, do dual € igual ao coeficiente na linha (0) do quadro 6timo
da variavel de folga x_,; do primal, isto ¢,

Y, =Pl (i =12, m)

(b) O valor 6timo da variavel de folgay,,; do dual € igual ao coeficiente na linha (0) do
quadro otimo da variavel x; do primal, isto €,

y;+j = p: _Cj’ (J :112"'-’n)

continua ...
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continuacao

TEOREMA DA FOLGA COMPLEMENTAR

Sejam os problemas primal e dual.

min Z=c'x max D=b"y
sa Ax=b sa A'y<c
x>0 y livre

O Teorema Forte da Dualidade nos diz que a otimalidade € equivalente a igualdade no Teorema
da Dualidade Fraca. Isto é, x resolve Primal-P e y resolve Dual-D se e somente se (X, y) é um par
viavel para o primal e dual e

"x=b"y=c"x=(Ax)'y =b"y =|c"x =y "AX=b"Y| wrerrerrrrrrrrn (1)

Examinemos as consequéncias desta equivaléncia. Observe que a equagdo ¢'x =y Ax implica

que
y'Ax=c'x = (yTAx — CTX)T =0=(Ax)'y-x"c=0=x"ATy-x"c=0=x" (ATy — c): 0=

ixj(ia”yi —cjj:O. ............................................................................................... (2)

Em adi¢ao, a viabilidade do primal e do dual implica que

X; 2 Oe Z:ai].yi —C; 2 0, paraj=1,2,..n.
i=1

Da demonstracdo do Teorema Fraco da Dualidade temos Z=c"x < ( Ty)Tx =y"Ax<y"'b=b"y. Do

corolario do Teorema Fraco da Dualidade temos que se x e y sdo solugdes 6timas, entdo ocorre
a igualdade, ou seja,c'x=y"Ax=Db"y.

Prof. Volmir - UFPR
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continuacao

TEOREMA DA FOLGA COMPLEMENTAR

Entao

xji“auyi —-C; 2 0, paraj=1,2,..,n,
e portantg,la unica maneira de manter (2) é se
xji“auyi —C, = 0, paraj=1,2,..,n,
ou equivallzéntemente
x;=0 ou i“a”yi =C;, PAra J=1,2,0 Nl s 3)
De forma similar gi) Teorema Forte da Dualidde e do Teorema Fraco da Dualidade, temos
('x=b'y=c"x=y"Ax=b"y = y"Ax=b"y = by -y "Ax=0=y 'b-y"(Ax)=0

"(b—Ax)= Zy[b Za” ]]

Novamente, da viabilidade do dual e do primal, temos

y,>20e 0<b, Zal] ., parai=1,2,..m,

=1
e portanto deveremos ter

[b Zau ]] 0, parai=1,2,..m,

ou de forma equlvalente

continua
Prof. Volmir - UFPR
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continuacao

TEOREMA DA FOLGA COMPLEMENTAR

Y =0 0u > a,x; =b;, parai=12,.,MM. weeermsrmssssssssssssssssssssssssssssssne (4)
i1

Combinando (3) e (4), pode-se enunciar o Teorema da Folga Complementar.

Teorema: O vetor x € R" resolve o Primal-P e o vetor y e R™ resolve o Dual-D se e somente se x
é viavel para P e y é vidvel para D e:

m
i) ou X; =0 ou Z:aijyi =c, paraj=1,2,..,n; e
i=1

ii) ou y, =0 ou ) a,x, =b,, parai=1,2,..,m.

ij*i i
=1

Corolario: O vetor x € R" resolve o primal se e somente se x é vidvel para P e existir um vetor
y € R™viavel para D e tal que

ij“ri i

i) paracadaie {1, ?2,.., m}, se Za..x. <b,,entdo y,=0;e
=1

ii) paracadaj e {1, 2, .., n}, se X; > 0, entdo Z:aijyi =c;.
i=1

Da demonstracao do Teorema Fraco da Dualidade temos Z=c"x < (ATy)Tx =y'Ax<y'b=b"y.Do

corolario do Teorema Fraco da Dualidade temos que se x e y sdo solu¢des 6timas, entdo ocorre continua .
M : T T T
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continuacéao
Uso do teorema da folga complementar para determinar a solucdo 6tima do dual a partir da solugéo
Otima do primal (e vice-versa).

/ E1* E7* EQ* y1* y‘?* // I:1* F7* X1* X7* XQ*

/
Primal
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