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Programacao Linear

Principais etapas

Definicao do problema
e Construcdao do modelo —> modelagem/formulacao

* Solucao do modelo —> simplex

Validacao do modelo

* Implementacao da solucao

Avaliacao final
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Formulacao - Programa Linear-PL

Etapas para a modelagem/formulacdao de um programa linear

* Entenda o problema

* Descreva o objetivo

* Defina as variaveis de decisao
* Escreva a funcao objetivo

e Descreva as restricoes

* Escreva as restricoes em termos das variaveis de decisao e dicione as
restricoes de nao-negatividade
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Formulacao - Programa Linear-PL

Etapas para a modelagem/formulacdao de um programa linear

i. Variaveis de decisao

ii. Funcao objetivo

iii. Restricoes
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Formulacao - Programa Linear-PL

* Maximizar ou minimizar uma funcao linear
* Sujeito a um conjunto de restricoes lineares (igualdades ou desigualdades)

e Variaveis reais que podem assumir “qualquer” valor
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Formulacao - Exemplo 1

Num centro de convencdes o espectador pode adquirir ingressos que dao direito a
assento em cadeira ao custo de RS 8,00, ou em poltrona ao custo de RS 15,00. O
espectador também pode comprar assento em camarote ao valor de RS 100,00.
Considere que o conforto de cada tipo de assento é assim mensurado: 5 para cadeira,
7 para poltrona e 20 para camarote. Sabendo que Guilherme Henrique tem disponivel
RS 1.200,00 para comprar pelo menos 40 ingressos, quantos assentos de cada tipo
comprou considerando que ele quer maximizar o conforto?

______________________________________________________________________________________________________________________________

! . . . A . . ~ ~ . . . ~ !
. Entenda o problema; Descreva o objetivo; Defina as varidveis de decisGo, Escreva a fungdo objetivo; Escreva as restriches em termos !
! .7 . . ~ . . . ~ ~ . .
' das varidveis de decisdo; Adicione as restricbes de nGo-negatividade E

Entendendo o problema

| Cadeiras | Poltronas | Camarotes
Preco de Compra RS 8,00 RS 15,00 RS 100,00
Conforto 5 7 20

- Gasto: RS 1200,00 (mdaximo)
- Quantos assentos comprar: 40 (pelo menos)

Descrevendo o objetivo
Maximixar o conforto -> conforto depende dos assentos -> descobrir quanto de cada tipo de assento comprar

Definindo nas variaveis de decisao

x_cadeiras: quantidade de cadeiras a ser comprado

X_poltronas: quantidade de poltronas a ser comprado .
X_camarote: quantidade de camarotes a ser comprado
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Formulacao - Exemplo 1

Num centro de convencdes o espectador pode adquirir ingressos que dao direito a
assento em cadeira ao custo de RS 8,00, ou em poltrona ao custo de RS 15,00. O
espectador também pode comprar assento em camarote ao valor de RS 100,00.
Considere que o conforto de cada tipo de assento é assim mensurado: 5 para cadeira,
7 para poltrona e 20 para camarote. Sabendo que Guilherme Henrique tem disponivel
RS 1.200,00 para comprar pelo menos 40 ingressos, quantos assentos de cada tipo
comprou considerando que ele quer maximizar o conforto?

Entenda o problema; Descreva o objetivo; Defina as varidveis de decisdo, Escreva a fungdo objetivo; Escreva as restricoes em
termos das varidveis de decisdo; Adicione as restrigoes de ndo-negatividade

| Cadeiras | Poltronas | Camarotes
Definindo nas varidveis Prego de Compra RS 8,00 ‘ RS 15,00 ‘ RS 100,00
x_cadeiras: quantidade de cadeiras a ser comprado Conforto 5 7 20

x_poltronas: quantidade de poltronas a ser comprado

X_camarote: quantidade de camarotes a ser comprado > Gasto: R$ 1200,00 (méximo)

- Quantos assentos comprar: 40 (pelo menos)

Escrevendo a fungao objetivo
C(x_cadeiras, x_poltronas, x_camarotes) = C = 5x_cadeiras + 7x_poltronas + 15x_camarotes

Descrevendo e escrevendo as restricdes em fungao das varidveis
Quantidade que Guilherme pode gastar: 8x_cadeiras + 15x_poltronas + 100x_camarotes < 1200
Quantidade de assentos que Gui precisa comprar:  x_cadeiras + x_poltronas + x_camarotes > 40
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Formulacao - Exemplo 1

Num centro de convencdes o espectador pode adquirir ingressos que dao direito a
assento em cadeira ao custo de RS 8,00, ou em poltrona ao custo de RS 15,00. O
espectador também pode comprar assento em camarote ao valor de RS 100,00.
Considere que o conforto de cada tipo de assento é assim mensurado: 5 para cadeira,
7 para poltrona e 20 para camarote. Sabendo que Guilherme Henrique tem disponivel
RS 1.200,00 para comprar pelo menos 40 ingressos, quantos assentos de cada tipo
comprou considerando que ele quer maximizar o conforto?

E Entenda o problema; Descreva o objetivo; Defina as varidveis de decis@o, Escreva a fun¢do objetivo; Escreva as restricoes em
i termos das varidveis de decisdo; Adicione as restrigoes de ndo-negatividade

Adicionando as restricoes de ndao-negatividade das variaveis
x_cadeiras, x_poltronas, x_camarotes > 0

Programa Linear-pl

maximize C=5x_cadeiras + 7x_poltronas + 15x_camarotes

sujeito a 8x_cadeiras + 15x_poltronas + 100x_camarotes < 1200
X_cadeiras + x_poltronas +  x_camarotes > 40
X_cadeiras, X_poltronas, X_camarotes > 0
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Resolucao de Programas Lineares

Resolucao?
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Resolucao de Programas Lineares
Linguagens e Solvers

https://en.wikipedia.org/wiki/GNU Linear Programming Kit

Modeling AIMMS, AMPL , APMonitor, ECLiPSe-CLP, GEKKO, GAMS, GNU MathProg,
tools JuMP, LINDO, OPL, Mathematica, OptimJ, PuLP, Pyomo, TOMLAB, Xpress
Mosel, ZIMPL

LP, MILP APOPT ANTIGONE: Artelys Knitro- BCP CLP, CBC: CPLEX' FortMP GCG' GLOP
solvers GLPK/GLPSOL' LINDO' Lp solve, LOQO, Mathematica, MINOS, MINTO' MOSEK:
NAG, SCIP SoPlex, Octeract Engine’ SYMPHONY: Xpress , Optimizer, GUROBI
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https://en.wikipedia.org/wiki/GNU_Linear_Programming_Kit
https://en.wikipedia.org/wiki/Mathematical_modeling
https://en.wikipedia.org/wiki/AIMMS
https://en.wikipedia.org/wiki/AMPL
https://en.wikipedia.org/wiki/APMonitor
https://en.wikipedia.org/wiki/ECLiPSe
https://en.wikipedia.org/wiki/Gekko_(optimization_software)
https://en.wikipedia.org/wiki/General_Algebraic_Modeling_System
https://en.wikipedia.org/wiki/JuMP
https://en.wikipedia.org/wiki/LINDO
https://en.wikipedia.org/wiki/CPLEX
https://en.wikipedia.org/wiki/Mathematica
https://en.wikipedia.org/wiki/OptimJ
https://en.wikipedia.org/wiki/COIN-OR
https://en.wikipedia.org/wiki/Pyomo
https://en.wikipedia.org/wiki/TOMLAB
https://en.wikipedia.org/wiki/FICO_Xpress
https://en.wikipedia.org/wiki/FICO_Xpress
https://en.wikipedia.org/wiki/FICO_Xpress
https://en.wikipedia.org/wiki/SCIP_(optimization_software)
https://en.wikipedia.org/wiki/Linear_programming
https://en.wikipedia.org/wiki/Linear_programming
https://en.wikipedia.org/wiki/APOPT
https://en.wikipedia.org/wiki/ANTIGONE
https://en.wikipedia.org/wiki/Artelys_Knitro
https://en.wikipedia.org/wiki/Artelys_Knitro
https://en.wikipedia.org/wiki/Artelys_Knitro
https://en.wikipedia.org/wiki/COIN-OR
https://en.wikipedia.org/wiki/COIN-OR
https://en.wikipedia.org/wiki/COIN-OR
https://en.wikipedia.org/wiki/CPLEX
https://en.wikipedia.org/wiki/FortMP
https://en.wikipedia.org/wiki/SCIP_(optimization_software)
https://en.wikipedia.org/wiki/GLOP
https://en.wikipedia.org/wiki/LINDO
https://en.wikipedia.org/wiki/Lp_solve
https://en.wikipedia.org/wiki/Robert_J._Vanderbei
https://en.wikipedia.org/wiki/Mathematica
https://en.wikipedia.org/wiki/MINOS_(optimization_software)
https://en.wikipedia.org/wiki/MINTO
https://en.wikipedia.org/wiki/MOSEK
https://en.wikipedia.org/wiki/Numerical_Algorithms_Group
https://en.wikipedia.org/wiki/SCIP_(optimization_software)
https://en.wikipedia.org/wiki/SCIP_(optimization_software)
https://en.wikipedia.org/wiki/Octeract_Engine
https://en.wikipedia.org/wiki/Octeract_Engine
https://en.wikipedia.org/wiki/Octeract_Engine
https://en.wikipedia.org/wiki/COIN-OR
https://en.wikipedia.org/wiki/FICO_Xpress
https://en.wikipedia.org/wiki/FICO_Xpress
https://en.wikipedia.org/wiki/FICO_Xpress
https://en.wikipedia.org/wiki/FICO_Xpress

Resolucao de Programas Lineares
Solver e Linguagens

SOLVER DO EXCEL
https://www.youtube.com/watch?v=pzYnuq3fEQA
https://www.youtube.com/watch?v=qll415B86yM
https://www.youtube.com/watch?v=LLFw21bNLJM

Solver LpSolve IDE

https://www.youtube.com/watch?v=sWhYRauuvEA
https://www.youtube.com/watch?v=NRU3blk06Qk
https://www.youtube.com/watch?v=GnuDLvnFKtM

AMPL (A Mathematical Programming Language)
https://ampl.com/try-ampl/download-a-free-demo/
https://www.youtube.com/watch?v=-yzrc6BVYTk
https://www.youtube.com/watch?v=hrgsfiIMu4z8
https://www.youtube.com/watch?v=6XBoPbfsk M
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Resolucao de Programas Lineares
na nossa disciplina

Ativar o solver do Excel (link)
Baixar o LpSolve IDE (link) e instalar

Baixar demo do AMPL IDE (link _win32, link win64) e descompactar

Baixar o LpSolve a ser usado com AMPL (link) e descompactar

Adicionar o arquivo Ipsolve.exe no AMPL IDE - “To make this possible, a
driver program is needed: Ipsolve(.exe). This program must be put in the
AMPL directory and AMPL can call the Ipsolve solver. That is all.” (Ipsolve.exe
baixado no item 4.)
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https://support.microsoft.com/pt-br/office/carregar-o-add-in-do-solver-no-excel-612926fc-d53b-46b4-872c-e24772f078ca
https://sourceforge.net/projects/lpsolve/
https://ampl.com/demo/amplide.mswin32.zip
https://ampl.com/demo/amplide.mswin32.zip
https://ampl.com/demo/amplide.mswin32.zip
https://ampl.com/demo/amplide.mswin64.zip
https://ampl.com/demo/amplide.mswin64.zip
https://sourceforge.net/projects/lpsolve/files/lpsolve/5.5.2.11/lp_solve_5.5.2.11_AMPL_exe_win32.zip/download

Formulacao - Exemplo 1

Resolug¢ao usando Solver do Excel

Num centro de convencdes o espectador pode adquirir ingressos que ddo direito a assento em cadeira ao custo de RS 8,00, ou
em poltrona ao custo de RS 15,00. O espectador também pode comprar assento em camarote ao valor de RS 100,00. Considere
gue o conforto de cada tipo de assento é assim mensurado: 5 para cadeira, 7 para poltrona e 20 para camarote. Sabendo que
Guilherme Henrique tem disponivel RS 1.200,00 para comprar pelo menos 40 ingressos, quantos assentos de cada tipo comprou

considerando que ele quer maximizar o conforto?

maximize C=5x_cadeiras + 7x_poltronas + 15x_camarotes
sujeito a 8x_cadeiras + 15x_poltronas + 100x_camarotes < 1200
X_cadeiras + x_poltronas + x_camarotes > 40
x_cadeiras, X_poltronas, X_camarotes > 0
Varidveis

Funcdo Objetivo] 5 7 15 0 Célula de destino (Max)

Restricdlode RS 8 15 100 0 <=| 1200 Célula Nome Valor original | Valor final
Restricdo de Assentos 1 1 1 0 => 40 SES2 Fungdo Objetivo 0 750
Variavel basica Células ajustaveis

Final | Reduzido| Objetivo |Permissivel | Permissivel
Limites dos coeficientes da fungéo objetivo Célula Nome Valor| Custo | Coeficiente | Acréscimo | Decréscimo
Limites dos valores de b SBS1 |x_cadeiras 150 0 5 1E+30| 1,266666667
SCS1 [x_poltronas 0 -2,375 7 2,375 1E+30
FOlgaS SDS1 |x_camarote 0 -47,5 15 47,5 1E+30
Excessos
RestricOes
Final | Sombra | Restricao |Permissivel | Permissivel
Célula Nome Valor| Prego |Lateral R.H.| Acréscimo | Decréscimo
SES3  |Restricdo de RS 1200 0,625 1200 1E+30 880
SES4 |Restricdo de Assentos 150 0 40 110 1E+30

Prof. Volmir - UFPR
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Formulacao - Exemplo 1

Resolug¢ao usando LpSolve

Num centro de convencdes o espectador pode adquirir ingressos que ddo direito a assento em cadeira ao custo de RS 8,00, ou
em poltrona ao custo de RS 15,00. O espectador também pode comprar assento em camarote ao valor de RS 100,00. Considere
gue o conforto de cada tipo de assento é assim mensurado: 5 para cadeira, 7 para poltrona e 20 para camarote. Sabendo que
Guilherme Henrique tem disponivel RS 1.200,00 para comprar pelo menos 40 ingressos, quantos assentos de cada tipo comprou

considerando que ele quer maximizar o conforto?

maximize C=5x_cadeiras + 7x_poltronas + 15x_camarotes
sujeito a 8x_cadeiras + 15x_poltronas + 100x_camarotes < 1200
X_cadeiras + x_poltronas + x_camarotes > 40
x_cadeiras, X_poltronas, X_camarotes > 0
1 /% objective function */
z max: -5 x_cadeiras +7 = poltronas +15 x camarotes;
3 Wariables rezult
4 /% Constraints */ R0
£ Bestricao_Dinheiro: -8 x _cadeiras +15 x poltronas +100 x_camarotes <= 1200; v cadeinas 150
€ Restricac Assentos: —x cadeiras +x poltronas +x camarotes >= 40; -
; - - - w_poltronas 1]
8 /% Variablese Beounds * %_camarates 1]
Wariables from ill Y ariables value Variavel basica
objective 730 730 objective 750 I ~ _
o caderas 3703333333333 s . polonas i Limites dos coef. na fungdo objetivo
#_polronas  -inf 39.375 % camarotes 475 Limites dos valores de b
¥_camarotes -Inf BE2.h -
:-:_n::al?leuas o 1 Folgas
Restican Dinheira 0,625
Restican_Azzentos 1 Excessos

Prof. Volmir - UFPR
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Formulacao - Exemplo 1

maximize C=5x_cadeiras + 7x_poltronas + 15x_camarotes

sujeito a 8x_cadeiras + 15x_poltronas + 100x_camarotes < 1200
X_cadeiras + x_poltronas + x_camarotes > 40
X_cadeiras, X_poltronas, X_camarotes > 0

Células ajustaveis

Final | Reduzido| Objetivo |Permissivel | Permissivel

Célula Nome Valor| Custo |Coeficiente| Acréscimo | Decréscimo
SBS1 |x_cadeiras 150 0 5 1E+30| 1,266666667
SCS1 [x_poltronas 0 -2,375 7 2,375 1E+30
SDS1 |x_camarote 0 -47,5 15 47,5 1E+30
Restrigbes
Final | Sombra | Restricao |Permissivel | Permissivel
Célula Nome Valor| Prego |Lateral R.H.| Acréscimo | Decréscimo
SES3  |Restricdo de RS 1200 0,625 1200 1E+30 880
SES4 |Restricdo de Assentos 150 0 40 110 1E+30
W ariables result | | Variables from tll \ariahles value
750 objective a0 a0 objective 750
w_cadeiraz 150 % _cadeiras 3.73333333333333 +inf %_polronas 2375
w_polronas 1] ®_polronas -inf 9,375 W camarotes 475
%_camarotes [ %_camarotes  -inf E25 :-:_n:a deiras 0
Restrican_Dinheino 0625
Restrican_Assentos a
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Formulacao - Exemp

Resolug¢ao usando linguagem AMPL e diferentes Solvers

lo 1

Num centro de convencdes o espectador pode adquirir ingressos que ddo direito a assento em cadeira ao custo de RS 8,00, ou
em poltrona ao custo de RS 15,00. O espectador também pode comprar assento em camarote ao valor de RS 100,00. Considere
gue o conforto de cada tipo de assento é assim mensurado: 5 para cadeira, 7 para poltrona e 20 para camarote. Sabendo que
Guilherme Henrique tem disponivel RS 1.200,00 para comprar pelo menos 40 ingressos, quantos assentos de cada tipo comprou

considerando que ele quer maximizar o conforto?

maximize C=5x_cadeiras + 7x_poltronas + 15x_camarotes

sujeito a 8x_cadeiras + 15x_poltronas + 100x_camarotes <
X_cadeiras + x_poltronas + x_camarotes > 40
x_cadeiras, X_poltronas, X_Ccamarotes >

ampl: model @ exemplo 1.mod;
ampl: option solver cplex;

ampl: solwve;
CPLEX 12.6.3.@: optimal sclution; cbjective 758

1 dual simplex iterations (1 in phase I)
ampl:

ampl: model @ exemplo 1.mod;

/* Variable definitions */
var x_cadeiras »= 8;
var x_poltronas »>= @;
var x_camarotes »>= @;

/* Objective function */
maximize obj: +5%*x cadeiras +7*x_poltronas +15*x_camarotes;

/* Constraints */

Restricac Dinheirc: +8%x_cadeiras +15%x_poltronas +188*x_camarctes <= 1288;
Restricac Assentos: +x cadeiras +x_poltronas +x_camarotes »>= 48;

ampl: option solver gurobij
ampl: solwve;
Gurcbi 8.1.8: optimal soluticon; objective 758

1 simplex iterations
ampl:

[
ampl: model @ exemplo 1.mod;
ampl: option solver lpsolve;
ampl: solve;
LP_SOLVE 5.5.2.11: optimal, objective 758
2 simplex iterations
ampl:

Prof. Volmir - UFPR
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Formulacao — Exemplo 2

O problema

Uma confeitaria produz dois tipos de bolos: chocolate e creme. Cada lote de bolo de
chocolate é vendido com um lucro de 3 u.m. e os lotes de creme com um lucro de 1
u.m. Contratos com varias lojas impdem que sejam produzidos no minimo 10 lotes de
bolos de chocolate por dia e no minimo 5 lotes de bolos de creme. O total de bolos
fabricados nunca deve ser menor que 20. O mercado sé é capaz de consumir até 40
lotes de bolos de creme e 60 de chocolate. As maquinas de preparacao dos bolos
disponibilizam 180 horas de operacao, sendo que cada lote de bolo de chocolate
consome 2 horas de trabalho e cada lote de bolos de creme 3 horas. Determinar o
esquema de producao que maximize os lucros com a venda dos bolos.

Entendendo o problema

Bolos de Chocolate | Bolos de creme
Preco de Venda (u.m.) 3 1
Producao minima (u.) 10 5
Producao maxima (u.) 60 40
Preparacao (h) 2 3

Producao total de bolos: 20 (no minimo)
Total de horas de preparacao disponivel: 180h (no maximo) ...cont=
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Formulacao — Exemplo 2

Descrevendo o objetivo
Maximixar o lucro -> produzindo o maximo possivel dentro das limitacdes -> descobrir quantas unidades de
lotes de cada tipo de bolo produzir

..continuacao

Produgao total de bolos: 20 (no minimo)

L L, Lo Total de horas de preparagdo disponivel: 180h (no maximo)
Definindo nas varidveis de decisao

x1: quantidade de lotes do bolo de CHOCOLATE a ser produzido
x2: quantidade de lotes do bolo de CREME a ser produzido

Bolos de Chocolate [ Bolos de creme
Escrevendo a funcdo objetivo Prego de Venda (u.m.) 3 L
Producdo minima (u.) 10 5
L(x1,x2) = L =3x1 +x2 Producdo maxima (u.) 60 40
Preparacdo (h) 2 3

Descrevendo as restricoes e escrevendo-as em funcao das variaveis

Quantidade minima de lotes de bolo de CHOCOLATE a ser produzido: x1>10
Quantidade maxima de lotes de bolo de CREME a ser produzido: X22>5
Quantidade maxima de lotes de bolo de CHOCOLATE a ser produzido: x1 <60
Quantidade minima de lotes de bolo de CREME a ser produzido: x2 <40
Quantidade total de lotes de bolo a ser produzido: x1+x22>20
Quantidade de horas disponiveis para producao dos bolos: 2x1 +3x2 <180

..cont=
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..continuacao

Formulacao — Exemplo 2

Adicionando as restricdes de ndao-negatividade das variaveis

x1,x2 >0
Programa Linear-pl

maximize Z=3x1+x2
sujeito a x1>10
X22>5
x1<60
x2 <40
x1+x22>20
2x1 + 3x2 <180
x1,x2 =20

Produgao total de bolos: 20 (no minimo)
Total de horas de preparagao disponivel: 180h (no maximo)

Preco de Venda (u.m.)
Producdo minima (u.)
Producdo maxima (u.)

Preparacdo (h)

Prof. Volmir - UFPR

Bolos de Chocolate | Bolos de creme
3 1
10 5
60 40
2 3
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...continuacéao

Formulacao — Exemplo 2

Resoluc¢ao usando Solver do Excel

maximize Z=3x1 + x2
sujeito a x1 >10
X2 =25
x1 + x2 220
x1 <60
x2 <40
2x1+ 3x2 <180
x1, x2 =20
Célula de destino (Max)
Célula Nome Valor original Valor final
SDS2 Func3o Objetivo 200 200

Variaveis ->|
Funcdo Objetivo) 3 1 0
Minimo Choco 1 0 0 >= 10
Minimo Creme 0 1 0 >= 5
Minino total 1 1 0 >= 20
Maximo Choco 1 0 0 <= 60
Maximo Creme 0 1 0 <= 40
Madximo horas| 2 3 0 <= 180
Células ajustaveis
Final Reduzido Objetivo Permissivel Permissivel
Célula Nome Valor Custo Coeficiente Acréscimo Decréscimo
SBS1 x_chocolate 60 0 3 1E+30 2,333333333
SCS1 x_creme 20 0 1 3,5 1
Restri¢Oes
Final Sombra Restricdo Permissivel Permissivel
Célula Nome Valor Preco Lateral R.H. Acréscimo Decréscimo
SDS3  Minimo Chocolate 60 0 10 50 1E+30
SDS4  Minimo Creme 20 0 5 15 1E+30
SDS5 Minino Total 80 0 20 60 1E+30
SDS6 Maximo Choco 60 2,333333333 60 22,5 30
SD$7 Méximo Creme 20 0 40 1E+30 20 .
SDS8 Maximo horas 180 0,333333333 180 60 45
Prof. Volmir - UFPR 20



.continuacao

Resolu¢ao usando LpSolve

maximize Z=3x1 + x2
sujeito a x1 >10
X2 =25
x1 + x2 =220
x1 <60
x2 <40
2x1+ 3x2 <180
x1, x2 =20

Formulacao — Exemplo 2

W =] o o W

/* Objesctive function */
max: 3xl + 1 =2;

S* Restricticons */

minimo_Choco:
minimo Creme:
minino Total:
maximo Choco:
maximo Creme:

maximo horas:

xl == 10;

x2 »= 5;

xl + =2 == 20;
xl == &0;

®2 <= 40;

2xl + 3Ix2 <= 180;

Prof. Volmir - UFPR
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.continuacao

Resolu¢ao usando linguagem AMPL

maximize Z=3x1 + x2
sujeito a x1 >10
X2 =25
x1 + x2 =220
x1 <60
x2 <40
2x1+ 3x2 <180
x1, x2 =20

Formulacao — Exemplo 2

set bolo;

param lucro {bolo} > @;
param horas {bolo} > @;

param n_min {bolo} =

8;

param n_max {j in bolo} »= n_min[j];

var x {j in bolo} >= n_min[j], <= n_max[j];

maximize Lucro_Total:

sum {j in bolo} lucro[j] * x[j];

subject to Restricac {j in bolo}: n_min[j] <= x[j] <= n_max[j];
subject to Maximo: sum {j in bolo} x[j] »= 28;
subject to Horas: sum {j in bolo} horas[j] * x[j] <= 188;

data;
set bolo := Choco Creme;
param: lucre n_min n_max :=
Choco 3 16 68
Creme 1 5 48,
param horas :=
Choco 2
Creme 3;

Prof. Volmir - UFPR
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Alguns resultados/exibicoes do AMPL

Modelo
ampl:Model 0_exemplo_2.mod;

Solver
ampl:Option solver gurobi;

Resolver
ampl: solve;

Display

ampl: option omit_zero_rows 1; %ndo mostra varidveis nulas
ampl: option display_precision 0; %usa varias casas decimais

ampl: option display_precision 3; %pode variar o nimero de digitos
ampl: display x;

ampl: printf "O lucro total eh $%6.2f.\n",
ampl? lucro_total,

ampl: display x.lb, x, x.ub, x.slack; %lower and upper bounds

Prof. Volmir - UFPR
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Alguns resultados/exibicoes do AMPL
Display
ampl: show; %nomes e componentes do modelo
ampl: show vars; %quais variaveis

ampl: show Lucro_Total; %mostra a funcdo objetivo (sem expandir)
ampl: expand Limites; %mostra as restricoes denominadas de Limites

https://ampl.com/BOOK/CHAPTERS/15-display.pdf

Prof. Volmir - UFPR
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Formulacao de Problemas Classicos

Problema da mistura

Problemas de alocacao de recursos
Problemas de planejamento da producao
Problema de programacao de projetos
Problemas de gestao financeira
Problema de escalonamento de horarios
Problema de transporte

Problema de designacao

L X N Uk WWDNRE

Problemas de corte
10. Problemas da mochila
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1 - Problema de Mistura

Exemplo

Uma metalurgica deseja maximizar sua receita bruta. A tabela a seguir ilustra a quantidade proporc¢ao de
cada material na mistura para a obtencao das ligas passiveis de fabricacao, assim como a disponibilidade
de cada matéria prima (em toneladas) e os precos de venda por tonelada de cada liga.

Ligal Liga 2 Disponibilidade
Cobre 0,50 0,2 16 ton
Zinco 0,25 0,3 11 ton
Chumbo 0,25 0,5 15 ton
Preco (RS) 3000 5000

Construa o modelo matematico com o objetivo de maximizar o lucro.

..cont=
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1 - Problema de Mistura

.continuacéao
Modelagem

i) Variaveis de decisao:
X,: quantidade produzida da liga 1 (em toneladas)
X,: quantidade produzida da liga 2 (em toneladas)
ii) Equagoes
Funcao objetivo:
maximizar Z = 3000x, + 5000x,
Restri¢coes
Disponibilidade das matérias primas:
0,50x, +0,2x, <16 (cobre)
0,25x, +0,3x, <11 (zinco)
0,25x, +0,5x, <15 (chumbo)
Todas as quantidades produzidas sao nao-negativas:
Xy, X, 20
iii) Programa Linear-PL
max Z=3000x, + 5000x,
sa 0,50x, +0,2x, <16 (cobre)
0,25x, +0,3x, <11 (zinco)
0,25x, +0,5x, <15 (chumbo)
Xy, X, 20

Celso Carneiro Ribeiro Simone Lima Martins

..cont=
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1 - Problema de Mistura

...continuacdo (AMPL)

W0 =] o s W

— - - - - - — —
=1 W s W = O

La

# Conjunteo de Objstos

set LIGR; # produtos

set MATERIAPRIMA; # matsria prima

#

param lucro{LIGA} >= 0; # precoc de vends de cads liga

param disposi{MATERTAPRIMA} >= 0; # disponibilidads des matsira prima {cobrs, =zinco = chumbo}
param composto{MATERIAPRIMZ, LIGA} >= 0; # ccomposicac ds cada liga

#

var ¥X{LIGA} >= 0; # unidades gus serac produzidas de cada ligs {Liga 1 = Liga Z}
# Funcac cbjetivo

maximize Lucro Total: sum{i in LIGA} lucro[i]*X[i];

# Restricoes

subject to Disponibilidads{j in MATERIAPRIMA}: sum{i in LIGA}composto[],1]*X[1] <= disposi[j]l:;
=

data;

#

set LIGA := LIGA 1 LIGA 2;

set MATERIAPRIMAE := COBRE ZINCO CHUMEBO;

=

param: Jlucro :=

LIGA 1 3000

LIGA 2 5000;

=
param:lglspD51 = "W ariables result
CCBRE |

1B0000
EINCC J.J. H[LIGA_1] 20
;HUMBG 15; HILIGA_2] 20

param composto

LIGA 1 LIGAR 2 :=
CCBRE 0.30 0.20
AINCC 0.25 0.30
CHUMBCZ 0.25 0.50;
end;
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2 - Problemas de Alocacao de Recursos
Exemplo

No programa de produc¢ao para o proximo periodo, uma empresa podera produzir 3 tipos de produtos:
P1, P2 e P3. O quadro abaixo mostra os montantes demandados (em unidades) na producao.

Contribuicao Horas de Horas de uso de .
Produto . L. Demanda maxima
(lucro em $ por unidade) trabalho maquina
P1 2100 S 6 12 800
P2 1200 S 4 6 600
P3 600 S 6 2 600

A empresa dispde de 4800 horas de trabalho para o periodo; considerando o usos de trés maquinas tera
a disposicao 7200 horas de horas de uso de maquina.

Construa o modelo matematico com o objetivo de maximizar o lucro.

..cont=
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2 - Problemas de

...continuacdo (AMPL)

WM -1 o o W

S el i i i e
Wom oM W H O

R R B S ]
W sl oW ol W N O

[ T IO T I T Y ¥ O T 3 Y 4]
L T S T« I Y B Y T B ]

set PRODUTOS;

=t RE
I

param
param
param
param
I

wvar {

# Funcac cbjst

maximi

# Restr
subject to demanda maxima{i in PRODUTCS] :
subject to disponibilidade{j in RECURSOS}:

#
data;

#

CURSOS;

lucro{ PRODUTCS} >= 0;
disposi{RECURSOS} >= 0;

dem max { PRODUTCS | ;
uso{RECURSOS, PRODUTOS) >=>= 0;

PRODUTOS} >= 0O;
ive
ze Lucro_ Total: sum{i in PRODUTOCS]

ricoss

set PRODUTCS := P_1 P_2 P_3;
CURS0S := HORAS TRABALHC HORAS MROUTINAL:

==t RE
#

param:
F_1 21
P_2 12
P 2 =
#

param:

HORAS_

lucro ==
oo
oo
oo ;

disposi :=
TREABATHC 4800

HORAS MARQUINE T7200;

#
param:
P 1 80
P 2 60
P 3 €0
*

param

HORAS_
HORAS MAQUINZ 12

end;

dem max =
o
o
07

uso o

F
TRABATHC & 4
&

®[i]

Alocacgao de

lucro[1]*X[1];

<= dem max[i];

Recursos

sum{i in PRODUTOS}uso[j,i]*X[4i]

Wariables

H[P_1]
|
#[P_3]

result
1380...
280
GO0
120

Prof. Volmir - UFPR
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3 - Problemas de Planejamento da Producao

Empresas de manufatura fabricam diversos tipos de produtos solicitados por diferentes clientes, muitas
vezes em grandes quantidades, os quais devem estar prontos para entrega em diferentes datas
previamente agendadas. Como as fabricas tém capacidades de producao limitadas (maquinas, mao de
obra e outros), é necessario planejar a producado, isto é, decidir o que e quanto produzir (em outras
palavras, dimensionar os lotes da produ¢ao) em cada periodo de um horizonte de planejamento.

A necessidade de antecipacao da fabricacdo de produtos (estocados de um periodo para o outro)
acarreta em custos de estocagem e algumas dificuldades operacionais. No planejamento da producao,
deseja-se determinar o tamanho dos lotes de producao, para atender a demanda na data solicitada e de
modo que a soma dos custos de producado e estocagem seja minima.

Prof. Volmir - UFPR 31



3 - Problemas de Planejamento da Producao

Exemplo 1

Uma empresa foi contratada por outra para fornecer 210 motores elétricos em Janeiro, 140 em
Fevereiro, 180 em Marco e 160 em Abril (admita-se que sao fornecidos ao cliente no fim de cada més).

A capacidade normal de producdo é de 150 motores/més e os custos de producdo normal sdo 20, 22, 25
e 27 KPTE/motor (KPTE: high radial load capacity), em cada més, respectivamente.

Utilizando horas extras a empresa consegue produzir um adicional de 30 motores/més ao custo unitario
de 25, 27,30 e 32 KPTE/motor, em cada més do periodo.

A empresa pode ainda subcontratar a producao de qualquer quantidade de motores ao custo unitario de
30 KPTE em Jan/Fev e 35 KPTE em Mar/Abr.

Custos Janeiro | Fevereiro | Marg¢o | Abril
Custo Produg¢ao Horario Normal 20 22 25 27
Custo Produg¢ao Horario Extraordinario 25 27 30 32
Custo Produgao por Subcontratacao 30 30 35 35

Sabe-se que a capacidade de armazenagem da empresa apenas € suficiente para 220 motores. Em
estoque existem 50 motores armazenados, sendo o custo de armazenamento de 0,5 KPTE/motor/més.

Sabendo-se que a empresa se comprometeu a fornecer os motores no prazo (caso contrario incorrera
serd penalizada por quebra de contrato), o Diretor de Producao pretende determinar o programa de
producdo que permita minimizar o custo total de producdo e armazenagem (pelos quais ele é
responsdvel !). Os motores sdao entregues no ultimo dia do més e o custo de estocagem incide sobre
motores produzidos durante o més e nos meses subsequentes.

...cont=
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3 - Problemas de Planejamento da Producao

.continuacéao

Exemplo 1

Modelagem
1) VARIAVEIS

Janeiro | Fevereiro | Margo Abril
Produgao Horario Normal X1 Xa X7 X10
Produc¢ao Horario Extraordinario X5 Xs Xg X11
Producgao por Subcontratacao X3 X6 Xq X12

Il) EQUAGOES

e Fungao Objetivo
Custo_Final = Custo_Producao + Custo_Estocagem

Custo_Producdo= (20x1+22X,+25X7+27X10)+(25X,+27x5+30xXg+32X11)+(30x3+30xXg+35Xq+35X15)
Custo_Estocagem = 0,5%(X;+X;+X3+50) + ¢ (fim de janeiro)
+ 0,5%( X1 +Xy+X3+Xa+X5+Xg-160) + % (fim de fevereiro)
+ 0,5%( X1+Xy+X3+Xa+X5+Xg+X7+Xg+Xg-300) + % (fim de marco)  cont=
+ 0,5%( Xq+Xy+X3+X g+ X5+ XgHX7+Xg+HXg+X10+X11+X12-480) + % (fim de abril)
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3 - Problemas de Planejamento da Producao

.continuacéao

Exemplo 1

Modelagem
e Restri¢oes
i. Demanda
X1+X;+X3+50 2 210 2 (fim de janeiro)
X1+Xo+X3+ X+ Xs+Xg-160 > 140 & (fim de fevereiro)
X1HXo+X3+X g+ X5+ Xe+X7+Xg+X9-300 > 180 ¢ (fim de marco)
X1H+X+X3+X 4+ X5+ Xg+X7+Xg+Xg+X 10+ X11+X12-480 2 160 % (fim de abril)

ii. Capacidade de estoque
X1+X+X3+50 £ 220 ¢ (fim de janeiro)
X1H+Xo+X3+X4+X5+X6-160 £ 220 2 (fim de fevereiro)
X1+X+X3+X 4+ X5+ X6+X7+Xg+Xe-300 £ 220 ¢ (fim de marco)
X1H+Xo+X3+Xa+X5+XgHX7+XgHXg+X 10+ X11+X12-480 £ 220 % (fim de abril)

iii. Capacidade maxima em cada forma de producao (normal e extra)

X1, Xa, X7, X10 £ 150 ¢ (producido normal)
Xy, X5, Xg, X11 £ 30 ¢ (producdo em horario extra)

Prof. Volmir - UFPR
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3 - Problemas de Planejamento da Producao

Exemplo 2

A empresa quer planejar a producado agregada para os proximos 6 meses. As encomendas previstas estao
listados na tabela. Ao longo do periodo de 6 meses, as unidades podem ser produzidas em um més e
estocadas/armazenadas para satisfazer a procura de meses mais tarde. Devido a fatores sazonais, o custo
de producao nao é constante, como mostrado na tabela.

O custo de manter um item estocado por 1 més é S 4/unidade/més. Itens produzidos e vendidos no
mesmo més nao sao colocados no estoque. O numero maximo de unidades que podem ser mantidos em
estoque é 250. O nivel de estoque inicial no inicio do horizonte de planejamento é de 200 unidades; o
nivel estocado no fim do horizonte de planejamento deve ser 100. O problema é determinar a
quantidade ideal para produzir em cada més de modo que a demanda seja atendida enquanto minimiza
o custo total de producao e de estocagem. Escassez nao é permitida.

1 1300 100
2 1400 105
3 1000 110
4 800 115
5 1700 110
6 1900 110

...cont=
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3 - Problemas de Planejamento da Producao

..continuacéao
Exemplo 2

O problema de planejamento agregado é interessante nao sé porque representa uma importante
aplicacdo de programacao linear, mas porque ela também ilustra como problemas de planejamento
multiperiodo sao abordados. Para este modelo, usamos variaveis com subscritos e somatdrios para
simplificar a apresentacao do modelo. Isso é muitas vezes Util para problemas multiperiodo e para outros
problemas que tém aspectos semelhante.

Variaveis de decisao:
x;: quantidade produzida (em unidades) no mési, i € {1,2,3,4,5,6}
y;: quantidade estocada (em unidades) només i, i € {0,1,2,3,4,5,6}
Parametros:
d.: quantidade demandada (em unidades) només i, i € {1,2,3,4,5,6}
Yo: estoque inicial (200 unidades estocadas ao iniciar a produgao do 1)
Ye: estoque final (100 unidades estocadas no final do més 6)

Equagoes:

Conservacao do fluxo: Um requisito basico em problemas de planejamento de produc¢ao é que o produto
ou material deve ser conservado. No nosso caso, este leva a seguinte restricao
Yeq t X =d,+y, t=1, .., 6 que afirma que a demanda no més t devem ser atendidas pela produgdo no
més t mais a variagao liquida no estoque. (y, = 200, y, = 100)

Estoque maximo: restricao de limite superior sobre os niveis de estoquey, <250,t=1, ..., 6

Funcdo Objetivo: Min Z = (100x, + 105x, + 110x, + 115x, + 110xs + 110x,) + (4y, + 4y, + 4y, + 4y, + 4y + 4y,)

...cont=
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3 - Problemas de Planejamento da Producao

..continuacéao

Exemplo 2

De forma genérica

T n
min ZZ(CitXit +hityit)
t=1 i=1

Vieen) T Xe Ve =, =1, T, i=1,..n

s.a n

Zrixit SRt’ t=1..,T

i=1

y, <est.,t=1,.,T,i=1..,n

x, 20y, 20, t=1,..,T,i=1,...,n
onde

* n-numero de produtos

* T-numero de periodos

* d, - demanda do produto i no periodo t

* r;- quantidade do recurso necessaria para a producdo de uma unidade do item i
* R, - quantidade disponivel do recurso no periodo t

* est, - A capacidade de estocagem do produto i no periodo t

* ¢, - custo de fabricar uma unidade do produto i no periodo t

* h,, - custo de estocar uma unidade do produto i no final do periodo t

http://www.me.utexas.edu/~jensen/or site/models/unit/lp model/agg plan/agg pln.html
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3 - Problemas de Planejamento da Produc¢ao

* Em muitos casos, a producao de um item necessita a producao anterior de um outro item (p.ex.
computador - placa mae).

* Podemos estocar no final de cada periodo y;.

* Itens intermedidrios podem ter demanda exterior (p.ex. teclado).

Exemplo 3 — Produ¢ao Multiestagio

Considere uma fabrica que produz n itens e deseja planejar sua produgao para os proximos T periodos
de tempo. Sao conhecidos:

n - numero de itens

T - numero de periodos

d,. - demanda externa do item i no periodo t

b;; - quantidade do item j para a produgdo de uma unidade do item i

R - quantidade disponivel do recurso k no periodo t

ri - quantidade do recurso k necessaria para a produ¢do de uma unidade do item i
c, - custo de fabricar uma unidade do item i no periodo t

h,, - custo de estocar uma unidade do item i no final do periodo t

...cont=
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3 - Problemas de Planejamento da Producao

.continuacao
Exemplo 3
Modelagem
. T n
min Z (Citxit +hityit)
t=1 i=1
S.a yl(t 1) Yie _d +Zblj Jt’ =1,..,T,i=1,..,n

n

Zrkixit <R k=1,.,K t=1,..,T
i=1

x, 20y, 20, t=1,.,T,i=1,..,n

* n-numero de itens

* T-numero de periodos

* d, - demanda externa do item i no periodo t

* b, - quantidade do item j para a produg¢dao de uma unidade do item i

* R\ - quantidade disponivel do recurso k no periodo t

* r - quantidade do recurso k necessaria para a produgdao de uma unidade do item i
* ¢, - custo de fabricar uma unidade do item i no periodo t

* h;, - custo de estocar uma unidade do item i no final do periodo t

Pesquisa operacional - Marcos Arenales [et al.].
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3 - Problemas de Planejamento da Producao

Exemplo 4
Seja xg 0 numero de Bicicletas mountain bike e x. o numero de bicicletas de Corrida

maximize Z=15x; + 10x

s.a Xg < 2 limite de producao 1
Xc<3 limite de producao 2
Xg+ X <4 limite de producdo de acabamento de metais
Xg, Xc 20 ndo negatividade

Suponha que possamos escolher entre usar a maquina de acabamento de metal original (32
restrigdo) ou uma outra com restrigdo associada “xg + 1,5x. < 6”.

Podemos alcancar esse efeito ao introduzir uma Unica variavel binaria (chamar de y) e usa-la nas
duas restricdes, ambas incluidas no modelo, da seguinte forma:

(1) xg + X <4 + My (2) xg + 1,5 <6+ M(1 -y)

Sey =0, apenas a restricao original mantém-se, e se y = 1, apenas a nova restricao é
valida/ativada, exatamente o tipo de comportamento “UMA ou OUTRA” que queriamos.

...cont=
40



3 - Problemas de Planejamento da Producao

.continuacéao

Exemplo 4

set bicicletas; /*model bicicletas.mod;*/

param lucro {bicicletas} > @;

maximize Z = 15xg + 10x,

var tipo {bicicletas} »= 8;

S.d Xg <2 var ativa binary;
XC < 3 maximize Lucroc_Total: swm {j in bicicletas} lucrc[j] * tipo[j];
subject to Limite M: tipo['Mountain'] <= 2;
XB + XC < 4 subject to Limite C: tipo['Corrida'] <= 3;
subject to MaximoAtiva: sum {j in bicicletas} tipo[j] <= 4 + leeeeeeeee®(ativa);
XB' XC 2 0 subject to MaximoNachAtiva: tipo[ "Mountain'] + tipe['Corrida’] <= 6 + le@eaeeeee™(l-ativa);
data;
Maximize Z = 15XB + 1OXC set bicicletas := Mountain Corrida;
S.d XB < 2 ampl: display tipo, atiwva, Lucro_Total;
param lucro := tipe [*] :=
X~-<3 Mountain 15 Corrida 3
c Corrida  1@; Mountain 2
Xg+ Xc <4+ My ’
ativa = 1
XB + 1’5XC < 6 + M(l - y) Lucro_Total = 6@

Xg, Xc 20,y € {0, 1}
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4 - Problema de Programacao de Projetos

Tarefas competem por recursos e possuem precedéncia.
Uma tarefa dura um certo tempo.
Um projeto pode ter inUmeras tarefas.

Deseja-se saber a ordem de um conjunto de tarefas de tal forma a obter o menor tempo para
conclusao do projeto.

Busca determinar a ordem em que um conjunto de atividades é realizada, minimizando o tempo para
conclusao.

...cont=>
http://wiki.icmc.usp.br/images/8/80/Aula3 ipo mari.pdf 42
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Exemplo

4 - Problema de Programacao de Projetos

Uma empresa deseja construir pilares de uma edificacdo, tarefa constituida basicamente por oito

atividades relacionadas na tabela abaixo. O projeto se inicia no instante O.

I 6O m m O O ™ >

Preparo da armadura

Preparo da forma -
Lancamento da armadura A
Lancamento da forma B, C
Providéncias para concretagem -
Aplicacdao do concreto E,D
Cura do concreto

Desforma do pilar G

Pesquisa operacional - Marcos Arenales [et al.].

w N N U1 O

..cont=
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4 - Problema de Programacao de Projetos

.continuacéao

Exemplo

Modelagem
Variaveis
X.: instante em que a atividade i, i € {A, B, C, D, E, F, G, H} sera iniciada

Equacoes
Funcao Objetivo: (minimizar o tempo de conclusao do projeto)
MINMizar £=%,+3  ptividades  Predecessorimediato  Duragdo (h)
Restricdes A - 6
Xc 2> X, + 6; B - >
Xp = Xg +5; Xp =X +4; g B',AC ‘21
Xp 2 Xp +2; Xp 2 Xp + 2; E ) 2
Xg = Xg + 3; F E,D 3
Xy > Xg + 72; G F 72
PLI : ¢ 3
minimizarZ = x, + 3
sa Xc = Xp+ 6; Xp = Xg +5; Xp = X + 4

Xp ZXp+ 2, Xp 2 Xp+ 2; Xg 2 X+ 3; Xy 2 Xg + 72,
x;€Z*i€{A B,CD,E,FG,H}

Pesquisa operacional - Marcos Arenales [et al.]. 44
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5 - Problema de Gestao Financeira

O Fluxo de Caixa é um instrumento de gestdao que diz respeito a quantidade de dinheiro que entra e
sai da empresa, em um periodo de tempo (didrio, semanal, mensal, etc.);

Estes problemas podem ser vistos como um objeto matematico com o objetivo de facilitar o estudo e
os efeitos da analise de uma certa aplicacao, que pode ser um investimento, empréstimo,
financiamento, etc.;

Modelos lineares também podem ser utilizados para apoiar decisbes em problemas de gestao
financeira, por exemplo, no gerenciamento do fluxo e caixa.

Um dos objetivos é maximizar lucro da empresa otimizando o fluxo

Pesquisa operacional - Marcos Arenales [et al.]. 45
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5 - Problema de Gestao Financeira

Exemplo 1
Deseja-se investir $14000. Foram identificadas 4 oportunidades de investimentos:

* Investimento 1 requer S5000 e tem um valor presente de $S8000;
* Investimento 2 requer $7000 e tem um valor presente de $11000;
* Investimento 3 requer S4000 e tem um valor presente de $6000; e
* Investimento 4 requer $S3000 e tem um valor presente de $4000.

Em quais investimentos deve-se aplicar o capital disponivel de modo a maximizar o valor presente total?

Modelagem

Variaveis:
x; = 1, se o investimento i for escolhido
x; = 0, caso contrario.

max Z = 8000x,+ 11000x,+ 6000x,+ 4000x,
as 5000x,+ 7000x,+ 4000x,+ 3000x, < 14000
x; €{0,1}

...cont=>
http://www.feg.unesp.br/~fmarins/po/slides/20.s/PLinteira.pdf 46
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5 - Problema de Gestao Financeira

..continuacéao

Exemplo 1

Variaveis:
X; = 1, se o investimento i for escolhido
x; = 0, caso contrario.

max Z = 8000x,+ 11000x,+ 6000x;+ 4000x,
as 5000x,+ 7000x,+ 4000x;+ 3000x, < 14000
X; €{0,1}

Variantes
Suponha que ha restricdes adicionais:

* Pode-se investir em no maximo 2 negocios: X; + X, + X3 + X, <2;

* Seinvestir no negdcio 2, deve-se investir no 4 também: X, — X, <0;

* Seinvestir no negdcio 1, ndo pode-se investir no 3: X; + X; < 1.

http://www.feg.unesp.br/~fmarins/po/slides/20.s/PLinteira.pdf
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Table 3.2 Formulation of logical conditions using binary variables

At most one of A, B,....H
Exactly two of A, B,....H

If A then B

Not B

If Athen not B

If not A then B

If A then B, and if B then A
If Athen B and C

If AthenBorC

If B or C then A

If B and C then A
If two or more of B, C, D or E then A
If M or more of N projects (B, C, D, ...) then A

a+b+c+d+e+f+g+h <1
a+b+c+d+e+f+g+h=2
b>a
b=1-b
a+b<1
a+b>1
a=>b
b>aandc>a
b+c>a
a>banda>c
or alternatively: a > J - (b+¢)
a=b+c-—-1

az % (b+c+d+e—1)

bec+ds.,. — M+
a8 =

48



5 - Problema de Gestao Financeira
Exemplo 2

Deseja-se investir $14.000, $12.000 e $15.000 em cada més do préximo trimestre. Foram identificadas 4
oportunidades de investimento:

* Investimento 1 requer $5.000, $8.000 e $2.000 no més 1, 2 e 3, respectivamente, e tem um valor
presente de $18.000;

* Investimento 2 requer $7.000 no més 1 e $10.000 no més 3, tendo um valor presente de $19.000;

* Investimento 3 requer $4.000 no periodo 2 e $6.000 no periodo 3, tendo um valor presente de
$12.000;

* Investimento 4 requer $3.000, $4.000 e $5.000, tendo valor presente de $15.000.
Como realizar o investimento?
Variaveis:
x; = 1, se o investimento no projeto i for escolhido
x; = 0, caso contrario.

PL Binario:
max Z = 18000x, + 19000x, + 12000x, + 15000x,
as 5000x, + 7000x, + 3000x, < 14000
8000x, + 4000x; + 4000x, < 12000
2000x, + 10000x, + 6000x, + 5000x, < 15000
X; € {0, 1}

http://www.feg.unesp.br/~fmarins/po/slides/20.s/PLinteira.pdf 49
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5 - Problema de Gestao Financeira

Exemplo 3

Considere uma empresa que gostaria de maximizar o retorno de seu fluxo de caixa ao final e um
horizonte de planejamento de n periodos. A empresa tem boas previsdes de fluxo de entrada e de saida
de caixa no inicio de cada periodo.

Dados:
e,: entrada de caixa no inicio do periodo t, t=1,...,n

s,: saida de caixa no inicio do periodo t, t=1,...,n

Apenas estao disponiveis duas op¢des de investimento do dinheiro do caixa no inicio de cada periodo:
(1) Deixar parte ou todo dinheiro no préprio caixa durante todo periodo, com taxa de juros a

(2) Utilizar parte ou todo dinheiro em uma aplicacdo financeira com menor liquidez do que a op¢ao 1
(isto &, resgate restrito), porém com taxa de juros B, B > a (p.ex. fundos de acdes, titulos publicos
etc.)

As conversdes entre as opcdes 1 e 2 podem ser realizadas apenas do inicio de cada periodo t. Os custos
unitarios de conversao (p.ex. impostos, taxas de administracao, etc.) sdo:

C, ,: custo de mudar da opgdo 1 para a opgdo 2
C,, : custo de mudar da opgdo 2 para a opgdo 1

* No inicio do horizonte de planejamento, a empresa dispde de y, unidades monetarias aplicadas na
opgao 2

...cont=
Pesquisa operacional - Marcos Arenales [et al.]. 50
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5 - Problema de Gestao Financeira

..continuacéao

Exemplo 3

Rede de fluxos de dinheiro

O no E simboliza a entrada de caixa (origem das contas a receber de clientes)

O nd S simboliza a saida de caixa (destino das contas a pagar aos fornecedores)

Osnds 1,2, ..., neosnds 1, 2, ..., n simbolizam os inicios dos periodos para as op¢des de investimento
1 e 2, respectivamente

O nd Z representa o final do planejamento

..cont=
Pesquisa operacional - Marcos Arenales [et al.]. 51
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5 - Problema de Gestao Financeira

..continuacéao

Exemplo 3

Como a empresa deseja maximizar o retorno do seu fluxo no final do horizonte de
planejamento, o objetivo é maximizar a soma dos fluxos de dinheiro de n paraZ e de'n para Z.

Varidveis

f,;: fluxo de dinheiro do nd i paraondj.

O fluxo de dinheiro ocorre entre nos especificos:
e deiparai+l (dinheiro mantido em caixa no periodo i com a de rendimento)
« deiparai (dinheiro aplicado no periodo i com taxas de administracdo de C1,)
« deiparai (dinheiro resgatado no periodo i com impostos de Cy1)

P.ex,sei=1ej=2entdo f;, € a quantia de dinheiro mantida em caixa no periodo 1 que
corresponde a uma entrada de caixa no periodo 2 de (1+a)f;,; ousei=1ej=2entdof;; € a
quantia mantida na opgdo 2 no periodo 1, de modo que a quantia (1+f3)f;; estara aplicada no

periodo 2.

Deve-se notar que o total aplicado na opgdo 2 no periodo 2 €, além da quantia (1+p)f;3
também a quantia (1-c, ,)f,; (em que f,; é a quantia de dinheiro que sai do caixa no periodo 2
para a opgdo 2, e ¢, , € a taxa de administragdo) menos a quantia resgatada no periodo 2, dada
por f3,. Isso nos leva a equagdo de balango de fluxo
(1+B)f1 + (1-cyp)fy 3 =15, + 153
...cont=
Pesquisa operacional - Marcos Arenales [et al.]. 59
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5 - Problema de Gestao Financeira

.continuacéao

Exemplo 3

O fluxo para o n6 Z deve ser maximizado

max (L+af,+(1+ B)fmZ
sa e, + (1 —C fi =+ +s,
L L TR

+(1+a)f,+ (1- C, )fz,z =f,,+f,; +s,
(1+ B)fu + (1 —Cip )fz,z =f3+1,
K
e +(1+alf

n-1,n

(1+B)+(1 clz)f =f +f
fijZO,Vl,j .

y0+(1—c

+(1 —C ff =1+ s,

Pesquisa operacional - Marcos Arenales [et al.]. 53
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6 - Problema de Escalonamento de Horarios
Exemplo

Devido ao numero inconstante de passageiros, uma companhia de Onibus necessita de um numero
variado de motoristas de pendendo do horario considerado. A tabela a seguir especifica a quantidade de
motoristas necessarios:

Horario Quantidade de Motoristas
01 as 05 horas 15
05 as 09 horas 30
09 as 13 horas 26
13 as 17 horas 32
17 as 21 horas 30
21 as 01 hora 19

Considere que cada motorista trabalha 8 horas seguidas e que o servico pode ser iniciadoas 1, 5, 9, 13,
17, ou 21h. Formule este problema como um PL de modo que as demandas sejam atendidas e o numero
de motoristas seja o menor possivel.

http://www.dcc.ufri.br/~luziane/lista modelagem pos.pdf 54
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7 - Problema de Transporte

Referem-se ao transporte ou distribuicdo de produtos dos centros de producao (origem) aos mercados
consumidores (destino);

O transporte deve respeitar as limitacdes de oferta e atender a demanda requisita;

Em alguns problemas, podem-se usar localidades intermediarias (ou de transbordo): depdsitos ou
centros de distribuicao;

No problema de transbordo, a quantidade que sai do centro intermediario deve ser igual a quantidade
de produto que chega dos centros produtores;

Modelos de transporte podem representar outras situacOes: existem n tarefas que precisam ser
distribuidas a n pessoas (problema de designacao).

https://tag.catalao.ufg.br/up/601/0/aulal-pl-ppgmo.pdf 55
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7 - Problema de Transporte

Exemplo

Uma empresa produz um produto em m fabricas, para atender a demanda de n locais de demanda. A
capacidade de produgdo da fabrica i € no maximo igual a O, i=1,...,m. A demanda da cidade j é igual a D,,
j=1,..,n. Sabendo-se que o custo de envio de uma unidade do produto da fabrica i para o local de
demanda j é c;, determinar a quantidade que deve ser enviada de cada fabrica para cada local de
demanda, de modo a minimizar os custos de transporte desta empresa.

m=3en=3

...cont=

Prof. Volmir - UFPR 56



..continuacéao

7 - Problema de Transporte

Exemplo

Variaveis de Decisao

s
PLI X0 Xig s Xic Xop Xog s Xoc s Xgp Xap 1 Xag € Z

minZzZ = (32X1A + 60X1]3 + 200X1C) + (4OX2A + 68X2B + 80ch) + (120X3A + 104XBB + 60X3C)
Sa X1A T X1B + X1C < 20

Xop + Xop + Xpc < 15

X3p + X3p + X3¢ < 25

X1A + Xop + X34 = 10

X1g + Xpp + X35 = 10

X1c + Xoc + X3¢ = 10

X1, X1B,X16> X2, X2B, X205 X2, X2B, X205 X34, X38, X3¢ € LT .
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7 - Problema de Transporte — Exemplo AMPL

set ORIGEM; #locais de oferta
set DESTINQ; #locals de demanda

param custo {ORIGEM, DESTINO} »= @; #matriz de custos - FIXOD
param oferta {ORIGEM} >= @; #total ofertadoc nas origens - FIXO
param demanda {DESTINO} >= @; #total demandadc nos destinocs - FIXO

#var x {i in ORIGEM, j in DESTINO} »>= ®; #quanto transportar da ORIGEM ac DESTINO - CONTINUAS
var x {1 in ORIGEM, j in DESTINO} integer »>= ®; #quantoc transportar da ORIGEM ac DESTINO - INTEIRAS

minimize custo total: sum {i im ORIGEM, j im DESTINO} custo[i,j]*x[i,j]; #Funcac cbjetivc

subject to restricac_oferta {i in ORIGEM}: sum {j in DESTINO} x[i,j] <= oferta[i]; #limitacac maxima de oferta
subject to restricaoc_demanda{j in DESTINO}: sum {i im ORIGEM} x[i,]j] »= demanda[j]; #demanda minimca

data;

set ORIGEM := FABRICA 1 FABRICA 2 FABRICA 3; #locais de oferta
set DESTINO := ARMAZEM 1 ARMAZEM 2 ARMAZEM 3; #locais de demanda

param: oferta :=
FABRICA_1 2@
FABRICA_2 15
FABRICA_3 25;

“Wariables & result
param: demanda := 1520
ARMAZEM 1 10 s[FABRICA_1 ARMAZEM_1] > 10
ARMAZEM 2 1@ #[FABRICA_1ARMAZEM_2] S 10
ARMAZEM_3 18; AFABRICA_1 ARMAZEM_3] > 0
#param custo (tr): FABRICA 1 FABRICA 2 FABRICA 3 := #FABRILA_ZARMAZEM 1] - 40
# ARMAFEM 1 32 4@ 128 RFABRICA_Z ARMAZEM_2] > o
# ARMATEM 2 48 68 184 W[FABRICA_Z ARMAZEM_3] > 0
# ARMAZEN 3 120 58 60; #[FABRICA_3ARMAZEM _1] > 0
param custo: ARMAZEM 1 ARMAZEM 2 ARMAZEM 3 := HPABRICA_3ARMAZEM 2] 2 0
FABRICA 1 32 = ea ~ oo - A[FABRICA_3ARMAZEM_3] > 10
FABRICA 2 48 E: B8
FABRICA 3 129 1684 5

end;



8 - Problema de Designacao

Prof. Volmir Eugénio Wilhelm
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8 - Problema de Designacao

XA X185y %10 X2 A X2B s Xoc s X35 X381 X3¢ € {0’1}

Prof. Volmir Eugénio Wilhelm
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8 - Problema de Designacao

..continuacéao
Exemplo
Variaveis de Decisao
X1a
0,=1 =1
0,=1 =1
oLl XA %18y X1c X2 A XoB 1 Xoc 1 X341 X381 X3C € {0’1}

minZz = (32X1A + 6OX1B + 200X1C) + (40X2A + 68XZB + 80X2c) + (120X3A + 104X3B + 60X3C)
Sa X1A + X1B + X1c < 1

Xoa T Xop +Xpc < 1

X3pa + X35 + X3¢ <1

X1a +Xop + X34 =1

X1g +Xpp + X35 =1

Xic +Xoc +x3c =1

X1A,X1B> X1¢» X245 X2B, X2¢» X245 X28, X2¢, X34, X38, X3¢ € {0,1} .
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8 - Problema de Designa¢ao — Exemplo AMPL

set ORIGEM; #locais de oferta
set DESTINO; #locais de demanda

param custoc {ORIGEM, DESTINO} »= @; #matriz de custos - FIXD
#param oferta {ORIGEM} »= @; #total ofertado nas origens - FIXO
#param demanda {DESTINO} »= @; #total demandado nos destinos - FIXO

#var x {i in ORIGEM, j in DESTINO} »= @; #quantoc transportar da ORIGEM ac DESTINO - CONTINUAS
var x {i in ORIGEM, j in DESTINO} binary »>= ®; #quanto transportar da ORIGEM ac DESTINO - BINARIAS

minimize custo_total: sum {i in ORIGEM, j in DESTINO} custo[i,j]*x[i,j]; #Funcaoc cbhjetiveo

/*subject to restricac_oferta {i in ORIGEM}: sum {j in DESTINO} %[i,j] <= oferta[i]; #limitacac maxima de oferta */
/*subject to restricac _demanda{j in DESTINO}: sum {i in ORIGEM} x[1i,j] »= demanda[j]; #demanda minima */

subject to restricac_oferta {i in ORIGEM}: sum {j im DESTINO} x[i,j] <= 1; #limitacac maxima de oferta

subject to restricac_demanda{j in DESTINO}: sum {i im ORIGEM} x[i,j] »= 1; #demanda minimoa

data;

set ORIGEM := ORIGEM_1 ORIGEM 2 ORIGEM_3; #locais de oferta dos itens
set DESTINO := DESTIMO 1 DESTINO 2 DESTINC 3; #locais de demanda dos itens

#param: oferta :=
# ORIGEM_1 1

# ORIGEM_2 1

# ORIGEM_3 1;

Y ariables MILP ... result
#param: demanda := 160
# DESTINO 1 1 #ORIGEM_1.DESTIND_1] N 0
# DESTINO 2 1 {ORIGEM_1 DESTING_2] S5 1
# DESTINO_3 1; JORIGEM_1.DESTIND_Z] > 0
#param custo (tr): ORIGEM 1 ORIGEM 2 ORIGEM 3 := *{0RIGEM_2.DESTIND_1] > 1
M DESTINO 1 32 10 190 XORIGEM_2 DESTING_2] S 0
# DESTING 2 4@ 68 104 #ORIGEM_2.DESTIND_3] > 0
# DESTING_3 128 aa 68; #[ORIGEM_2.DESTINO_1] > 0
to: DESTING 1 DESTING 2 DESTINO 3 := WORIGEM_3.DESTING.2] 2 -
B o Teen 1 32 = co = e~ JORIGEM_3DESTING_Z] 1 .
ORIGEM 2 40 68 30
ORIGEM 3 128 184 658; 62

end;



9 - Problema de Corte

Produto
Final

Matéria-
Prima

Perda L] I
Matéria-Prima:

a) Tubos; b) papéis de papel ou téxtil; c) barras; d) varetas ou barras de madeira; e) chapas de aco

Objetivos:
a) minimizacdo da perda total ou a quantidade de matéria-prima cortada
b) maximizacdo do numero de produtos montados/acabados/fabricados

Prof. Volmir - UFPR
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9 - Problema de Corte

Matéria- 2 Produtos I I

] finais
Prima ® . ______________ ! I
Padroes de Corte
| 3 -

Variaveis de decisao: O valor da varidvel determina o numero de unidades de materia-prima que sera
cortada/fatiado de acordo com o correspondente padrdo (encontrados a partir de todos os padrdes de
corte possiveis).

Prof. Volmir - UFPR 64



9 - Problema de Corte
Exemplo 1

Uma fabrica necessita cortar uma fita de aco de 12 cm de largura em tiras de 2,4 cm, 3,4cme 4,5 cm de
largura. As necessidades globais de tiras de cada comprimento sao as seguinte

1 2,4 2500
2 3,4 4500
3 4,5 8000

Formule um modelo que permita otimizar o consumo da fita a ser cortada, minimizando a perda de
material.

...cont=
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9 - Problema de Corte

..continuacéao

Exemplo 1

Precisamos determinar todos os padrdes de corte possiveis de uma fita.

1 5 0 0

5 3 1 0 1'4 Padrao 5
3 3 0 1 0,3

4 2 2 0 0,4

5 1 0 2 0,6

6 0 3 0 1,8

7 0 2 1 0,7

Considerando apenas 7 padroes de corte

Celso Carneiro Ribeiro Simone Lima Martins 66



9 - Problema de Corte

..continuacéao

Exemplo 1

i) Variaveis de decisao:
X;: € o numero de fitas de 12 cm cortadas usando o padraoj, j=1,...,7

ii) Equagdes (considerando apenas 7 padrdes de corte)
Fungao objetivo: (perdas por sobras + perdas por tiras desnecessarias)
minimizarZ=1,4x,+0,3x;+0,4x,+0,6 x; + 1,8 x,+0,7 x5 + . Padrio  Tiras1  Tiras2  Tiras3
+2,4 (5%, +3x%,+3x3+2x,+X-2500) +
+3,4 (X, + 2 x, +3 X + 2 x5 - 4500) +
+4,5 (X5 + 2 x5 + x5 - 8000)

Restri¢coes

NOoOOulbh WNR
OO FLP N WWWLM
N WONO PRk O
R ONOPF OO

Restricdes de demanda por tipo de tira:

S5X;+3X,+3X3+2%,+%X522500 Tiral -——

Xy +2 X, +3 X +2 X%, 24500 Tira 2 —— 54 2500
X3 + 2 Xg + X, > 8000 Tira 3 : -
. . o~ o~ . Tira 2 3,4 4500

Todas as quantidades produzidas sao nao-negativas:

.o Tira 3 4,5 8000
X; € Z*j=1,..,7

iii) Programa Linear Inteiro-PLI  conts
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9 - Problema de Corte

..continuacéao

Exemplo 1B

i) Variaveis de decisao:
X;: € o numero de fitas de 12 cm cortadas usando o padraoj, j=1,...,7

ii) Equagdes (considerando apenas 7 padrdes de corte)

Fungao objetivo: (perdas por sobras + perdas por tiras desnecessarias)

minimizarZ=1,4x,+0,3x;+0,4x,+0,6 x; + 1,8 x,+0,7 x5 + . Padrio  Tiras1  Tiras2  Tiras3
+2,4E1+ 3,4E2+4,5E3

Restri¢coes

Restricdes de demanda por tipo de tira:
5x,+3x,+3%x3+2x%x,+x;,—E1=2500 Tira1l
X, +2X,+3X%,+2x,—E2=4500 Tira 2

o 2% Ty S S e | T lerguralem)  Demanda

Todas as quantidades produzidas sao nao-negativas:

NOoOOulbh WNR
OO FLP N WWWLM
N WONO PRk O
R ONOPF OO

Tira 1 2,4 2500
x,,E1,E2,E3 € Z%,j=1,...,7
Tira 2 3,4 4500
iii) Programa Linear Inteiro-PLI e 45 8000
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9 - Problema de Corte

.continuacéao

Exemplo 2

A empresa Movelar deseja programar a producdo de 2 brinquedos de madeira: i) mesinha; e ii) casinha.
Para produzir estes dois brinquedos usa a seguinte matéria-prima: a) tdbua de madeira; b) parafusos;
c) tempo.

Ocorrerd uma exposicao/feira com possiveis vendas em 20 dias. Deseja-se determinar quanto produzir
de cada brinquedo com o objetivo de maximizar o lucro (todos os produtos serao vendidos).

Preco 57 S

Tabua 30 cm 1 2| desconhecido s,
Tabua 25 e 1 4 | desconhecido | |
Parafusos 8 16 3000 i
Tempo 30 min 60 min 8 horas por dia
Tabua 1,1 m : -1 500
Tébua 1,4 m : T N

..cont=
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9 - Problema de Corte

.continuacéao

Exemplo 2

Modelagem

Padroes de Corte

Tabuade 1,1 m Tabuade 1,4 m
Padrao No. 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tabua 30 cm 3 2 1 - 4 3 2 1 -
Tabua 25 cm - 2 3 4 - 2 3 4 5
Perda 20 - 5 10 20 - 5 10 15
Variavel X, X, X3 X, Xg Xg X5 Xg Xg
Considerando apenas 9 padrdes de corte Mesa Casa
Variaveis de decisao: X190 Xqp
X, | € {1,2,3,...,9} quantas vezes o padrao j serd usado
X;0 quantidade de mesinhas que sera produzida ...cont=

X,; quantidade de casinhas que sera produzida
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9 - Problema de Corte

.continuacéao

Exemplo 2
ii) PLI
S6 maximizando o lucro com a venda dos 2 produtos

Max Z=26x,q+ 57Xy,
sa 3X; +2X, + 1x3 + 0x, + 4Xg + 3Xg + 2X; + IXg + OXg = X1 + 2Xq;
0x; + 2X, + 3X3 + 4%, + OXg + 2X; + 3X; + 4Xg + 5Xg = X1 + 4Xq;
1x; + 1x, + 1x;3 + 1x, < 500

11, + 1 + Dt + T + 1y 150 [ i | e

8X10 + 16x,; <3000 Tabua 30 cm 1 2
30x,, + 60x,, <9600 Tsbua 25 cm 1
X € Z*

] Parafusos 8 16
Considerando apenas 9 padrdes de corte Tempo 30 min 60 min
Xq X, X3 Xy Xg X X7 Xg Xg X10 X11

0 0 0 160 80 1 0 0 0 0 160
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9 - Problema de Corte

..continuacéao
Exemplo 2
ii) NO EXCEL

A B|C|D|E|F |G| H/|I J K L

1 |Padrdes/Produtos | X; | X, | X3 | X, | Xs | Xg | X5 | Xg | Xg -
2 |Funcdo Objetivo o,0|0|]O0]O0O]O0O|0O0|O0O0| 0| 26| 57
3 [Tabuas 30 cm 312|104 |3]2]|1 o | -1] -2
4 Tabuas 25 cm 0|23 |4]0|2|3|4|5]|-1] -4
5 [Tabuas 1,1 11111} 0]0|]0|0/|0O0 0 0
6 [Tabuas 1,4 ojojojo0o|1|1|1|1]|1 0 0
7 |Parafusos ojo|loO0Oj]O0O|O0OjO0O]O]O]O 8 16
8 [Tempo O 0O|]O0O|]O0O|]O]O]O|O0O0O]| O0}]30]60
F.Objetivo =SOMARPRODUTO(BS1:L$1;B2:L2)
Tabuas 30 cm =SOMARPRODUTO(BS1:L$1;B3:L3) >= 0
Tabuas 25 cm =SOMARPRODUTO(BS1:L51;B4:L4) | >= 0
Tabuas 1,1 =SOMARPRODUTO(BS1:L51;B5:L5) | <= 500
Tabuas 1,4 =SOMARPRODUTO(BS1:L51;B6:L6) | <= 150
Parafusos =SOMARPRODUTO(BS1:L$1;B7:L7) | <= 3000
Tempo =SOMARPRODUTO(B$1:L$1;B8:L8) | <= | 9600

Prof. Volmir - UFPR
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10 - Problema da Mochila

Exemplo 1

Um viajante dispde de n itens que deve selecionar para colocar em uma mochila que esta sendo
preparada para uma viagem. O peso do item j € igual a; e o “lucro” obtido caso ele seja selecionado e
colocado na mochila é igual a ¢, para j=1,..,n. Quais itens devem ser selecionados, sabendo-se que o
peso maximo que o viajante pode carregar na mochila é igual a b?

Modelagem
Variaveis de decisdao: x;: quantidade selecionada do item j

Caso (1): os itens podem ser fracionados e ndo ha max 7 — ZCij
limite na guantidade selecionada =1

sa Zajijb

Caso (2): os itens podem ser fracionados e no maximo

_ _ _ max Z= chxj
uma unidade de cada item pode ser selecionada =

sa Z:ajxj <b

..cont=
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10 - Problema da Mochila

.continuacéao

Exemplo 1

Caso (3): os itens ndo podem ser fracionados e no maximo uma unidade de cada item pode ser
selecionada

n
max = chxj
=1

n
sa Zajxj <b
j=1

X; € {0,1}, j=1,..,n

Celso Carneiro Ribeiro Simone Lima Martins
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10 - Problema da Mochila

Exemplo 2

MY HOBBY:
EMBEDDING NP-(DMPLETE PROBLEMS IN RESTAURANT ORDERS

$ CROTCHKIES RESTAURAWT

«— APPENZERS —~
| MIXED FRUIT 2.15
FRENCH FRIES 2.75
GIDE 5ALAD 3.35
HOT WINGS 3.55
MOZZARELLA STICKS  4.20
SAMPLER PLATE 5.80

— SANDWICHES ~—

WED LIKE EXACTLY §15. 05
WORTH OF APPETIZERS, PLEASE.

1 . EXACTLY? UM

HERE, THESE PAPERS ON THE KNAPSACK
PROBLEM MIGHT HELP YOU OUT.

LISTEN, I HAVE Six OTHER
TABLES TO GET TD —

~AG FRST AS POSSIBLE, (F COURSE. WANT
SOMETHING DN TRAVELING SALESNANT /

\
(YIER

RARRF E L 6T

Siggi Olafsson

...cont=
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..continuacéao

Exemplo 2

Formulacao

Variaveis:

PLI

10 - Problema da Mochila

X;: numero de aperitivos i

6
max > x,
i=1
sa 2,15x, +2,75x%, +3,35x%, +3,55x, +4,20x. +5,80x, =15,05

x. eZ"

Siggi Olafsson
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Processos

Exemplo

Uma fabrica utiliza dois tipos de insumos:
* A, aum curso unitario C, e com uma quantidade maxima disponivel D,;
* B, aum custo unitario C; e com uma quantidade maxima disponivel Dy.

Estes insumos podem ser processados pelos processos |, Il e lll a um custo operacional nulo. Serao
produzidos os produtos a, 3 e y, que alcangaram precos de venda P, Pg e P, respectivamente (precos
unitarios).

* Uma unidade de A processada em | produz, simultaneamente, 5 o e 1y

* Uma unidade de A junto com duas unidades de B conjuntamente processadas em Il produz,
simultaneamente 3a, 9 e 8y

* Uma unidade de B processada em Ill produz simultaneamente 1a, 43 e 1y

Formule o problema como programacao linear de modo a maximizar o lucro
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Programacao Estocastica

* Programas estocasticos sao programas matematicos, onde alguns dos dados incorporados no
objetivo ou as restricdes sao incertos.

* Aincerteza é geralmente caracterizada por uma distribuicao de probabilidade dos parametros.
Embora a incerteza é rigorosamente definido, na pratica, pode variar em detalhes de alguns
cendrios (resultados possiveis dos dados) a distribuicbes especificas e precisas de
probabilidade conjunta.

* Quando alguns dos dados sao aleatdrios, entao solucdes e o valor objetivo 6timo para o
problema de otimizacao sdao também eles proprios aleatdrios. A distribuicao das decisdes
otimas é geralmente ndo implementavel (o que vocé diria ao seu chefe?). Idealmente,
gostariamos de uma decisao e de um valor objetivo 6timo.
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Programacao Estocastica

A partir de duas matérias-primas, rawl e raw2, pode-se produzir simultaneamente dois produtos
diferentes, prodl e prod2. Os produtos (por unidade das matérias-primas), bem como os custos
unitdrios das matérias-primas c=(C,,,,1, Crow2)' = (2, 3)" as demandas dos produtos h=(h,41,0042)"
= (180, 162)" e a capacidade de producdo resultam no seguinte pl deterministico.

minimize y = (2X,4,,; + 3X,4u2)

SA  Xgy1 + Xeawz <100 (capacidade de produgao)
2X, g1 T 6X, 5> = 180 (demanda minima do produto prod1)
3X,gw1 T 3X,qw2 = 162 (demanda minima do produto prod2)
Xraw1r Xrawaz = 0

Cuja solugao é x,,,,, = 36, X,.,, = 18, v =126

rawl — raw2 —

O problema de producao é apropriadamente formulado e resolvido desde que as produtividades,
os custos unitdrios, as demandas e a capacidade sdao dados fixos e conhecidos antes de tomar a
decisdo sobre o plano de producdo. No entanto, isto nao é sempre uma hipdtese realista. Pode
acontecer que, pelo menos, algum dado - produtividade e demanda, por exemplo, - pode variar
dentro de certos limites (para nossa discussdo, aleatoriamente) e a tomada de decisdo a respeito
do plano de producao deve ser tomada antes de conhecer os valores exatos dos dados.

Peter Kall, Stein W. Wallace: Stochastic Programming, 1th Edition, John Wiley&Sons, Zurich, 1994
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Programacao Estocastica

..continuacéao
Exemplo

Para ser mais especifico, vamos supor que:

o modelo descreve o processo de producao semanal de uma refinaria que depende de dois
paises para o fornecimento de petrdleo bruto (rawl e raw2, respectivamente), fornecendo
gasolina (prodl1) a uma grande empresa para o seu sistema de distribuicdo nos postos de
gasolina e outro com 6leo combustivel (prod2) para as instalacdes de agquecimento e/ou de
energia;

* sabe-se que as produtividades nt(rawl, prod1) e n(raw2, prod2), isto é, a saida de gasolina de
rawl e a saida de combustivel a partir de raw2 pode mudar aleatoriamente (ao passo que as
outras produtividades sao deterministicas);

* simultaneamente, as exigéncias semanais dos clientes, h de gasolina, e h de

combustivel, estdo variando aleatoriamente;

prod1’ prod2’

* o plano de produg¢do semanal (x,,,1, X,.u2) deve ser definido/fixado previamente e ndo pode

ser alterados durante a semana; equanto que

* as produtividades reais sdo apenas observadas/medidas durante o proprio processo de
producao; e

* 0s clientes esperam que suas demandas reais seja satisfeitas durante a semana
correspondente.

..cont=
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Programacao Estocastica

..continuacéao
Exemplo
Suponha que, devido a estatistica, sabemos que:
hprodl =180 + E.>1

hprodZ =180 + E.’Z
n(rawl, prodl) = 2 + 1,
n(raw2, prod2) = 3,4 - ﬁz
onde as variaveis aleatorias 'éj sdo modeladas usando distribuicbes normais e T; e N,

sao distribuidos de forma uniforme e exponencial, respectivamente, com o0s seguintes
parametros:

distr &, ~ N(0, 12)
distr &, ~ N(0, 9)
distrm, ~ U[-0,8, 0,8]
distr 'ﬁz ~ Exp(\=2,5)

N(u, o) denota a distribuicdo normal com média p e variancia o?.

...cont=
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..continuacéao

Programacao Estocastica
Exemplo

Parametros:

distr &, ~ N(0, 12)

distr &, ~ N(0, 9)

distrn, ~ U[-0,8, 0,8]

distr 1, ~ Exp(A=2,5)
Para S|mpI|f|car vamos supor que estas quatro variaveis aleatorias sao mdependentes entre si.
Uma vez que as varidveis aleatdrias il, iz e, sdo ilimitadas, restringimos nossas consideragdes

aos seus respectivos intervalos de confianga de 99% (exceto para U). Portanto, temos de
realizacOes das variaveis aleatdrias, acima

£, € [-30,91, 30,91]
£, € [-23,18, 23,18]
n, € [-0,8, 0,8]

e [0,0, 1,84]

..cont=
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Programacao Estocastica

.continuacéao

Exemplo

Assim, em vez do programa linear determnistico, deveremos lidar com o programa linear
estocastico

minimize y = (2X,51 + 3Xau2)
sa X a1 + Xaw2 <100
X, + (3,4 -T Xy 2162 +E,
X X >0

rawl’ raw?2

Este ndo é um problema de decisdo bem definido, uma vez que ndo e de todo claro o que o
significado de "min" pode ser antes de conhecer uma realizagao (§,, &2, Ny, N,) de (Ey, &y Ny N,)-

Infelizmente, esperar a realizacao dos parametros aleatdrios e depois escolher a solucao 6tima,
ndao é o que precisamos. E necessario decidir os planos de producao sob incerteza, uma vez que
s0 ha informacdes estatisticas sobre as distribuicdes das demandas aleatdrios e das

produtividades.

.cont=
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Programacao Estocastica

.continuacéao

Exemplo

A primeira possibilidade consistiria na procura de um programa de producao “seguro”: um que
seja viavel para todas as realizacOes possiveis das produtividades e das demandas. Um programa
de producdo igual a este € denominado de “fat solution” e reflete a aversao total ao risco do
tomador de decisdao. Nao surpreendentemente, as “fat solutions” sao geralmente bastante caras.
No exemplo, é necessario resolver o pl deterministico

minimize ¥ = (2X,,,1 + 3Xau2)
sa X w1 X aw2 <100
(1,2)X001 + 6X 0w > 210
X1 + (1,56)X,.5 > 185
X X >0

rawl’

Considerando (§,, &,, n;, N,)=(30, 23, -0,8, 1,84) tem-se (X,,1, Xraw2) = (48,51, 25,29) ey =172,92.

..cont=
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Programacao Estocastica

..continuacéao
Exemplo

Para introduzir uma outra possibilidade, suponhamos que a refinaria tem feito o seguinte acordo
com seus clientes. Em principio, os clientes esperam que a refinaria satisfaca suas demandas
semanais. No entanto, muito provavelmente, de acordo com o plano de producdo e os
acontecimentos imprevistos que determinam as demandas dos clientes e/ou das produtividades
da refinaria - as demandas podem nao ser cobertas pela producao, o que gerara custos de
“penalidade" para a refinaria. A quantidade n3do fornecida/escassez sera adquirida de outras
refinarias do mercado. Estas penalidades devem ser proporcionais a respectiva escassez dos
produtos, e suponha que, por unidade de produtos ndo entregue, as penalidades sdo: q,,,4; = 7,

qprodZ =12.

Os custos totais devido a falta de producdo/escassez - ou, em geral, devido a quantidade de
violacao nas restricdes - sao efetivamente determinados apds a observacao dos dados aleatdrios
e sao denominados por “recourse costs”. Em um caso (como o do exemplo) de execuc¢ao repetida
do programa de producao faz sentido — de acordo com o que sabe-se de estatistica - aplicar o
critério de “valor esperado”.

..cont=
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Programacao Estocastica

.continuacéao
Exemplo

Mais precisamente, pode-se desejar encontrar um plano de producdao que minimiza a soma da
fase original (ou seja, producao) de custos e os “recourse costs” esperados. Para formalizar esta
abordagem serd adotada a seguinte notagdo. Em vez das quatro variaveis aleatdrias individuais
il, @2, N, e N,, é conveniente usar o vetor aleatério & (&1, iz, Ny, N,)T

Além disso, iremos introduzir para cada uma das duas restricdes estocasticos uma variavel
recourse y, (), i = 1,2, que simplesmente mede a falta/escassez correspondente na producado se
houver alguma; como a escassez depende das realizagdes do vetor aleatério , o mesmo
acontece com a variavel recourse correspondente, isto é, y,(&) sdao elas proprias varidveis
aleatorias.

Seguindo a abordagem esbocada até agora, podemos substituir o modelo estocastico por um
programa estocastico bem definido com recourse

hlié) = prodl — =130 + E.>1' hzﬁ(ﬁ) = prod2 — =162 + E.>2'
a(§) =n(rawl,prodl) =2 +'F11, B(E) = m(raw2,prod2) = 3,4- ﬁz

.cont=
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..continuacéao
Exemplo
minimize {2X 51
sa Xrawl
a(&)xrawl
3Xrawl
Xrawll

Programacao Estocastica

+3x +EV(E) +12y,E)])

+ Xraw2 < 100
+ 6Xraw2 + yl(z) > hl(E)
+ B(’i)xrawz + Vz(’i) 2 hZ(E)
Xraw2s yl(ré); VZ(E) > 0

No programa estocastico acima E; representa o valor esperado no que diz respeito a distribuicdo
de &, e, em geral, entende-se que as restricdes estocasticos devem ser atendidas “quase que
certamente” (isto é, elas devem ser satisfeitas com probabilidade 1). Note-se que se & tem uma
distribuicdo discreta finita {(§, p,), i = 1, -, r} (p,> 0 Vi), entdo o programa estocastico é apenas
um programa linear ordinario:

minimize {2X 201
54 Xraw1
a(E:i)Xrawl

3Xrawl

Xraw1s

+3%uy  F2Pil7y1(E)  + 12y,(EN]}
+ X2 =
+ 6X ., +v,(&) 2
+ B(E)X a2 +y,(€) =
X a2 y1(&), Y,(&) =

http://stoprog.org/sites/default/files/files/ka-wal-94.pdf

100
h,(&), Vi
h,(&)), Vi
0, Vi

...cont=
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Programacao Estocastica

..continuacéao

Dependendo do numero de realizacdes de €, r, o programa linear pode tornar-se (muito) grande
em escala, mas sua estrutura de bloco particular é passivel de algoritmos especialmente
projetados.

Forma Geral
minimize go(x,g)

sa g.(x,&) <0

xeR"
onde & é um vetor aleatorio
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