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A resolucao grafica é utilizada para resolver
problemas de programac¢ao linear com duas
variaveis (a fun¢ao objetivo é f(x,y) =Z = c,x + ¢,y).

Resolucao grafica é baseada em
* Regiao viavel
e Curva de nivel

 Gradiente
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CURVA DE NIVEL

Curva de nivel: Uma curva de nivel de f(x,y) € o conjunto de pontos (x,y) onde f(x,y)
assume um valor constante. Uma curva de nivel é simplesmente uma secao
transversal do grafico de z=f(x,y) tomada em um valor constante z=k. Portanto, as
curvas de nivel da funcdao z=f(x,y) sao curvas bidimensionais que obtemos fixando
z=k. Portanto, as equacdes das curvas de nivel sao f(x,y)=k onde temos duas variaveis
e pode ser representada graficamente no plano xy.

Exemplo1:z = —x? — 2y?
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CURVA DE NIVEL

Exemplo 2:z = 6x + 8y
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GRADIENTE

dz Oz

Gradiente vz = (— —) : O vetor gradiente de z=f(x,y) num ponto p indica a "direcao

ox’ dy

de maior crescimento" de z a partir de p. O ponto p estd no dominio (plano xy) e o

gradiente é representado graficamente no dominio da funcao.

Exemplo3:z = —x? — 2y

Vz = (—2x,—4y) = Vzvaridvel 2 o Vz depende de p=(x,,y,)

2

Exemplo 4:z = 6x + 8y
Vz = (6,8) = Vz constante = o Vz independe de p=(x,,Y,)

Exemplo5:z = ¢ X+ Cyy
Vz = (cq,¢2)
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RELACAO GEOMETRICA ENTRE CURVA DE NIiVEL E GRADIENTE

O vetor gradiente Vf(x,y,), além de fornecer a direcdo e sentido de maior

crescimento a partir de p, é perpendicular a reta tangente a curva de nivel de f(x,y)=k

que passa por p=(x,,y,)

Exemplo 6:z = —x? — 2y? Exemplo7:z = 6x + 8y
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VF(1,0) = (2,0) vi(0,1)=(0,2) vF(L,1) = (2,2) V£(0,0) = (0,0)
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1,/ * Gradiente representado no dominio

i *Gradiente perpendicular a tangente da curva de nivel
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Elementos de um Programa Linear

max Z=2x+3y Funcao objetivo
sa -X+y<5 Restricao 1
X+4y <45 Restri¢ao 2
2x+y <27 Restricao 3
3x—4y <24 Restricao4
Xx,y20 N3ao negatividade

1. Z(x,y)=2x+ 3y é afuncdo objetivo, e as desigualdades sao as restrigoes.
2. Uma solugdo viavel é um valor para varidveis que satisfaz todas as restri¢cdes, por exemplo, (x, y) = (2, 0).

3. Chamamos as solugdes viaveis de conjunto viavel ou regiao viavel ou factivel.
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Solucao grafica — exemplo 1

30x, +20x, <310
oX, +10x, <113
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Solucao grafica — exemplo 1

30X, + 20x, < 310

o5x, +10x, <113
X, X, 20

30x, +20x, <310
oX, +10x, <113
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Solucao grafica — exemplo 1

30x, +20x, <310
ox, +10x, <113
X, X, 20

30x, +20x, <310
5%, +10x, <113

7" =494/5=98,8
X =21/5=14,2
X; =46/5=9,2
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Solucao grafica — exemplo 2

min Z= 6x,+10x,

s.a — X, +X, <2
X, <5

X, <6

3%, +5X%X, =215
45X, +4X, =220
X1, X, 20

(— X, + %X, =2 A(0,2),B(-2,0)

X, =95
X, =6

3x,+5x%,=15 C(0,3),D(5,0) 32
45x,+4x,=20 E(05)F(%,0) R
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Solucao grafica — exemplo 2

min Z= 6x,+10Xx,

s.a — X, +X, <2

X, <5

X, <6
3X,+5%, 215
45X, +4x, =20
X, X, 20

(— X, +X,<2

X, <95

X, <6

3%, +5X, 215
145X, +4X, 220

Prof. Volmir - UFPR 13



Solucao grafica — exemplo 2

6X, +10Xx,
s.a — X, +X, <2

X; <5
X, <6
3%, +5X, =215
45X, +4x, 220
Xy X, 20

— X, +X, <2
% =3 7" =30
< *
1% =6 X =5/8=0,625

3%, +5X, 215
(45X, +4X, 220

Z, = 6x+10x,=60
X, =21/8=2,625

vZ =(6,10)

*

Z =30x, =5 X, =0

{z* =30x =40/13=3,08 X, =15/13=1,15
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Solucao grafica — exemplo 3
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3X, +6X,=18 A
X, +X, =5 C(0,5),D(5,0)
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Solucao grafica — exemplo 3

2

3%, +6x, <18
X, +X, <5
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Solucao grafica — exemplo 3

(3x, +6x%, <18

<

X+ X, <9

(Z,5= 4% +12x, =48
<
VZ =(412)
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Solucao grafica — exemplo 4

max Z= 6x, +10x,
s.a — X, +X, <2

(—x +%,=2  A0,2),B(-2,0)
3 X = 0 Q:\‘?H'\KD
3x,+5x, =15 C(0,3),D(5,0) 5 . 3 Fi & @
xI
5x, +4x, =20 E(0,5) F(4,0) I R2——Ri==R4|

Prof. Volmir - UFPR 18



Solucao grafica — exemplo 4

max Z = 6x, +10x,
(A — /\1 /\ ~ <

(— X, +X, <2
X, <6

13x, +5x, >15
15X, +4X, 220
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Solucao grafica — exemplo 4

max Z= 6x, +10x,
<2

(X, +X, <2
X, <6

3X, +5X%, 215
15X, +4x, 220

Z,= 6% +10x, =60
vZ =(6,10)
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Solucao grafica — exemplo 5
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Solucao grafica — Resumo do procedimento

Seja um pl de maximizagao

I. Desenhe areta de cada restricao no grafico xy.

ll. Identifigue a regido de solucdes viaveis, isto é, a area do grafico que
simultaneamente satisfaz a todas as restricoes.

lll. Encontre a solugcdao 6tima da seguinte forma:
a. Desenhe uma ou mais curvas de nivel da funcao objetivo;
b. Desenhe o gradiente de Z;

c. Desenhe curvas de nivel paralelas na direcao indicada pelo gradiente de Z até que
uma curva toque a regiao de solugdes viaveis em um Unico ponto (ou em um
segmento). Este ultimo ponto, que é o mais extremo, é a solucao 6tima.
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Solucao grafica — Procedimento — Exemplo 6

Seja o programa linear-pl

max?7z = 4x, + 3%,
sa 2x; +3x, =6 (1)
—3x; +2x, =3 (2)
2%, =5 (3)
2% +X%, =4 (4)
X1,X, =0 (5)

Objetivo: encontrar um par (x;, X,) que: (i) satisfaca todas as restri¢cdes; e (ii) gera o
maior valor para a funcao objetivo.

Um par de valores especificos (x;, X,) € considerado uma solugdo viavel se satisfaz todas
as restricoes.

* (x4, X,) = (0, 0) e (x;, x,) = (1; 1) sdo viaveis. Z(0,0) =0e Z(1, 1) = 7.

* (xg, X,) = (1, -1) e (x4, X,) = (1, 2) ndo sdo vidveis (sdo inviaveis).

https://www.utdallas.edu/~metin/0r6201 /simplex s.pdf 23



https://www.utdallas.edu/~metin/Or6201/simplex_s.pdf

Solucao grafica — Procedimento — Exemplo 6

(x,, X,) € um ponto no sistema de coordenadas xy.

Vamos transformar desigualdades em igualdades e desenhar linhas no sistema de
coordenadas xy.

Observe que a linha (1) divide o plano em dois semi-planos: porcao viavel e porcao
inviavel. Indicamos a porcao vidavel com setas.

Desenhe as outras linhas (2), (3) e (4) e indigue a porcao viavel para todas as linhas.

A regido que esta no lado correto de todas as linhas é a regiao viavel. Se ndao houver uma
regiao comum a todas as retas entao o pl é inviavel.

Observe que a restricao (3) é redundante (ela nao é ativa).
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Solucao grafica — Procedimento — Exemplo 6

\x

(3): 2% =5'

Feasible

Region (1): 2%+ 3%, =6

https://www.utdallas.edu/~metin/0Or6201 /simplex_s.pdf
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Solucao grafica — Procedimento — Exemplo 6

Para qualquer constante dada c, o conjunto de pontos que satisfazem 4x1 + 3x2=c é
uma linha reta.

Variando c geramos uma familia de linhas (curvas de nivel) com a mesma inclinagao.
Linha com os menores valores de ¢ estarao mais préoximo da regidao de viabilidade.

Deve-se diminuir ¢ até encontrar a regiao viavel.

Vértice (ponto extremo) da regiao viavel

O vértice , marcado como D, é a solucdo 6tima. D=(3/2, 1) com Z(3/2, 1)=9.

https://www.utdallas.edu/~metin/0r6201 /simplex s.pdf 26



https://www.utdallas.edu/~metin/Or6201/simplex_s.pdf

Solucao grafica — Procedimento — Exemplo 6

T

4x+ 3% =12 (c=124

4%+ 3% =9 (c=9) ‘\

\ % axis

4]-3(1+ 3% =16 (c=16)

/ Slide the objective line
Until it hits the feasible region

Point C: (3/13,24/13)
Point B: (0,3/2)

Feasible
Region

‘ Point D: (3/2,1)
s Optimal Corner Point

N\ A"
. LY
»

.
(\11: 2%+ 3x2\=\6
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