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Limitacoes da programacao linear

4 I

max (min) Z = ¢ X +C,X, +...+C X,

s.a ay X +a,X, +...4+C, X, =b

a X +a,X, +..+C X =b_
Xy Xoyeen X, 20

. J

. Coeficientes constantes

. Divisibilidade

. Proporcionalidade

. Aditividade

. Parametros constantes/precisos (sem incertezas)
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Prévia de um algoritmo de otimizacao
SIMPLEX

1. Obter uma solucao basica inicial — a mais trivial e mais facil

2. Verificar se a solucao atual é 6tima

3. Se asolucao atual nao for 6tima, procurar outra solucao basica
4. \Voltar ao passo 2

Questoes

a) Como achar a solucao inicial?
b) Que critério usar para gerar uma nova solucao basica?
c) Como posso saber se a solucao atual é 6tima?
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Formato dos PL’s

Formato Geral

max (min) Z =
s.a

C,X +CyX, + ...+ C X,

ayX +a,X, +...+C,X, =b
A, X, +a,X, + ...+ C X, <b,

A % +a,,X, +...+C, X, b
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Forma Padrao
max (min) Z = ¢ X +C,X, +...+C X,

s.a ay X +a,X, +...+¢,X, =b

A X +a,X, +..+C X =b

Xy Xoyeen X, 20




Forma Padrao

Quando as restricoes de um modelo de Programacao Linear sao apresentadas
na forma de equacgobes diz-se que esse modelo esta na forma padrao.

Qg1 X+ Qpp Xy F oot Ay Xy = by
X1y Xgpener Xjuwr Xy >0
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Reducao a Forma Padrao

I. Qualquer problema de maximizacao pode converter-se num problema de
minimizac¢ao, pois:

min Z = -max (-2) I
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Reducao a Forma Padrao

Il.Qualquer restricao de desigualdade de tipo “<” pode ser convertida numa
restricao do tipo “>" multiplicando por (-1) ambos os seus membros.
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Reducao a Forma Padrao

lll. Qualquer restricao de igualdade pode ser convertida em duas restricoes
de desigualdades “<” equivalentes aquela.

a ., X;+ .+ 0. yXy < b,
a.,X;+ .+ 0. yXy 2 b,

.

0, X;+ .+ yXy < Db,

'allxl T eee GINXN S - bl
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Reducao a Forma Padrao

O primeiro passo para a resolucao de um problema de PL consiste na sua redugéo a
Forma Padréo. Para isto é preciso converter as restricoes de desigualdade em restricoes
equivalentes de igualdade.

— uma restricdo de desigualdade de tipo “<” pode ser convertida numa restricdo
de igualdade adicionando uma nova varidvel nGo negativa (varidvel de folga)

XN+1-
A Xt Fa yXySb & a X+ ot a Xyt Xy = b
X i1 20
Forma Geral

. a'x+F=b
ax<b=
F>0




Reducao a Forma Padrao

— uma restricdo de desigualdade de tipo “>" pode ser convertida numa restricdo
de igualdade subtraindo uma nova varidvel nGo negativa (variavel de excesso

ou de folga) x,, ;:
X pyg 20

Forma Geral

a'’x—S=b
S>0

ax>b=
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Reducao a Forma Padrao — Exemplo 1

Forma Geral Forma Padrao

max Z=3x;+5Xx, max Z=3x,+5x,

sa
X; + X = 4

2 X, + X, =12

3x;+ 2 X, -X; =18

X1, X5, X3, X4, X520

As variaveis de folga (e excesso) tém coeficientes nulos na fung¢ao objetivo
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Reducao a Forma Padrao — Exemplo 2

IV. Qualquer variavel negativa x;, deve ser substituida por uma variavel ndo
negativa x; =-xj‘, xj' >0, fazendo:

Forma Geral Forma Padrao

max Z=3x,+5x, max Z=-3x’;+5x,

www?2.mat.ua.pt/io/Documentos/Acetatos/Capituloll_1.pps 12



Reducao a Forma Padrao

V. Qualquer variavel livre x;, (ndo restringida pela condigdo de ndo
negatividade) pode ser substituida por um par de variaveis nao negativas
x; 20ex;" 20, fazendo:

e deste modo formulando de novo o problema em funcao destas duas
novas variaveis.

Apos substituir x; por x;' — x;", deleta-se a variavel x; do problema.
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Reducao a Forma Padrao — Exemplo 3

Forma Geral

Forma Padrao

max Z=3x,+5x,

sa

x; livre, x, 20

max Z=3(x’,;-x”;) +5x,

sa
4 (x’;-x",) + X = 4
12 2x, +x, =12
18 3(x7,-x",)+ 2 x, -x; =18
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Meétodo Simplex



Meétodo Simplex

Teorema: Se a funcdo objetivo possui um maximo (minimo) finito, entao
pelo menos uma solugao 6tima é um ponto extremo do
conjunto das solucdes (viaveis).
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Meétodo Simplex

(max (min) Z = cX +C)X, +...4+C X, \
s.a a X +a,X, +...4+C X, =h
a., X +a,X, +.+C. X =b
X, =0

2101 A /

X, X

N

Para ser iniciado, o método simplex necessita conhecer uma
solucao basica viavel (solucao inicial). Se a solucao atual nao é
O0tima, entao o simplex muda do ponto extremo atual ao ponto
extremo adjacente. Este processo continua até que a solucao

seja otima.
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Meétodo Simplex

4 N

Passo 0: Achar uma solucao viavel basica inicial.

Passo 1: Verificar se a solucao atual é 6tima. Se for, pare.
Passo 2: Determinar a variavel nao-basica que deve entrar na base.

Passo 3: Determinar a variavel basica que deve sair da base.

Eo 4: Achar a nova solucao viavel basica, e voltar ao Passo 1 j
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Método Simplex

Determinar um solucao viavel basica

Solucgao
otima?

Determine uma solucao viavel
melhor
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Método Simplex — Técnicas

Algébrica

[ * Simplex por Quadros ]

* Simplex Revisado

Prof. Volmir - UFPR
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Exemplo de uso do Simplex por Quadros

max Z = 2x,+1x,
sa 3X, +4X, <6
6x, +1x, <3

X, X, >0
b max Z = 2x, +1x,

sa 3X, +4X, +X;, =6
6X, +1X, + X, =3
X1y Xy, Xg, X, 20

continua ...
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Exemplo de uso do Simplex por Quadros

. continuacao
Base | xyy X2 X3 X4 b
Z -2 -1 0 0 0
X3 3 4 1 0 6
X4 6 1 0 1 3.
b, . [b _
Teste do Bloqueio: ——=min<—, a5 >0
Ags I a5

Base | X X2 X3 X4 b
Z 0 213, |0 13 |1 5
X3 0 72 |1 12 |92, N
X1 1 1/6 0 1/6 1/2
Base X1 X2 X3 X4 b
Z 0 0 4/21 5/21 13/7 B
X 0 1 27 7 | o7 B=
X1 1 0 -1/21  4/21 217
* * * * 2 9 *

(x 1,X 2,X 3,X 4): —,—,0,0 = =

77
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-1 _ 7 7
S 'Y
21 21
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Problemas de minimizagéo (basta multiplicar a Funcdo Objetivo por -1)

Simplex — casos especiais — pl minimizacao

mnzZ= % —2X, max—Z= —-X% +2X,
s.a 2%, +X, <40 s.a 2%, +X, <40 .
Solucdo: (x;,X,)=10,20
x, +3x, <60 X,  +3x, <60 (% %;)=(0.20)
Xy, X, >0 Xy, X, >0
Base | X; X X3 X4 b Base X1 Xo | Xz  Xq b
Z |1 2] 0 -Z 5/3 2/3 40
X3 | 2 1 1 40 X3 5/3 1 -1/73 20
X2 |1 3 60— X2 1/3 1 1/3 20

Prof. Volmir - UFPR
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Simplex — casos especiais — Solucdo Unica

Problema com Unica SO|UQ§O (quando no quadro 6timo €, > 0, para toda variavel x; ndo bésica)

max Z = X, +2X,
s.a 2X + X 40
' ? Solugfo dnica (x,,x,)=(12,16)
X, +3%x, <60
Xy, X, >0
Base | X1 X3 X4 b Base X1 Xo X3 X4 b
Z |-1 -20 0 Z | -13) 2/3 40
X3 2 1 40 X3 5/3 1 -1/3 20>
X4 1 1/3 60— X2 1/3 1 1/3 20
Base | X1 Xo X3 X4 b
Z 1/5 3/5 44
X1 1 3/5 -1/5 12
Xo -1/5 2/5 16

Prof. Volmir - UFPR




SO|U(;6€S Multiplas (quando no quadro 6timo algum ¢, = 0, para x; ndo basica)

Simplex — casos especiais — Solucdes Multiplas

maxZ = X, +3X,
s.a 2X,  +X X, X, )=10,20
! 2 Solucdes multiplas (%, x,)=(0.20)
X, +3x, < (x,,%,)=(12,16)
Xl’ XZ
Base | X1 X2 X3 Xa b Base X1 X2 X3 Xa b
Z |1 -30 0 z ol 1 60
X3 2 1 1 40 X3 5/3 1 -1/3 20—
X2 |1 3 1 60— X2 1/3 1 1/3 20

Solucdo bésica viavel 6tima alcangada

x1 € VNB com coeficiente nulo na fungéo o objetivo (¢, =0)

Colocando na base x; para determinar a outra solucéo 6tima

Base | X1 X X3 X4 b
Z 1 60
X1 |1 3/5 -1/5 12
X2 1 -1/5 2/5 16

Outra solugéo bésica viavel 6tima. Observe que o valor da funcdo objetivo ndo mudou.

Prof. Volmir - UFPR




Simplex — casos especiais — Solucao llimitada

Solucéo Infinita — Solucéo llimitada (quando a solugio ainda nao é 6tima porém nio ha
variavel candidata para sair da base)

maxZ = X  +2X%,
s.a - 1 X,  +X 0
' 3 27 7 Solucdo ilimitada
-X,  +3X, <60
Xy X, >0
Base | xi Xo X3 X4 b Base X1 Xo X3 Xa b
z -1 24 0 Z | -5/3) 2/3 40
X3 -1/3 1 1 40 X3 0 1 -1/3 20
Xa -1 3 1 60— Xo -1/3 1 1/3 20
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Simplex — casos especiais — Empate na Entrada

Empate na Entrada (escolha qualquer variavel para entrar na base)

maxZ = 2X, +2X,

a2 X =40 Solugdo: (x,,x,)=(12,16)
X, +3x, <60 PRl
Xy X, >0
A) x; entra na base

Base | X1 X | X3 Xa b Base X1 Xo X3 Xa b
z |20 -2 0 z Al |1 0 40
X3 2 1 1 40— X1 1 1/2 | 1/2 20
X4 1 3 1 60 X4 5/2 | -1/2 1 40—
Base | X1 Xo X3 Xa b
Z 4/5 2/5 56

X1 |1 3/5 -1/5 12

X2 1 -1/5 2/5 16

B) x; entra na base

Base | X1 X2 | X3 X4 b Base X1 X2 X3 X4 b
z | -2 -2 0 Z | -43) 2/3 40
X3 2 1 1 40 X1 5/3 1 -1/3 20—
X4 1 3 1 60— X4 1/3 1 1/3 20

Base | X1 Xo X3 Xa b

Z 4/5 2/5 56

X1 |1 3/5 -1/5 12

X2 1 [ -5 25 | 16 prof volmir - UFPR
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Simplex — casos especiais — Degeneracao

Empate na Saida - Degeneracao (quando uma variavel entra na base com valor nulo)

maxZ = X, +2X%,
s.a 2X, +2x, <40 .
v +3x, <60 Solug#o: (x,,x,)=(0,20)
Xl’ X2
A) X3 sai da base
Base X1 X2 X3 X4 b Base X1 X2 X3 Xa b
z | -1 -20 0 Z 1 0] 1 0 40
xs | 2 [ 2|1 40— X2 1 1|12 20
X4 1 3 1 60 X4 -2 -3/2 1 0
B) x4 sai da base
Base | X1 X2 | X3 X4 b Base X1 X2 X3 X4 b
Z | 1 20 0 Z |13l 0 2/3 40
X3 2 2 1 40 X3 4/3 1 -2/3 00—
xe | 1 ]3] 1 60— 2 | U3 1 13 | 20
Base | x; X2 X3 X4 b
z 14 12 40 Note que a varidvel basica X, é nula (b;=0).
X1 1 /4 -1/2 0 « Isso sempre ocorre quando houver empate na saida.
Xo 1 |-1/4 %) 20
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Programacao Linear,

Método Simplex — Algoritmo - Fluxograma Custo marginal

mais negativo

Inicio cecol o
scolher variave Menor razio

nao negativa

para entrar na base

v

Montar quadro com A 4
solugdo basica Calcular razdo
inicial viavel RHS / coluna (entra)

Escolher variavel
para sair da base

Sim Existe Sim

razao=>0
finita ?

A 4

Fazer troca de
base e recalcular
o quadro

Solugao
ilimitada

Solugao
otima

Fim



