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1 Experimentos fatoriais

1.1 Introducao

Os experimentos fatoriais sao aqueles que consideram as combinagoes entre
dois ou mais grupos de tratamentos ou fatores. Normalmente, tem-se de 2
a 3 fatores, cada um com diferentes niveis. Por exemplo, um fator poderia ser
temperatura de cozimento e outro fator poderia ser tipo de embalagem. Cada um
destes fatores teria mais de um nivel, ou seja, varias temperaturas e varios tipos de

embalagem.

Quando todas as combinacgoes possiveis estao presentes no experimento, tem-se
um experimento fatorial completo, caso contrario, tem-se um experimento fatorial

incompleto ou fraciondario.

Em um experimento, quando os niveis de diferentes fatores sao combinados, é
possivel determinar se existe interagao entre os niveis de diferentes fatores. Quando
ocorre a interacao, pode-se entao, estudar o comportamento de cada fator dentro de
niveis do outro fator através da decomposicao da soma de quadrados na andlise de

variancia.

Os experimentos conduzidos num esquema fatorial permitem que se facam
inferéncias sob varios aspectos, por exemplo, determinar qual combinacao de niveis
de fatores temperatura e tipo de embalagem fornece o maior tempo de conservagao

do alimento, citando o exemplo acima.

Um experimento fatorial pode ser conduzido tanto num delineamento comple-
tamente casualizado quanto em blocos casualizados ou em quadrado latino, entre
outros. Um experimento fatorial nao constitui por si s6 um delineamento. Ele é

apenas uma forma de arranjo dos tratamentos no experimento.

O numero de fatores em um experimento depende das causas que podem estar
afetando a variavel resposta. Quando tem-se um nimero muito grande de fatores
ou niveis de fatores, as combinacoes aumentam muito, dificultando, as vezes, a

instalagao do experimento.

Quando utiliza-se trés fatores ou mais, a interpretacao da interacao tripla ou

ordem superior torna-se dificil de ser interpretada.

Algumas definicoes:
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Fator: uma causa de variagdo conhecida e de interesse do pesquisador (um
tipo de tratamento).

Nivel: uma subdivisao do fator. Pode ser quantitativo ou qualitativo.

Na tabela 1, sao apresentados alguns tipos de fatores e tipos de niveis.

Tabela 1: Exemplos de fatores e niveis

Fator Nivel

Temperatura | # temperaturas | quantitativo
Produto # marcas qualitativo
Droga # doses quantitativo

Notagao

Admita um experimento com dois fatores, A e B, com 4 e 3 niveis respectiva-
mente. Teremos 12 combinagoes possiveis ou 12 tratamentos. A tabela 2 mostra a

forma de designacao de fatores e niveis de um experimento fatorial:

Tabela 2: Exemplo: Notacao de um experimento fatorial
Fator Niveis

A A [ Ay | Ay [ A,
B B, | By | By

Onde cada combinacao de niveis de diferentes fatores constitui um tratamento:

AlBl AQBl AgBl A4Bl
AIB2 A2BQ ABB2 A4B2
AlBg Ang Ang A4Bg

Quando cada nivel de um fator combina (cruza) com cada nivel de outro(s)
fator(es) temos um experimento fatorial de classificacao cruzada. Serd apresentado
no decorrer do texto, que pode ocorrer em um experimento fatorial o caso onde nem
todos os niveis de um fator cruzam com outros niveis de outro fator, onde dizemos

que o experimento é de classificacao hierarquica.

A estrutura de classificacao cruzada permite estabelecer os seguintes efeitos:

e Efeito Principal: pode-se estudar isoladamente o efeito de cada fator no
experimento;
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e Efeito da Interacao: quando existir, pode-se estudar o comportamento de
cada fator, na presenca ou auséncia de niveis dos demais fatores. A interacao

ocorre somente entre niveis de diferentes fatores.

Quando ocorre interagao, nao é correto interpretar ou estudar os efeitos prin-
cipais isoladamente. Deve-se estudar o efeito de um fator na presenca de cada um

dos niveis do outro fator.

Notacao de efeitos principais e efeito da interacao:

A — FatorA ) e
= Efeitos Principais
B — FatorB
Ax B
A x B ; = Interacao entre o Fator A e o Fator B
AB

A(B;) — efeito de A dentro do nivel B; (hierdrquico)

Os experimentos fatoriais podem ser representados em funcao do numero de

fatores e em fungao do nimero de niveis, da seguinte forma:

— dois fatores, cada um com dois niveis

— dois fatores, um com 4 niveis e outro com 3 niveis

=N =N V]
X X X
w W N

X 2 — tres fatores, com 4 , 3 e 2 niveis, respectivamente

Quando o numero de niveis é igual, para todos os fatores, pode-se usar a

seguinte notacao:

9 w 9 — 92 — expoente=numero de fatores _ 1 oo 0000 de niveis

3x3x4=32x4

Em geral, para niveis quantitativos, pode-se denotar A, como auséncia e A;

como presencga. Exemplo: Ay =0 Kg, A; =5 Kge Ay = 10 Kg.



Controle de Processos Industriais - Adilson dos Anjos 7

1.2 Instalacao do experimento

Para instalagao do experimento, basta apenas considerar cada combinacao de
niveis de diferentes fatores como um tratamento e realizar o sorteio, implantacao e

conducao como se estivesse realizando um experimento com apenas um fator.

E através da ANOVA que os efeitos de cada fator serao isolodados e estudados.

1.3 Estimativas dos efeitos

Considere um experimento com dois fatores (A e B) cada um com dois niveis

(aq, ag e by, by ), no seguinte arranjo (Tabela 3):

Tabela 3: Efeitos no modelo de classificacao cruzada.

FATOR A
nivel aq a9 T o — A1
by arb; =30 axby =32 | 31 2 (efeito simples de A(By))

B
bg albg = 36 agbg =44 | 40 8
z 33 38 35,5 5 (efeito principal)
by — by 6 12 9

Aqui, os efeitos simples de cada fator, sao estimados dentro de cada nivel do

outro fator da seguinte forma:

A(by) = (a2by —arby) (1)
A(bg) = (ang—albg) (2)

No exemplo

A(by) = (32—30) =2 efeito simples de A(b1)
A(by) = (44—36) =8
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Os efeitos principais (média dos efeitos simples, de cada fator) podem ser

determinados por

A = %[(agbg — albg) -+ (a2b1 - albl)] (3)

B = %[((lgbg — agbl) + (a1b2 — albl)] (4)

No exemplo,
A = Jl44-36)+ (32— 30)] = S8 +2 =5
B - %[(36—30)+(44—32)]:%[6+12]:9

Ou seja, o efeito principal de um fator é a média dos efeitos simples do mesmo

fator.
Interacao

Quando os efeitos simples de um mesmo fator sao diferentes na presenca de

niveis de outro fator, diz-se que existe interacao entre niveis dos fatores A e B.

A interacao é definida por:

AB - %[(ang ~ ab) — (asby — arby)] (5)

BA = %[(bgag - bla,g) - (bg&l - blal)] (6)

No exemplo,

AB = %[(44— 36) — (32 — 30)] = %[8—2] =3

BA = [(44-32) ~ (36— 30)] = 512~ 6] =3

Graficamente pode-se visualizar os efeitos da seguinte forma:
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Figura 1: Exemplo de um gréfico de interacao.
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Os graficos de interacao podem apresentar diferentes comportamentos. Em
geral, quando as retas sao paralelas, é sinal de que nao existe interacao. Quando as
retas se cruzam ou nao sao paralelas, pode ser que exista interacao. Tudo depende
da magnitude da interacao e do erro experimental. Nem sempre, retas cruzadas

indicam interacao.

Na figura 2 sao apresentados alguns exemplos de comportamento de graficos

de interacao:
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Figura 2: Exemplos de gréficos de interacao.
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1.4 Modelo estatistico - 2 Fatores

Para um experimento fatorial com 2 fatores, em um delineamento completa-

mente casualizado, o modelo estatistico é dado da seguinte forma:

Yije = 1+ o + B + (af)ij + €iji

onde

[ = constante;

a; = efeito do i-ésimo nivel do fator A; i=1,...,a

B; = efeito do j-ésimo nivel do fator B; j=1,...,b

(af) = efeito da interacdo entre o i-ésimo nivel do fator A e j-ésimo nivel do fator
B;

€ij1 = erro associado ao i-ésimo nivel do fator A, j-ésimo nivel do fator B e a k-ésima

repeticao; k=1,...r

Para os erros, pressupoe-se que
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11D

ek~ N(0, a?)
O Quadro da analise de variancia (4) é construido da seguinte forma:

Tabela 4: Quadro da Anélise de Variancia para um experimento fatorial com 2
fatores de efeitos fixos.

Causas de GL Soma, de Quadrados F calculado
Variacao Quadrados Médios

A a-1 SQA SQA /a-1 QMA /QMRes
B b-1 SQB SQB/B-1 QMB/QMRes
AB (a-1)(b-1) SQAB SQAB/(a-1)(b-1) QMAB/QMRes
Residuo ab(r-1)  por diferenga  SQRes/ab(r-1)

Total abr-1 SQtotal

Para o cédlculo das Somas de Quadrados, tem-se as seguintes expressoes:

a b r 2
SQTotal = Z Z nyjk — %

i=1 j=1 k=1

a9 2

Y; Yy
SQA = S T
Q 121 bn  abr
b 2 2

Yy, Y
SQB = AT
Q ; an  abr

a b 2 2
ZZ Yij. Y.

i=1 j=1

SQRes= SQTotal - SQA - SQB - SQAB

As hipdteses testadas para cada fator dependem do efeito considerado, se fixo

ou aleatorio.

No caso de efeitos fixos, as hipoteses testadas serao as seguintes:
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Fator A:
Hy
H,

Fator B:
Hy

H,

Interacao AB

Hy
H,y

Vi

p =0 = ... = Q4

a; # - para pelo menos um par

bi=0=...=0;
Bj # By

v

para pelo menos um par

(Oéﬁ)ij = 0 \V/'L,j

12

com i # i’

com j # j'

(af);j # 0 para pelo menos um par ij

No caso de efeitos aleatdrios, as hipdteses testadas serao as seguintes:

Fator A:

Fator B:

Interacao AB

HO O'i =0
H1 O'i >0
HO 05=20
H, : cr% 0
HO . Uiﬁ ==

H, aiﬁ>0
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Em resumo, as Esperancas dos Quadrados Médios estao na tabela 5. Em um
modelo estatistico com dois ou mais fatores, podem existir modelos de efeitos fixos

e aleatorios. Neste caso, dizemos que o modelo é de efeitos mistos.

Quando ocorre interacao entre um fator de efeito fixo e um fator de efeito

aleatorio, diz-se que o efeito da interacao é aleatorio.

Tabela 5: Esperanca de Quadrados médios para um experimento com 2 fatores.

Causas de GL Efeito Fixo Efeitos Aleatoérios

Variacao Modelo I Modelo II

A a-1 o’ + br%af 0% +rojy+ bro},

2

B b-1 o+ ar% 0® + 10}, + aro}
Y (@)}

AB (a-1)(b-1) &%+ ey () 0% +roj,

Residuo ab(r-1) o? o?

1.5 Suposicao de nao interacao

Em certas situacoes, o pesquisador pode considerar, por experiéncia, a nao

existéncia da interagao entre os fatores na modelagem dos dados.

Se existir de fato interagao significativa, as conclusoes sobre o experimento
podem estar equivocadas. Em geral, pode-se considerar este componente no modelo

e avaliar a significancia através do wvalor p.

1.6 Teste de comparacoes multiplas

Os testes de comparagoes multiplas anteriormente estudados (Tukey, Duncan,
SNK), podem ser convenientemente aplicados também para os experimentos fatori-

ais, levando em conta que:

1. Se a interacao for nao significativa :
Comparar médias entre niveis do fator(es) significativo(s);

2. Se a interacao for significativa:
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Comparar niveis de um fator dentro de um nivel do outro fator (correspondente

a interacao significativa)

2 Experimento fatorial 2*

2.1 Introducao

Os experimentos fatoriais 2¥ permitem ao pesquisador estudar k fatores, cada
um com 2 niveis. O numero de fatores varia segundo as necessidades e condigoes

experimentais (recursos humanos, materiais e econémicos, principalmente).

Neste tipo de experimento, sao usados, nos niveis dos fatores, valores das
caracteristicas que permitam avaliar o comportamento da variavel resposta, de uma
forma simples. Em geral, utilizam-se os valores extremos de operacao (maximo e
minimo) para avaliar os efeitos dos fatores sobre a varidvel resposta. Em outros
casos, pode-se trabalhar com a auséncia ou presenca da caracteristica em estudo,

nos niveis dos fatores.

2.2 Experimentos fatoriais 2°

Em experimentos fatoriais 22, para facilitar a construcao de um experimento
com confundimento, por exemplo, utiliza-se a notagao de sinais “mais” e “menos”.
Nesse tipo de experimento, os niveis dos fatores sao arbitrariamente designados com

W

+ para o nivel “méximo” (ou presente), e “-"para o nivel “minimo” (ou ausente).

Na tabela 6, a representa a combinacao do nivel A4+ com B-, b representa
A- e B+, ab representa os dois fatores no nivel +, e (1) representa os dois fatore
no nivel -. Suponha um experimento fatorial 22. Utilizando a notacao de sinais a

representacao pode ser visualizada na tabela 6:

Graficamente, as combinagoes dos diferentes niveis dos diferentes fatores po-
dem ser expressas como efeitos, utilizando-se os simbolos (1), a, b e ab. Na figura

3, representa-se a soma das r repeticoes de cada combinacao.

A estimacao dos efeitos pode ser feita considerando que (1), a, b e ab repre-

sentam os totais de todas as n repeticoes de cada tratamento. Assim, por exemplo,
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Tabela 6: Tabela de sinais de um experimento fatorial 22.
Fator A Fator B Tratamento Efeito Rep1 Rep 2 Rep3 Total
- A menor, B menor (1) 28 25 27 80

+ - A maior, B menor a 36 32 32 100
- + A menor, B maior b 18 19 23 60
+ + A maior, B maior ab 31 30 29 90

Figura 3: Representacio de um experimento fatorial 22.

b=50 ah=50
+
B
(13=20 2=100
- +
i

para estimar o efeito do fator A, é necessario encontrar o efeito de A no nivel menor

de B, [a-(1)]/n, e o efeito de A no nivel maior de B, [ab-b]/n, e tirar a média desses

dois efeitos.

A= o {lob—t +a— ()]}
1

= %[ab+a—b—(1)]

O efeito da interacao AB, pode ser encontrado por:

AB = o {lab— 8] ~[a— ()]}
_ %[ab+(1)—a—b]

De outra forma, os efeitos podem ser estimados encontrando-se a diferenca

entre as médias dos tratamentos com sinal “+7 e “-7.
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A = Ya+r —Ya-
ab+a b+ (1)
2n 2n

= labta—b— (1)

E para a interacao

ab+(1) a+b
2n 2n

= Slabt (1) a1

AB =

Usando os dados da tabela 6, os efeitos médios estimados para A e AB sao os
seguintes: A=8,33 e AB=1,67.

2.3 Quadro de sinais “mais” e “menos”

Uma maneira alternativa de estimar os efeitos dos fatores, em um experimento
fatorial, é representar as diferentes combinacoes de tratamentos, através de sinais

“mais” e “menos”.

Para um experimento fatorial 22, existem quatro combinacoes de tratamentos,
que podem ser representadas por (1), a, b e ab. Assim, os efeitos podem ser esti-
mados, utilizando-se contrastes entre as combinagoes de tratamentos (tabela 7). A
coluna [ sera formada, sempre, por sinais de “mais”, e as demais serao compostas

pelos sinais que representam os respectivos niveis de cada combinacao.

Tabela_7: Tabela de sinais de um fatorial 22.
Tratamento  Efeito Fatorial

I A B AB
(1) + - - +
a + + - -
b + - + -
ab + + 4+ +
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Como exemplo, pode-se estimar o efeito de A, usando-se o seguinte contraste:

—(1)+a—b+ab

2.4 Analise de Variancia

Para o exemplo da tabela 6, considera-se o modelo

Yijk = b+ Ai + B + (AB)ij + €k (7)
com
i=1,2; 5=1,2; k=1,2,3 (repetigoes)
e os efeitos de A e B como sendo fixos.

As hipéteses testadas, neste experimento, sao as seguintes:

Fator A:
Hy ap = az
H,y ai 7’é ag
Fator B:
Hy: b1 #02

Interacao AB:

Hy: (AB);j # 0 para pelo menos um par ij
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Obtencao da analise de variancia

18

Para calcular as somas de quadrados dos fatores, é necessario obter um quadro

auxiliar (tabela 8):

Tabela 8: Quadro auxiliar para obtencao das Somas de Quadrados.

Fator | al a2 | Total
bl 80 100 | 180
b2 60 90 150
Total | 140 190 | 330
o
€ = S = B9 o7

SQTotal = > y7, —C = (282 + ... +29°) — C =323

ijk
Cy}
SQA = 7%
2y
SQB = 7%
Zygjx
SQAXB = 5

O = (140%4+1902)

6

6

—C =1208,33

_C = (180%4+150%) C

~SQA-SQB—C =

= 75,00

(802410024602 +902

3

) _SQA—-SQB—C = 8,33

A tabela da ANOVA fica da seguinte forma (tabela 9):

Tabela 9: Tabela da Andlise de Variancia para o experimento 22,

Causas de GL  Soma de  Quadrados F calculado
Variacao Quadrados Médios
A 1 208,33 208,33 53,15%*
B 1 75,00 75,00 19,13%*
AB 1 8,33 8,33 2,13™
Residuo 8 31,34 3,92
Total 11 323

F tabelado:

Foos(1;8) = 5,32
F0701<1;8) = 11,26

Conclusao:
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Fator A: De acordo com o teste F, existe diferenca significativa, ao nivel de
1% de significancia, entre niveis do fator A, considerando a varidvel resposta em

estudo.

Fator B: De acordo com o teste F, existe diferenca significativa, ao nivel de
1% de significancia, entre niveis do fator B, considerando a varidvel resposta em

estudo.

Interagao A x B: De acordo com o teste F, nao existe interacao significativa
entre os niveis dos fatores A e B, ao nivel de significancia de 5%, ou seja, o efeito

do fator A é independente do fator b, e vice-versa.

2.5 Analise de Residuos

Para que os resultados da analise de variancia sejam validos, é preciso que os

pressupostos da andlise de variancia também sejam satisfeitos.

Inicialmente, verifica-se o pressuposto da normalidade dos residuos, através
do grafico normal de probabilidade, ou através de um teste estatistico. Nesse livro,

utilizaremos o teste de Shapiro-Wilk.

Em seguida, verifica-se o pressuposto da homocedasticidade. Vale ressaltar
que, como em um experimento fatorial 2¥ tem-se, apenas, dois niveis, pode ser
dificil identificar problemas dessa natureza. Deve-se avaliar esse pressuposto para

cada um dos fatores do experimento.

A independéncia dos residuos também deve ser verificada, através de um
grafico dos residuos wvs preditos quando existe a informagao da ordem de obtencao

das observacoes.

Quando ha repeticoes, outliers podem ser avaliados, utilizando-se do critério
de £3s.

No R, os pressupostos da anélise de variancia podem ser facilmente verificados.

Observe, nos graficos da figura 4 que nao ha problemas de inadequagao do modelo.

Interpretando esses graficos, observa-se que nao ha evidéncias de violagao dos

pressupostos.

Pelo teste de Shapiro-Wilk, nao ha evidéncias da violacao da hipétese de nor-

malidade dos residuos desse experimento, considerando um nivel de significancia de
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Figura 4: Analise de residuos de um experimento fatorial 22.
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5%.

Shapiro-Wilk normality test

data: k2.aov$res
W = 0.906, p-value = 0.1895

Verifique se héd algum candidato a outlier!

Observe, ainda, que, no experimento fatorial 2¥, como h4 somente dois niveis
para cada fator, o proprio teste F funciona como um teste de comparacoes multiplas.
Basta somente saber quais sao as médias de cada combinacao, para inferir a respeito

dos efeitos dos tratamentos.

Use,
> model.tables(k2.aov, ty="means")

para obter as médias dos niveis dos fatores.
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2.6 Experimento fatorial 23

2.7 Introducao

Os experimentos fatoriais 2° sdo muito semelhantes aos experimentos fatoriais

22, Basicamente, um terceiro fator é acrescentado ao modelo estatistico.

O modelo nesse caso, fica mais extenso:

Yijkt = b+ o + 55 + 7 + (af8)ij + (a)ik + (87) ;5 + (a87)ijk + €ijr

com
1 = 1,...,a0ul
j = 1,....bouJ
k= 1,...,cou K
I = 1,...,dour
e

Vi € a observacao referente ao efeito do i-ésimo nivel do fator «, j-ésimo nivel do
fator 3, k-ésimo nivel do fator v, efeito da interagao entre o i-ésimo nivel do fator «
e j-ésimo nivel do fator 3, efeito da interacao entre ()i, (67)x € (aB7)ijk, efeito

do l-ésimo bloco p;, uma constante j e ao erro €y -

O quadro da anélise de variancia pode ser formado da seguinte maneira (tabela

10):
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Tabela 10: Quadro da Analise de Variancia para o experimento com 3 fatores em
blocos completos (efeitos fixos).

Causas de GL Soma de Quadrados F calculado
Variagao Quadrados Médios

A a-1 SQA SQA/a-1 QMA /QMRes
B b-1 SQB SQB/b-1 QMB/QMRes
C c-1 SQC SQC/c-1 QMC/QMRes
AB (a-1)(b-1) SQAB SQAB/(a-1)(b-1) QMAB/QMRes
AC (a-1)(c-1) SQAC SQAC/a-1)(c-1) QMAC/QMRes
BC (b-1)(c-1 SQBC SQBC/(b-1)(c-1) QMBC/QMRes
ABC (a-1)(b-1)(c-1)  SQABC  SQABC/(a-1)(b-1)(c-1) QMABC/QMRes
Trat (t-1) SQTrat SQTrat/(t-1) QMTrat/QMRes
Blocos (d-1) SQBlocos SQBlocos/(d-1) QMBlocos/QMRes
Residuo diferenca SQRes SQRes/

Total abcd-1 SQTotal

As hipdteses testadas nesse modelo sao as seguintes:

Fator A

HO L =g = ... =0y V1

H, : «a; # oy para pelo menos um par com i # 4’
Fator B

Hy : fi=p=...=0 Vj

H, : (;# By para pelo menos um par com j # j'

Fator C
Hy : m=mn=...=% Vk
H, : 7. # v parapelo menos um par com k # k'

Interacao AB

HO : (Oéﬁ)l'j =0 V ’l,j
H, : (af); #0 para pelo menos um par ij
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Interacao AC

Hy @ (ay)y =0 Vi k
Hy : (av)i #0 para pelo menos um par ik

Interacao BC

Hy @ (By)r=0 VYijk
Hy, : (07);x#0 para pelo menos um par jk

Interacao ABC

Hy @ (af7)ije =0 Vi, jk
Hy, : (aB7)ijx #0 para pelo menos um trioijk

Assim como nos experimentos fatorias 22, um experimento fatorial 2® pode ser
conduzido em um delineamento em blocos completos casualizados. Note que, nesse
experimento, o numero de tratamentos passa a ser oito, e o nimero de unidades

experimentais aumenta bastante, em comparacao com o experimento fatorial 22.

Por essa razao, experimentos com mais do que 3 fatores, muitas vezes, sao pla-
nejados através da técnica do confundimento (para redugao do tamanho do bloco),
ou através do fracionamento do experimento (para redugao do ntimero de unidades

experimentais).

A andlise estatistica ¢ realizada da maneira usual (ver exemplo 2.8).

2.8 Exemplo de um experimento fatorial 2°

Considere o modelo de um experimento com 3 fatores e as respectivas in-

teracoes duplas e triplas.

Considere, ainda, os dados de um experimento no delineamento em blocos
completos casualizados com 6 repeticoes, no esquema fatorial 2x2x2, cada fator em

dois niveis: 0 (auséncia) e 1 (presenca) (tabela 11).

A analise de variancia, para esse experimento, é realizada da mesma maneira
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Tabela 11: Experimento fatorial 23.

Tratamentos Blocos

1 11 11 v A% VI TOTAIS
AyBoCy 3.029 3.857 2.448 2448 3.543 4.314 19.639
A1ByCy 3.362 3.714 3429 3.190 2.686 4.038 20.419
AyB,Cy 3.448 3.600 3.895 4.267 3.086  3.657 21.953
AgBoC, 2438 3.086 3.771 4.657 1962 3.210 19.124
AB,Cy 4171 3114 4.124 3981 3.038  3.590 22.018
AByCy 4905 6.295 4924 4.952 5381 5.543 32.000
AyBCy 3.533 5.048 3.467 4.095 1.876  2.895 20.914
ABC, 4476 4.752 4848 4.676 6.829 3.771 29.352
TOTAIS 29362 33.466 30.906 32.266 28.401 31.018 | 18.5419

como feita para os experimentos fatoriais 22. Considera-se, apenas, mais um fator

na analise. Nesse caso, trés quadros auxiliares sao necessarios para fazer os calculos

de soma de quadrados.

Andlise de Variancia

Para o célculo da Andlise de Variancia, utilizam-se os seguintes quadros auxi-

liares:

Tabela 12: Quadro auxiliar para obtencao das Somas de Quadrados de A e B.

BO Bl

Total

A0
Al

38.763 42.867
52.419 51.370

81.630
103.789

Total

91.182 94.327

185.419

Tabela 13: Quadro auxiliar para obtencao das Somas de Quadrados de A e C.

Co C1

Total

A0
Al

41.592  40.038
42437  61.352

81.630
103.789

Total

84.029 101.390

185.419

As somas de quadrados podem ser obtidas da seguinte forma:

O = 854192 _ 716 954 983

6x8

SQTotal = (30292 + ... + 3771%) — C' = 49.845.226

SQTrat = 12:639°+.429352%) _ o _ 96 748 232

6
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Tabela 14: Quadro auxiliar para obtencao das Somas de Quadrados de B e C.
Co C1 Total

BO 40.058 51.124 | 91.182

B1 43.971 50.266 | 94.237

Total | 84.029 101.390 | 185.419

SQBlocos = 2L A0 _ ¢x _ 9134332

81.6302+103.7892
SQA = BLOHBTT) ¢ = 10.229.610

9118224942372
SQB = BHEHNET) 0 = 194,438

_ (840292+1013902) .
SQC = === —— — C' = 6.279.256

SQAB = 38763+ 4513710 904 — SOB = 553.196

12

SQAC = WB92+.461352%) o g4 — SQC = 8.728.749

12

SQBC = W0058+..450266) _ v 9B — SQC = 474.218

12

SQABC = SQTrat—SQA—SQB—SQC—SQAB—SQAC—SQBC = 288.765

O quadro da Analise de Variancia resultara em:

Tabela 15: Quadro da Analise de Variancia para o experimento de adubagao do
cafeeiro, em um arranjo fatorial 2® conduzido no delineamento blocos completos
casualizados (efeitos fixos).

Causas de GL  Soma de  Quadrados F calculado

Variagao Quadrados Médios

A 1 10.229.610 10.229.610 17,08%*
B 1 194.438 194.438 0,32 NS
C 1 6.279.256  6.279.256 10,48**
AB 1 553.196 553.196 0,92 NS
AC 1 8.728.749  8.728.749 14,57**
BC 1 474.218 474.218 0,79NS
ABC 1 288.765 288.765 0,48 NS
Trat 7 26.748.232

Blocos 5 2.134.332

Residuo 35 20.962.662  598.933,2

Total 47  49.845.226

Como a interagao AC foi significativa, nao pode-se estudar os efeitos principais
isoladamente. Pode-se entao, estudar o comportamento dos niveis de A na auséncia e

na presenca de C (C0 e C1)e vice-versa. Neste caso, o efeito de B foi nédo significativo.
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Mas, se esse efeito fosse significativo, poderia ser estudado isoladamente, pois nao

ocorreu interacao com nenhum outro fator do modelo.

Em geral basta apenas definir uma forma: AB ou BA. Lembre-se de que
AB=BA. Mas, dependendo do modo como o pesquisador deseja visualizar o resul-
tado, as vezes, a definicao da ordem de apresentacao pode ser importante. O estudo

da interacao pode ser realizado das seguintes maneiras.

1. Estudo de A na auséncia e presenca de C:
SQA na auséncia de C (C0)

_ 41502%442437% _ (84029)%
SQA d. C0 = 42T 220 — 29,751, 0416

SQA na presenga de C (C1)

4 2 2 101390)2
SQA d. C1 = 200374613527 (OO _ 48 998 608, 17

Tabela 16: Quadro da Analise de Variancia para estudo de A na auséncia e presenca

de C.

Causas de  GL Soma de Quadrados  F calculado
Variagao Quadrados Médios

SQA d. CO 1 29.751,0416  29.751,0416 0,05NS
SQA d. C1 1 18.928.608,17 18.928.608,17 31,60%*
Residuo 35 20.962.662 598.933,2

Conclusao: de acordo com o teste F, nao ha diferenca significativa (p>0,05)

entre os niveis de A quando na auséncia de C.

H4 diferenga significativa (p<0,01), de acordo com o teste F, entre os niveis de
A na presenca de C. Com o uso de Al juntamente com C1 a resposta aumenta

significamente.

2. Estudo de C na auséncia e presenca de A:
SQC na auséncia de A (A0)

_ 4159224400382 _ (81630)2
SQC d. AQ = 4159221400382 _ (81630)% _ 1522

SQC na presenca de A (A1)

_ 4243724613522 (103789)2
SQC d. Al = L2861’ Q0T824 490738

Como a interacao AB=BA, as conclusoes devem ser as mesmas em relacao a

analise anterior.

Vale lembrar, que os pressupostos com relacao as residuos foram satisfeitos.
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Tabela 17: Quadro da Analise de Variancia para estudo de C na auséncia e presenca

de A.

Causas de  GL  Soma de  Quadrado
Variacao Quadrados Médios

S

F calculado

SQC d. A0 1 100.622 100.622
SQCd. A1 1 4.907.384  4.907.384
Residuo 35 20.962.662  598.933,2

0,17NS
24,89%*

Utilizando o quadro de sinais, também é possivel obter-se os valores da soma

de quadrados para qualquer efeito.

2.9 Quadro de sinais para um experimento fatorial com 23

fatores.

Também, para esse experimento, pode-se construir o quadro de sinais para

estimar os efeitos dos fatores. Podemos, através da tabela 18, atribuir os sinais para

cada um dos fatores do modelo:

Tabela 18: Tabela de sinais para um experimento fatorial com 3 fatores e 2 niveis.

Efeito  AOBOCO _AIBOCO AOBICO AOBOCI _AIBICO AIBOCI _AOBICI _AIBICI
A - - - - - + - +

B - - + - + - + +

C - - - + - + + +
AB + - - + - - - +
AC + - + - + - +
BC + - - - - + +
ABC - + + + - - - +
Totais 19639 20419 21953 19124 22018 32000 20914 20352

O efeito de um fator pode ser estimado, por exemplo, do fator A, da seguinte

forma:

Y4 = —A0BOCO + A1B0CO — AOB1C0 — AOBOC1 4+ A1B1C0 + A1B0C1 — A0B1C1 + A1B1C1

Observe que atribuiu-se o sinal — para auséncia de A, e o sinal + para presenga de

A.

Assim, pode-se estimar o efeito do fator, substituindo o total de cada com-

binacao, da seguinte forma:



Controle de Processos Industriais - Adilson dos Anjos

Y = —19.639 + 20.419 — 21.953 — 19.124 + 22.018 + 32.000 — 20.914 + 29.352 = 22.159

A Soma de Quadrados do efeito é calculada por

~

Y2 .
SQefeito = 7efle1to

2
ry.c
i=1
onde r=repetigdes e c=coeficientes (nimero de sinais ou termos)
Entao,

(22.159)2

A =
SQ 6 X8

= 10.229.610, 02

Compare com os resultados do exercicio deste tépico

28
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3 Experimentos com confundimento

3.1 Introducao

Em alguns experimentos, nao é possivel ter homogeneidade dentro de blocos,
devido a necessidade de se ter blocos grandes. Em experimentos fatoriais, esse fato

nao ¢ incomum, devido ao grande ntimero de tratamentos.

Dessa forma, uma saida é reduzir o ntimero de tratamentos (fatores ou niveis)
para que estes sejam alocados em blocos pequenos e homogéneos. Porém, com isso,
o experimentador perde a oportunidade de estudar mais niveis e/ou mais fatores no

experimento.

Em geral, nos experimentos fatoriais 2%, as interacdes triplas ou superiores
podem nao ser de interesse do pesquisador, ou ainda, sabe-se, a priori, que algumas
interacoes nao ocorrem. Nessa situacao, uma segunda alternativa é confundir o

efeito de algum fator com o efeito de blocos.

A vantagem deste tipo de experimento é que se consegue estudar a mesma

quantidade de fatores ou niveis, com homogeneidade dentro dos blocos.

Uma desvantagem ¢é que, quando se faz uso desta técnica, existe uma reducao
dos graus de liberdade do residuo. E claro, alguns efeitos (de interacao) nao poderao

ser estimados.

Dizemos que dois efeitos estao confundidos, quando nao é possivel isolar o

efeito de cada um deles.

Confundimento é uma técnica de delineamento experimental, para realizar um
experimento fatorial completo em blocos, onde o tamanho do bloco é menor do que
o nimero de tratamentos (considerando uma repetigao). Este procedimento faz com
que certos efeitos, normalmente interacoes de ordem alta, fiquem confundidos com

o efeito de blocos.

3.2 Confundimento no fatorial 2*

O delineamento de um experimento, onde o niimero de tratamentos ou com-
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binagoes nao podem ser locadas em um tnico bloco, pode ser feito de algumas ma-
neiras. Inicialmente, decide-se qual interacao devera ser confundida. Normalmente,
escolhe-se aquela de maior grau. Para definir quais tratamentos devem ser alocados
em cada bloco, pode-se utilizar o critério de sinais. Em um bloco ou bloquinho,
alocam-se as combinagoes com sinal “mais”’e em outro as combinacoes com sinal
“menos”. Um outro método é considerar as combinagoes que possuem efeitos com
nimero de letras, pares e impares. Por exemplo, o efeito da interacao AB possui

um nimero par de letras, e o efeito da interacao ABC possui um ntimero impar.
Exemplo com repeticao:

Considere o experimento fatorial com os fatores ABC (23), supondo que, nesse
experimento, nao seja possivel ter blocos homogéneos com 8 tratamentos, e que a
interacao ABC nao seja de interesse. No entanto, pode-se construir blocos menores,

com 4 tratamentos e, nesse caso, uma saida seria confundir o efeito da interagao

ABC com blocos.

Para um experimento fatorial 23, utiliza-se o quadro de sinais (+ e -) para
formar os sub-blocos ou bloquinhos, colocando-se, de um lado, coeficientes positivos

e, de outro, os coeficientes negativos.

Para situacoes onde o ntimero de tratamentos é grande, existe outra maneira

de se determinar o confundimento e a formagao dos blocos.

Assim, a partir de um bloco, temos a seguinte formagcao, com o confundimento

da interacao tripla ABC:
Blocol  Bloco2

A0BOCO A1B0OCO
A1B1C0O A0B1CO
A1B0C1 A0B0OC1
AO0B1C1 Al1B1C1

Observe que cada nivel de um fator aparece duas vezes, dentro de um mesmo
bloco. Isso garante que o efeito da interagao dupla ainda pode ser estimado, sem
perdas. J4, para a interacao tripla, isso nao ocorre, uma vez que nem todas as

combinacoes triplas ocorrem dentro de um mesmo bloco.
A anélise de variancia sera realizada, conforme a tabela 19:

Veja que, nesse caso, o efeito da interagao tripla nao é estimado, pois ele esta

confundido com blocos.
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Tabela 19: Quadro da Anélise de Variancia para um experimento 23, com e sem

confundimento da interacao tripla, com 4 repeticoes.
Causas de  GL s/conf. GL ¢/ conf.

A 1 1
B 1 1
C 1 1
AB 1 1
AC 1 1
BC 1 1
ABC 1 -
TRAT 7 6
BLOCOS 3 7
RESIDUO 21 18
Total 31 31

3.3 Confundimento nos experimentos fatoriais 3

Em experimentos fatoriais com mais de dois niveis, para a formacao de blocos
incompletos, utilizam-se as equagoes de geometria finita, baseadas no sistema
de numeracao ternario ou de base 3, onde utilizam-se, apenas, 3 algarismos: 0, 1 e
2. Aqui, o algarismo 3, no sistema decimal, representa o 0, no sistema ternario, o

algarismo 4 representa o 1, o algarismo 5 representa o 2, e assim por diante.
Exemplo:

Em um experimento fatorial 3%, podem ser formados 9 tratamentos, da seguinte
forma: 00, 01, 02, 10, 11, 12, 20, 21, 22.

Designando x; para o primeiro fator e x5 para o segundo fator, podemos formar

as equacoes de geometria finita que fornecerao os “bloquinhos” do experimento.

As equagoes sao:

r1+x2 = 0,1,2 (mddulo 3) (8)
r1+2x2 = 0,1,2 (mddulo 3) (9)
2r1 +x9 = 0,1,2 (modulo 3) (10)

A primeira equagao fornece uma possivel combinacao de bloquinhos e a se-

gunda, outra combinagcao.
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Para a formagao dos bloquinhos, devemos escolher uma das equagoes (que
formarao 3 bloquinhos cada em fun¢ao do médulo 3), colocando, em um bloco, a
soma dos niveis da equacao igual a 0, em outro, a soma igual a 1 e no terceiro, a soma

igual a 2. Assim, se utilizarmos a primeira equacao, tem-se a seguinte formacao:

Blocol : 1 +1x9 =0 Bloco2 : 11 +x9 =1 Bloco3: x1+ 19 =2
00—-0+4+0=0 01—-0+1=1 02—-0+2=2
12—-142=3=0 10—-1+0=1 11—-141=2

21 - 241=3=0 22—2+42=4=1 20—2+0=2

A andlise de variancia de um experimento fatorial 32, com 4 repeticoes, sem e

com confundimento, ficaria da seguinte forma (tabela 20):

Tabela 20: Quadro da Anélise de Variancia para um experimento 32, com e sem

confundimento da interacao dupla.
Causas de  GL s/conf. GL ¢/ conf.

A 2 2
B 2 2
AB 4 2
TRAT 8 6
BLOCOS 3 11
RESIDUO 24 18
Total 35 35

Observe que apenas dois graus de liberdade da interacao foram perdidos, com
o confundimento dos blocos. Assim, ainda pode-se estimar o efeito da interacao
da parte nao confundida. Neste caso, dizemos que temos um experimento com

confundimento parcial .

3.4 Confundimento no Fatorial 3°

Em um experimento fatorial completo 3% existem 27 combinacoes possiveis
entre os niveis dos diferentes fatores. Considerando a necessidade de realizacao de
um experimento em blocos completos casualizados, pode ser dificil constituir blocos

homogéneos.

De modo geral, em um experimento fatorial 3* sao possiveis 37 blocos incom-

pletos com p < k.
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Utilizando-se a técnica do confundimento nesse tipo de experimento, podem
ser estabelecidos 4 grupos diferentes de tratamentos para formacao dos blocos ou
bloquinhos. Especificamente nesse exemplo, a interagao tripla possuira 8 graus de
liberdade, onde apenas dois podem ser utilizados para o uso do confundimento com

da interacao com blocos. Portanto, isso é considerado um confundimento parcial.

Ainda, isso sera visto com mais atencao, esse experimento podera ser realizado
com apenas uma repeticao de cada tratamento e nesse caso, usa-se a interacao tripla

como residuo para obtencao da estatistica F.

Em um experimento fatorial 33, o confundimento pode ser realizado de 4 ma-
neiras (grupos) diferentes. A construcao dos grupos baseia-se nas equagoes de ge-
ometria finita, utilizando o sistema ternario. Estes 4 grupos sao conhecidos como

grupos de Yates e sao fornecidos a seguir:
Z = .§L’1+.’L'2—|—.§L’3 = 0,1,2
W = 2[L‘1+l‘2+l‘3 = 0,]_,2
X = $1+2$2+ZL‘3 = 0,]_,2
Y = $1+[L‘2+2[L‘3 = 0,]_,2

Utilizando o grupo Z, obtém-se a seguinte estrutura:

Blocol Bloco2 Bloco3

Ty + X9+ 23 =0 1 + xo + T3 =1 1 + x9 + T3 =2
000 - 0+0+0 =0 001 —0+0+1 =1 002 —0+0+2 =2
012 - 0+14+2=3 =0 010 —0+1+0 =1 011 - 0+1+1 =2
021 - 0+24+1=3 =0 022 —-0+24+2=4 =1 020 —0+240 =2
102 - 14+0+2=3 =0 100 —-14+0+0 =1 101 —-1+0+1 =2
111 - 14+1+1=3 =0 112 - 1+1+2=4 =1 110 —-1+1+40 =2
120 - 14240=3 =0 121 - 042+2=4 =1 122 —-1+4+2+2=5 =2
200 —-2404+1=3 =0 202 —240+2=4 =1 200 —24+04+0 =2

210 - 2+1+40=3 =0 211 —=2+1+1=4 =1 212 —2+1+2=5

=2

222 —-2+4242=6 =0 220 —-242+0=4 =1 221 —-2+24+1=5 =2

Agora, os blocos deverao ser formados utilizando-se as combinagoes de niveis

de fatores com os idices correspondentes.
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3.5 Exemplo

Considere o seguinte conjunto de dados, proveniente de um experimento fato-
rial 33, conduzido por meio da técnica do confundimento. Utilizou-se o grupo W

para construcao dos bloquinhos.

Tabela 21: Experimento fatorial 3* com confundimento (grupo W)

Bloco 1 Bloco 2 Bloco 3
Trat  Resp | Trat Resp | Trat Resp
000 5719 | 001 6406 | 002 4781 | 16.906
012 5188 | 010 6719 | 011 6094 | 18.001
021 7062 | 022 6875 | 020 6875 | 20.812
101 4812 | 102 5812 | 100 3500 | 14.124
110 5656 | 111 6062 | 112 7656 | 19.374
122 5969 | 120 6594 | 121 6062 | 18.625
202 5938 | 200 6031 | 201 6812 | 18.781
211 5375 | 212 6844 | 210 5547 | 17.766
220 6031 | 221 6719 | 222 6781 | 19.531
Total 51.750 58.062 54.108 | 163.920

Totais

A analise de variancia é feita da forma usual para um experimento fatorial,
incluindo os quadros auxiliares para cédlculo do efeito da interacao. Lembrando que

o efeito da interagao tripla (parte nao confundida) é estimado por diferenga.
Analise de Variancia
As somas de quadrados sao obtidas por:

C = 18920 = 995176533

SQTotal = . y? — C = SE=A0TE (0 = 19456507
i=1,j=1

2
5 B2

SQBlocos = j:l[ _ O = (517502+5809622+541082) —_ O = 92960579

Para encontrar o restante das somas de quadrados é necessario construir os
quadros auxiliares. Observe que os totais os niveis dos fatores sao obtidos através
da combinacao das combinacoes que possuem o nivel do fator correspondente, da

seguinte forma:

AoBy = 000 4 001 + 002 = 5719 + 6406 + 4781 = 16906 e assim por diante.
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BO B1 B2 Total
A0 16906 18001 20812 | 55719
Al 14124 19374 18625 | 52123
A2 18781 17766 19531 | 56078
Total | 49811 55141 58968 | 163920

Tabela 23: Quadro auxiliar II para obtencao das Somas de Quadrados.

Co C1 C2 Total
A0 19313 19562 16844 | 55719
Al 15750 16936 19437 | 52123
A2 17604 18906 19563 | 56078
Total | 52672 55404 55844 | 163920

Tabela 24: Quadro auxiliar III para obtencao das Somas de Quadrados.

Co C1 C2 Total
BO 15250 18030 16531 | 49811
B1 17922 17531 19688 | 55141
B2 19500 19843 19625 | 58968
Total | 52672 55404 55844 | 163920

35
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Assim, as somas de quadrados dos fatores principais e das interagoes ficam:

SQA = 5571924521232 4560782 ~
9
SQB = 4981124551412 4589682 ~
9
2 2 2 —
SQC = 52672 +554%904 +558442 7

SQAB = (169062+.é.+195312) — O —SQA —SQB

SQAC = (193132+.é.+195632) — O —SQA —SQC
152502 +...4+196252

SQBC = W46 ¢ QB — SQC

A interacao tripla, ABC, é estimada por diferenga.
Finalmente, o quadro da ANOVA pode ser completado:
Tabela 25: Quadro da Andlise de Variancia para o experimento faorial 3% utilizando

a técnica do confundimento (Grupo W).
Causas de GL  Soma de Quadrados F calculado

Variagao Quadrados Médios

Blocos 2 2.260.579  1.130.290 4,62 ns
A 2 1.063.042 531.521 2,17 ns
B 2 4.700.203  2.350.102 9,61 **
C 2 656.260 328.130 1,34 ns
AB 4 3.905.134 976.284 3,99 ns
AC 4 3.869.632 967.408 3,96 ns
BC 4 1.535.012 383.753 1,57 ns
ABC(residuo) 6  1.466.645 244.441

Total 26 19.456.507

De acordo com o teste F, apenas o efeito do fator B foi significativo ao nivel

de 1%, considerando a variavel resposta em estudo.

Nesse caso, a analise dos pressupostos fica bastante prejudicada, uma vez que,

nao foram utilizadas repeticoes. Mas, isso ainda pode ser realizado.
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4 Grafico Normal de Probabilidade para analise

de experimentos fatoriais

Quando analisamos dados de experimentos sem repeticoes, duas situacoes ocor-

rem:

1. Interacoes de ordem maior realmente ocorrem: isso pode inflacionar o termo de

erro, induzindo a conclusoes erradas pois teremos um residuo superestimado.

2. Ainda, normalmente estamos interessados em selecionar efeitos que sejam sig-
nificativos: quando pressupomos que algum efeito pode nao ser significativo,

podemos nao avaliar corretamente o que estd acontecendo no experimento.

Nessa situacao, uma alternativa ao teste F da ANOVA é utilizar o Grdfico
Normal de Probabilidade. Nesse grafico, todos os efeitos estimados dos fatores podem
ser avaliados, inclusive as interagoes de maior ordem. Utilizando a estratégia de uma
repeticdo ou mesmo com o confundimento (parcial ou completo), pode-se avaliar a

significancia de cada um dos fatores individualmente.

4.1 Como construir o grafico

Considere a figura 5, representando uma Distribuicao Normal.

Figura 5: Distribuicao Normal.
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A probabilidade percentual P de ocorréncia de algum valor menor do que x é

dada pela area a esquerda de x.

Fazendo um gréfico para todos os possiveis valores de P vs x obtém-se a curva

normal acumulada, que tem a caracteristica sigmoéide (forma de S, figura 6).

Figura 6: Distribuicdo Normal Acumulada.
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Para gerar o grafico normal de probabilidade, faz-se um ajuste na escala ver-
tical (P) de modo a se obter uma linha reta. Considere uma amostra de 10 pontos
(n=10). A primeira observagao (ordenada) apresenta os primeiros 10% da distri-
buicao acumulada da varidvel. A segunda representa 20% e assim por diante. Con-
siderando que a para estabelecer uma reta a partir da curva acumulada o ponto
central (50% ou 0.5) permanece o mesmo, o ajuste pode ser realizado em rela¢ao ao
centro ou 0.5. Ou ainda, a cada 10% pode-se considerar o ponto intermediario da

classe para refazer o grafico de P vs x. Assim, de forma geral tem-se

 — 0.5
P, =100+ -
n
onde 1 = 1,2, 3,...,n representa a posicao da observacao na amostra ordenada e n

o tamanho da amostra ou no caso de um experimento, o niimero de efeitos.

Um grafico dos efeitos ordenados vs os valores percentuais P; indica o compor-
tamento dos efeitos. Nesse grafico, tem-se que tentar avaliar quais sao os efeitos que
nao devem estar ocorrendo ao acaso. Isso pode ser identificado de forma subjetiva

pelos pontos que se afastam de uma linha reta.

Essa linha reta é colocada subjetivamente sobre os pontos. Uma sugestao

(Montgomery, 2001) é estabelecer uma reta entre os pontos nos quantis 25% e 75%.

Para saber quais sao os efeitos significativos basta observar quais sao os pontos
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no grafico que se afastam da reta e identificar os efeitos correspondentes.

4.2 Exemplo

Considere o exemplo fornecido nas notas de aula de um experimento fatorial

2% com uma repeticao. Os efeitos estimados sdo apresentados na tabela 26:

Tabela 26: Estimativas de efeitos de um experimento 2*

Efeitos Estimativas
A -8,00
B 24,00
C -2,25
D -5,50
AB 1,00
AC 0,75
AD 0,00
BC -1,25
BD 4,50
CD -0,25
ABC -0,75
ABD 0,50
ACD -0,25
BCD -0,75
ABCD -0,25

As probabilidades de cada um dos efeitos sao obtidas por P = 100x(:—0, 5)/15.

Assim, os resultados para construcao do grafico sao apresentados na tabela 4.2

Tabela 27: Calculo dos Percentuais P,

i 1 2 3 4 5 6 7 8 15
efeitos 8  -55 -2,25 -1,25 -0,75 -0,75  -0,25  -0,25 4,5 24
Identificagao A D C BC ABC BCD CD ACD BD B
P, 3,3 10 16,7 23,3 30 36,7 43,3 50 96,7
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Construindo o grafico (figura 7), pode-se avaliar quais dos efeitos sao signifi-

cativos.

Figura 7: Gréfico Normal de Probabilidade.
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Observe que os pontos que se afastam da reta sao aqueles que indicam um

efeito significativo.
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5 Experimento Fatorial Fracionado

5.1 Introducao

Quando o nimero de fatores em um experimento é grande, o nimero de com-
binacoes também aumenta. Em um experimento fatorial 2% tem-se 8 combinagoes,
em um experimento fatorial 2° sdo 64 combinacoes. Nesse 1ltimo caso, 6 graus de
liberdade sao referentes aos efeitos principais e 15 graus de liberdade para interacoes
duplas. Os 42 graus de liberdade restantes sao referentes as outras interagoes. As-
sim como nos experimentos com confundimento, pode-se assumir que interacoes de
ordem superior sao despreziveis ou sem interesse. Desse modo, o pesquisador pode
realizar apenas uma fragao do experimento fatorial completo e analisar os efeitos

principais, por exemplo, desprezando interagoes de ordem superior.

Os experimentos que utilizam apenas uma fracao das combinacoes possiveis
sao chamados de experimentos fatoriais fracionarios. Nesse capitulo serao estudados
1

os experimentos fatoriais fracionarios % e

5.2 Utilidade

Em experimentos industriais é comum existirem muitos fatores afetando uma
variavel resposta, principalmente em experimentos utilizados no desenvolvimento
de produtos e processos. Quando do desenvolvimento inicial de algum produto ou
processo, o pesquisador pode nao ter em mente quais sao os potenciais fatores que
causam algum efeito sobre a variavel resposta. Em geral muitos fatores sao estu-
dados simultaneamente para tentar identificar aqueles que geram alguma mudanca
ou alteracao na resposta, sem no entanto, se preocupar em avaliar o grau do efeito

estudado.

Esse tipo de experimento é conhecido como screening. A partir de um experi-
mento do tipo screening o pesquisador pode decidir quais sao os fatores que atuam
de forma significativa. A seguir, um novo ou novos experimentos completos sao rea-

lizados para investigar melhor os fatores significativos. Esse tipo de experimentacgao
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aumenta sensivelmente a produtividade em pesquisa.

5.3 Fracao % do fatorial 2*

Em um experimento com 3 fatores sao necessarias 8 combinacoes de tratamen-
tos para realizagao de um experimento fatorial completo (22 = 8). Contudo, pode
nao ser possivel executar o experimento completo. Uma alternativa é realizar meia

fracao desse experimento, ou seja, 257! = 4 combinacoes de tratamento.

Veja que
123 — 27123 — 2371
2

A notagao utilizada para experimentos fatoriais fracionarios desse tipo é
2k71

A tabela de sinais + e —, tabela 28, pode ser utilizada para selecionar quais
combinagoes deverao ser utilizadas. Por exemplo, pode-se utilizar os tratamentos

que possuem somente os sinais + na coluna ABC.

Tabela 28: Tabela de sinais para um fatorial 23

Trat Efeito
I A B C AB AC BC ABC

a + + - - - - + +
b + - + - - + - +
c + - - + + - - +
abc + + + + + + + +
ab  + + + -+ - - -
ac + + - + - + - -
be + -+ + - - + -
n + - - -+ 4+ o+ -

Nesse exemplo, a interacao ABC é chamada de gerador da fragao.

Observe que a coluna I (identidade) também é sempre +, logo pode-se escrever
que
I =ABC ou 1 =—-ABC
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Que é chamada de relacao definidora da fracao. De outa forma, veja que multipli-
cando os sinais de uma mesma coluna, sempre obteremos o sinal 4+, que designamos

pela letra 1.
Exemplo:
AA=A*=]:BB=B*=1;... .
No experimento 237!, temos que
C' = AB (multiplicando por C ambos os lados)
CC=CAB
I = ABC o gerador da relacao definidora.

Ainda, no experimento 237! = 4 tem-se 3 graus de liberdade que sao utilizados
para estimar os efeitos principais A,B e C.

Observe que as estimativas dos efeitos [ podem ser obtidas da seguinte maneira:

1

la = 5(a—b—c+abc) (11)
1

lp = 5(—a+b—c—|—abc)
1

le = 5(—a—b+c+abc)

Observe também que para as interagoes duplas,

1

lpc = §(a—b—c+abc) (12)
1

lac = 5(—a+b—c+abc)
1

lap = 5(—a—b—|—c—|—abc)

Logo,
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— (13)
lac = Ip
lap = l¢

Por esse motivo, é impossivel diferenciar o efeito de A e BC, Be ACe Ce AB

nessa estrutura de experimento fracionario.

Na realidade, quando estimamos os efeito de A, estamos estudando A+AB,
ou seja, os efeitos estao confundidos. Essa estrutura de confundimento pode ser
identificada utilizando a relagao definidora I = ABC. Basta multiplicar algum

efeito pela relacao definidora que a estrutura de confundimento surgira:

Al = AABC = A*BC = BC

Do mesmo modo para B e C, tem-se

BI = ABBC = AB*C = AC (14)
CI = ABCC = ABC* = AB

5.4 Construgao de Meia Fracao

A construcao de uma meia fragao inicia pelo quadro de sinais do fatorial com-
pleto (tabela 29).

O k-ésimo fator sera identificado com o sinal da multiplicacao dos fatores
restantes. Por exemplo, para o fatorial 237! escreve-se o quadro de sinais para os
fatores A e B e os niveis do fator C sao obtidos pela multiplicacao dos sinais de A
e B.

O gerador I = ABC'... K é utilizado na coluna do k-ésimo fator, entao, k =
ABC'... (K —1) define o produto dos sinais + e —. Veja que uma outra maneira de
se criar uma meia fracao é dividir os tratamentos em dois blocos, com a interagao

de maior ordem confundida.
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Tabela 29: Construgao da fragao 1/2.

22 2371
Tratamento 111
I=ABC I=-ABC
A B| C=AB C=-AB
1 - - + -
2 + - - +
3 -+ - +
4 + 4+ + -

Exemplo: Considere uma experimento fatorial completo 2°. Nesse caso, sao

necessarios 32 ensaios para realizacao do experimento completo. Uma fracao meia

necessita apenas 16 ensaios ou 2°71 = 16.
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Tabela 30: Exemplo fatorial completo 2°.
Ensaio A B C D E ABCD Resp

1 - - - - - + 61
2 + - - - - - 53
3 -+ - - - - 63
4 + + - - - + 61
5 S - 53
6 e + 56
7 -+ + - - - 54
8 + + + - - + 61
9 - - -+ - + 69
10 + - - 4+ - - 61
11 -+ -+ - - 94
12 + + - 4+ - + 93
13 - -+ 4+ - - 66
14 + - + + - + 60
15 - 4+ + + - + 95
16 + + + 4+ - - 98
17 - - - -+ 56
18 + - - -+ - 63
19 -+ - - 4+ - 70
20 + + - -+ 4+ 65
21 - -+ -+ - 59
22 + -+ - + 4+ 55
23 - 4+ + -+ o+ 67
24 + 4+ + -+ - 65
25 - - - 4+ 4+ - 44
26 + - - 4+ + 4+ 45
27 - 4+ -+ 4+ 4+ 78
28 + 4+ -+ - 77
29 - -+ + + o+ 49
30 + -+ + - 42
31 - 4+ + + 4+ - 81
32 + + + 4+ + 82

Como selecionar meia fragao?

Construir um fatorial 24 completo para os fatores A,B,C,D (tabela 31). Utilizar

a coluna ABCD para definir os niveis de E, ou seja,

E=ABCD

O experimento fatorial fraciondrio nesse caso, seria conduzido com as seguintes

combinagoes (tabela 31).
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Tabela 31: Exemplo fatorial fraciondrio 25! - 16 ensaios.

Ensaio A B C D E=ABCD Resp
1 - - - - + 56
2 + - - - - 53
3 -+ - - - 63
4 + + - - + 65
5 - -+ - - 53
6 + - + - + 55
7 -+ + - + 67
8 + o+ + - - 61
9 - - -+ - 69
10 + - - + + 45
11 S S + 78
12 + + -+ - 93
13 - -+t + 49
14 + - + + - 60
15 - 4+ + + - 95
16 + + + + + 82

Verifique que, tanto no fatorial completo quanto no fatorial fracionario, os

fatores B, D e E e as interacoes BD e DE sao significativos.

Isso demonstra a

utilidade do fatorial fracionario em encontrar a significancia de efeitos, mesmo com

um experimento reduzido pela metade.

5.5 Fracao i do fatorial 2*

Quando em um experimento o numero de fatores que devem ser estudados

¢ muito grande, mesmo considerando uma meia fracao, é necessario reduzir ainda

mais o experimento, utiliza-se a fragdo 1/4. Uma maneira é utilizando apenas um

quarto do experimento fatorial completo.

Esse tipo de experimento é denotado por

5.6 Construcao da Fracao

2k—2

1

4
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Em um experimento com k fatores, constréi-se inicialmente um quadro de
sinais + e — para k-2 fatores. As duas colunas (efeitos) que serdo confundidos,

serao construidas pela multiplicacao dos k — 2 fatores restantes.

Uma fragao i possui dois geradores. Chamando-se as fungoes geradoras de P
e QQ, com sinais + e —, pode-se determinar quais as fragoes serao geradas. Poderao

ser geradas até 4 fragoes, associadas com os geradores P e Q, pela troca de sinais.

A relacao definidora do confundimento é dado por I = P = () = P(Q). Estes
elementos sao chamados de palavras da relagao definidora. Os padroes de confundi-
mento dos efeitos sao produzidos pela multiplicacao das colunas pelo efeito desejado
por cada palavra da relacao definidora. Especificamente neste caso, cada efeito

estara confundido com outros trés efeitos.

Considerando um fatorial 2672 e escolhendo P=ABCE e Q=BCDF como ge-

radores temos

I = ABCE = BCDF = ADEF

Observe que, BCDF x ABCE = AB?*C?*DEF = AIIDEF = ADEF. Esse
confundimento, como serd visto mais adiante é dito de resolucao IV porque o gerador

possui quatro letras.

Para encontrar o padrao de confundimento geral, multiplica-se o efeito por

cada palavra da relacao definidora.
Exemplo:

Para o fator B,

1. BFABCE=ACE
2. B*BCDF=CDF

3. B*ADEF=ABDEF
Para o fator AB

1. AB*ABCE=CE
2. AB*BCDF=ACDF

3. AB*ADEF=BDEF
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Ou seja, quando estamos estimando o efeito de B, por exemplo, na verdade

estamos estudando

| B+ACE+CDF+ABDEF |

5.7 Exemplo: Um fatorial 262

Inicialmente, constrdi-se um fatorial completo para um experimento 2*. Em
seguida, multiplicam-se as colunas referentes aos geradores P e ). Aqui, conside-
ramos E=ABC e F=BCD. Se tivéssemos um experimento fatorial completo, seriam
realizados 2° = 64 ensaios. Se tivéssemos uma meia fracio, seriam realizados 26! =
32 ensaios. Nesse exemplo, uma fragdo 1/4 terd apenas 16 ensaios. A tabela 32

fornece o resultado final da estrutura de um experimento fatorial fracionado 2672.

Tabela 32: Exemplo fatorial fraciondrio 2672,
Ensaio A B C D E=ABC F=BCD

1 - _ _
2 + - - - + .
3 -+ - - - -
4 + o+ - - - -
5 - -+ - -
6 + -+ - : +
7 -+ o+ - . -
8 + o+ o+ - - .
9 - - -t - +
10 + - -+ 4 -
11 -+ -+ o+ .
12 + o+ -+ . .
13 - -+ + o+ -
14 + -+ + . .
15 -+ o+ o+ - +
16 + + + + 4+ +

Do mesmo modo como na fragao meia, existem outras trés fracoes possiveis:

i. [=ABCE e [=-BCDF;
ii. [=-ABCE e I=BCDF}

iii. I=-ABCE e [=-BCDF;
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5.8 O conceito de resolucgao

Um experimento fatorial fracionario ¢ dito de resolucao R se nenhum dos
efeitos de p-fatores estao confundidos com outro efeito contendo menos do que R -
p-fatores. Para efeito de notagao, utiliza-se um algarismo romano para identificar a

resolucao.

Ex: um experimento 237! é dito de resolucao III. Veja que utiliza-se nesse tipo
de experimento a relac@o definidora I=ABC (ou I=-ABC).

3-1
2711
Os experimentos fatoriais de resolucao III, IV e V sao os mais comuns.

1. Resolucao I1I: um experimento de resolugao I1I nao confunde efeitos principais
entre si, mas confunde efeitos principais com interacoes duplas, interacoes

duplas podem ser confundidas com outras. Ex: 23} (I=ABC)

2. Resolugao IV: em experimentos de resolucao IV, efeitos principaisnao sao con-
fundidos com outros efeitos principais ou com interacoes duplas mas, interacoes
duplas sdo confundidas entre si. Ex: 27, (I=ABCD).

3. Resolucao V: nesse experimento, efeitos principais ou interacoes duplas nao sao
confundidos com outros efeitos principais ou interacoes duplas. Mas, interacoes

duplas sao confundidas com interagoes triplas. Ex: 2?;1 (I=ABCDE).

Em geral, a resolugao corresponde ao tamanho da menor palavra na relacao

definidora.

Varios autores trazem tabelas com as possiveis resolucoes para diferentes ni-

meros de ensaios e diferentes geradores.

De um modo geral, um experimento fatorial fracionario pode ser gerado a

partir de 2%, fracio de um fatorial completo 2*.
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6 Superficie de Resposta

6.1 Introducao: idéias basicas

Em um experimento com dois fatores quantitativos, x; e x,, por exemplo,

pode-se representar a variavel dependente y, através de um modelo de regressao

Yij = Bo + i1 X1 + o Xo + €5

Este modelo, de grau um, é chamado de modelo de primeira ordem.
A representagao gréafica deste modelo é chamada de Superficie de Resposta.

Se a relagao entre as varidveis nao for linear, usa-se um polindmio de grau

maior, em geral dois (um modelo de segunda ordem),

Yij = Bo + B X1 + B2 Xo + BuXT + B2 X3 + B2 X1 X + €55

De maneira geral, o modelo pode ser escrito como

k k k k
Yij = ﬁo + Z /ngz + Z ﬁuXZQ + Z Z ﬁ,‘inXj +e€
=1 =1

i=1 j=1;;

Normalmente, a relacao entre as variaveis é desconhecida. Deve-se portanto,
ajustar modelos adequadamente. De maneira geral, a superficie de resposta é re-
presentada como uma resposta y em funcao dos niveis dos fatores quantitativos x

e To ¢ de um erro aleatério e

y:f($1,$2)+€

Como estamos interessados no ajuste de modelos, uma forma eficiente de obter

valores para o ajuste é através de delineamentos experimentais. Existem varios
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delineamentos experimentais especificos para utilizacao em modelos de superficie
de resposta. Além dos fatoriais completos 2%, 3% e fatoriais fracionérios existe o

experimento central composto e o estrela.

Como estudado em experimentos fatoriais, nao é possivel encontrar um ponto
otimo apenas estudando um fator de cada vez. Quando combinamos dois ou mais
fatores, os niveis que serao utilizados ou selecionados ao final do experimento devem

ser aqueles que em conjunto proporcionam a melhor resposta.

A idéia de que escolhendo um nivel de um fator como sendo o ponto étimo e
fixando esse valor para obtencao do nivel 6timo do outro fator é erronea. A anélise
dessa combinacao Otima exige uma planejamento do experimento de modo que se

alcance a informacao desejada.

A metodologia de superficie de resposta faz uso de técnicas de planejamento

de experimentos fatoriais e o ajuste de modelos de regressao.

6.1.1 Representacao da superficie de resposta

Além do grafico de superficie de resposta, representado por z; e s no plano e
y, a variavel resposta, representada perpendicularmente ao plano (figura 8), pode-se
utilizar o gréafico de contorno ou curva de nivel (figura 9). Esse grafico é construido,
baseando-se nas coordenadas dos pontos do plano e da variavel resposta. Onde
linhas sao desenhadas nos mesmos valores de resposta para diferentes niveis dos

fatores quantitativos.

6.1.2 Objetivos da superficie de resposta

A construcao de uma superficie de resposta tem como objetivo encontrar um
ponto 6timo dentro do espaco amostral experimental. Dependendo da situacao
busca-se um ponto de maximo (produgao, rendimento) ou um ponto de minimo
(custo, falhas).

Em outra situacao, busca-se apenas encontrar uma vizinhanca do ponto étimo
como objetivo inicial. A partir dai, outros modelos podem ser desenvolvidos para

encontrar exatamente o ponto étimo.
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Figura 8: Representacao da superficie de resposta.
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Figura 9: Representacao da superficie por curva de nivel.

05 10 15
1
~

Temperatura
-0.5
| | | |
e L-
7
~
o9 3 %G
\\\

-15

T
-15 -10 -05 00 05 10 15

Tempo



Controle de Processos Industriais - Adilson dos Anjos o4

A metodologia de superficie de resposta pode ser aplicada em vérias areas do
conhecimento. Em geral, é aplicada em ensaios da area de quimica, onde um enge-
nheiro pode estar interessado em saber para quais niveis de temperatura e pressao
ele obtém o maior rendimento em uma reacao, na agricultura um agronomo pode
estar interessado em saber para quais quantidades de nitrogénio e fésforo ele obtém
a maior producao de graos, um engenheiro de alimentos pode estar desenvolvendo
um produto e gostaria de saber quais os niveis de sal e agiicar devem ser adicionados

em um produto para que se tenha uma avaliacao 6tima e assim por diante.

Em experimentos de otimizacao, varios aspectos devem ser considerados tanto
no planejamento, quanto na analise dos ensaios. Em primeiro lugar, os pontos de
otimizacao podem ser confundidos. Isto pode ocorrer quando existe um ponto de sela
na superficie ou ainda, um ponto de cumeeira. Nesse caso, deve-se tomar cuidado
com as conclusoes. A andlise grafica é importante nesse momento. Em segundo
lugar, a regiao do ponto étimo pode estar fora do espago amostral avaliado. Nesse
caso, o ponto 6timo pode nao ser aquele definido para o experimento em funcao de

nao ter sido estudada toda magnitude da varidvel resposta.

A metodologia de superficie de resposta é um método sequencial, onde o pes-
quisador inicia com uma combinacao de niveis dos fatores que podem estar afastados
do ponto 6timo e a partir dessa combinacao sao gerados novos niveis para atingir o

ponto étimo (se existir).

O pesquisador pode fazer uso da experiéncia ou de alguma informacao prévia
para atingir o ponto 6timo. Caso contrario, pode-se fazer uso do método da méaxima

inclinacao ascendente para obtencao do ponto 6timo.

6.2 Método da maxima inclinacao ascendente

Nem sempre, quando um experimento é planejado para se encontrar o ponto
otimo, tem-se a possibilidade deste ponto estar dentro da regiao amostral utili-
zada. Mas, observando-se o comportamento da superficie, pode-se prever onde deve
estar localizado o ponto 6timo, de maneira que, um novo experimento ou novas

observagoes podem levar-nos para mais proximo da regiao do ponto 6timo.

O objetivo desse método é utilizar um procedimento experimental simples e

economicamente eficiente para se aproximar do ponto étimo.
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6.2.1 Como realizar o método

O método baseia-se no movimento sequencial ao longo da maxima inclinacao
(ou no sentido em que ocorre o aumento méaximo da variavel resposta). Na figura

10, pode-se visualizar como caminhar na superficie.

Figura 10: Método da méxima inclinacao ascendente

2

Regiay

experimxﬁal
g=12\ g =15\ 5 =18\ g =21\ § =24

Os passos para realizacao do método sao:

1. Realizar um experimento com o objetivo de ajustar um modelo de primeira
ordem, em uma pequena regiao de interesse, definida pelas variaveis x; e xs.
Lembre-se de que em um modelo de primeira ordem as curvas de nivel sao

representadas por retas paralelas;

2. Utilizar a informacao obtida em 1 para determinar a direcao de méaxima in-
clinacao ascendente, ou seja, onde y aumenta mais rapidamente. Esta direcao

é perpendicular as curvas de nivel e é tomada a partir da regiao de interesse;

3. Conduzir experimentos ao longo da diregao de maxima inclinagao até que seja

encontrada uma regiao onde nao ocorra nenhum aumento na variavel resposta;

4. Repetir os passos 1,2,3 (a partir do passo 3) até que nao seja detectada falta

de ajuste do modelo de primeira ordem:;

5. Quando for detectada falta de ajuste do modelo de primeira ordem, realizar

experimentos adicionais para obter uma estimacao mais precisa da condig¢ao
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otima de operacao do processo. Na maior parte das vezes, esse procedimento

envolve o ajuste de um modelo de segunda ordem.

Todo esse procedimento pode facilmente ser adaptado no caso de um experi-
mento onde busca-se uma minimizacao. O método entao chamar-se-a Método da

Maxima Inclinacao Descendente.

6.3 Exemplo

Suponha que deseja-se maximizar o rendimento de um processo quimico, onde

duas varidveis influenciam o processo: tempo (1) e temperatura (x2).

O processo é realizado normalmente em 35 minutos e 155 °F' de temperatura,
resultando em um rendimento de 40%. O engenheiro responsavel acredita que o
ponto 6timo esta localizado préximo desta regiao, variando entre 30 e 40 minutos e
entre 150 e 160 °F.

Como um facilitador das andlises, sugere-se que os niveis dos fatores sejam

codificados para um intervalo (-1,1).

Chamando de ¢; e ¢y as varidveis codificadas (tempo e temperatura, respecti-
vamente), a codificagdo pode ser feita da seguinte forma:

xr1—35

0= =5 e@:w

5

Aqui, 35 e 155 sao os valores médios de tempo e temperatura, respectivamente

e b representa o intervalo de variagao destes niveis (arbitrario).

Foi realizado um experimento fatorial 22 aumentado por 5 pontos centrais.
Nesse exemplo, esses 5 pontos sao medidas de uma mesma combinacao e fornecem

uma estimativa para o erro experimental. Os dados do experimento estao na tabela

33:
Com estes dados, obteve-se o seguinte modelo de primeira ordem
9y =40,44+0,775c1 + 0, 325¢,

Dado que o modelo foi corretamente estimado (isso precisa ser checado), deve-

se tentar encontrar o ponto onde ocorre a maxima inclinagao ascendente. Deve-se
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Tabela 33: Experimento fatorial 22 aumentado em cinco pontos (central composto).

Variaveis naturais Variaveis codificadas Rendimento
Tempo Temperatura ¢ Ca
30 150 -1 -1 39,3
30 160 -1 1 40,0
40 150 1 -1 40,9
40 160 1 1 41,5
35 155 0 0 40,3
35 155 0 0 40,5
35 155 0 0 40,7
35 155 0 0 40,2
35 155 0 0 40,6

“caminhar” 0,775 unidades na direcao de ¢; e 0,325 unidades na direcao de cs.

Pode-se escolher caminhar 5 minutos (unidades) para tempo de reacao, que
equivale a variavel codificada ¢; como um Ac; = 1. Essa escolha de 5 minutos é ar-

bitraria e pode variar em fun¢ao do conhecimento do pesquisador sobre o fenomeno.

Dado que o valor de Ac; foi definido como sendo 1, o valor de Acy é dado por

3 325
Aey = D9 pe, = 03250 ¢ 4
e, 0,775

Considera-se uma inclinacao a partir da origem. FEssa inclinagao é dada por
ACQ.

Em um novo experimento, levando-se em conta a maxima inclinacao ascen-
dente pode-se tentar prever o ponto étimo (tabela 34). Devem ser realizados varios

ensaios até que uma reducao na resposta seja observada.
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Tabela 34: Novos ensaios para caminhar na superficie.

Ensaios Variaveis codificadas Variaveis naturais Resposta
Origem 0 0 35 155

A 1 0,42 5 2

Origem + A 1 0,42 40 157 41,0
Origem + 2A 2 0,84 45 159 429
Origem + 3A 3 1,26 50 161 471
Origem + 4A 4 1,68 55 163 49,7
Origem + bA 5 2,10 60 165 53,8
Origem + 6A 6 2,52 65 167 59,9
Origem + 7TA 7 2,94 70 169 65,0
Origem + 8A 8 3,36 75 171 70,4
Origem + 9A 9 3,78 80 173 77,6
Origem + 10A 10 4,20 85 175 80,3
Origem + 11A 11 4,62 90 178 76,2
Origem + 12A 12 5,04 95 180 75,1

AVariavel natural: Tempo = Ac; x5 =1x5=15

AVariavel natural: Temperatura = Acy x5 =0,42 x 5 =2

o8

Observe que no ensaio 10, o valor de 80,3 aparece como o maior valor da

resposta. Isso indica uma aproximacao do ponto étimo.

Logo, um novo modelo deve ser construido ao redor dessa regiao, ou seja, em

r1 =85 e xy = 175.

Assim, um novo experimento é realizado ao redor desse ponto, considerando

uma variacao de 80 até 90 para tempo e de 170 até 180 para temperatura. Nova-

mente, um experimento fatorial 22 é realizado com cinco pontos centrais. O resultado

¢ apresentado na tabela 35:

Tabela 35: Novo experimento fatorial 22 aumentado em cinco pontos.

Variaveis Variaveis codificadas Resposta
80 170 -1 -1 76,5
80 180 -1 1 77,0
90 170 1 -1 78,0
90 180 1 1 79,5
8 175 0 0 79,9
8 175 0 0 80,3
8 175 0 0 80,0
8 175 0 0 79,7
8 175 0 0 79,8

Para esses dados, o modelo estimado, considerando as variaveis codificadas é
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y="78,97T+ 1c; + 0, 5o

Uma anélise criteriosa desse modelo indica que um modelo que considere um

efeito quadratico é mais adequado.

Causas de GL  Soma de Quadrados F calculado p-valor

Variacao Quadrados Médios

Regressao 2 5

Residuo 6 11,12
Interacao 1 0,25 0,25 4,72 0,0955
Erro quadratico 1 10,658 10,658 201,09 0,001
Erro puro 4 0,212 0,0530

Total 8 16,12

6.4 Localizacao do ponto estacionario

Dados os niveis de z1 e x9, é necessario encontrar os valores que otimizam a
variavel resposta. Se esse ponto existe, os valores de x; e x9 serao obtidos pelas

derivadas parciais de
0 _ o,
(‘3901 n 8@ n

Este ponto é chamado de ponto estacionario e pode representar um ponto

de maximo, ou um ponto de minimo ou um ponto de sela.

Através de uma visualizacao gréafica, pode-se na maioria das vezes identificar
com boa precisao o ponto estacionario. Caso contrario, deve-se estimar o modelo e

encontrar o ponto estacionario de maneira analitica.

Um procedimento matematico pode ser elaborado a partir do modelo de se-

gunda ordem (usando notagao matricial)

§ =0+ 2'b+a'Bx (15)



Controle de Processos Industriais - Adilson dos Anjos 60

T 3 By 312/2 e Blk/z

T B3, By - sz/Z
onde, Tyx1 = . ; ksl = . i Brxi = )

: : sim. -

Ty B e Bk

Observe que na matriz B, os elementos da diagonal principal sao os coeficientes

quadraticos.

Fazendo a derivada de g em relacao aos elementos de x e igualando a zero
—g:b+2B:c:0 (16)
ox

O ponto estacionario xy é a solucao da equacao 16

Ty = —%Blb (17)

Substituindo 17 em 15 o valor predito pode ser encontrado por

1
yozﬁo+§5€lob

6.5 Analisando a forma da superficie: o ponto estacionario

Encontrado o ponto estacionario, é preciso descobrir o que acontece na vizi-

nhanga do ponto: se é um maximo, minimo ou ponto de sela.

Uma forma simples é visualizar o grafico, caso contrario, a maneira formal
é utilizar a andlise canonica que estuda a sensibilidade de cada uma das variaveis

x1,T9, -, 2, no modelo de segunda ordem.

A idéia é transformar o modelo da superficie em novas coordenadas com a
origem no ponto estacionario xy e rotacionar os eixos até que eles fiquem paralelos

ao eixo principal da superficie de resposta estimada.

Esse novo modelo serda da forma

9 = G0 + Mwi + dows + - + Ay

Onde w; é a varidvel independente transformada e \; sdo constantes (autova-
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lores ou raizes caracteristicas da matriz B).

A superficie é caracterizada pelos sinais e pela magnitude dos \’s. Obviamente,

o ponto estaciondrio deve estar dentro da regiao estudada e nessa condicao:

e se 0s \;’s sao todos positivos, xg ¢ um ponto de minimo;
e se 0s \;’s sao todos negativos, oy € um ponto de maximo;

e se 0s \;’s tém sinais diferentes, xy € um ponto de sela;

6.6 Continuando com o experimento

Os dados do experimento podem ser acrescentados de novas observagoes para

que o ajuste do modelo de segunda ordem possa ser realizado.

Em geral esses novos pontos sao obtidos utilizando-se de alguns delineamen-
tos, como por exemplo o delineamento central composto. Nesse experimento, o
pesquisador decidiu acrescentar os pontos nas coordenadas ¢; = 0,co = £1,414 e
c1 = £1,414, co = 0. Essas coordenadas correspondem ao delineamento no formato

estrela veja figura 11.

Figura 11: Planejamento estrela
Z1
) (0; 1,414)

(-1;1) (1;1)

2
(-1,414; 0) (0;0) (1,414; 0)

(-1;-1) (1;-1)

y (0; -1,414)

Os resultados sao apresentados na tabela 36.
Com esses dados, deve-se procurar ajustar um modelo quadratico.

O modelo ajustado, considerando as variaveis codificadas é dado por

Rend. = 79,94 4+ 0,99¢; + 0,52¢5. — 1,38¢2 — 1,00c3 + 0, 25¢; * ¢o



Controle de Processos Industriais - Adilson dos Anjos 62

Tabela 36: Experimento fatorial central composto 22 acrescentado de quatro pontos
no formato estrela.

Variaveis Variaveis codificadas Resposta
80 170 -1 -1 76,5
80 180 -1 1 77,0
90 170 1 -1 78,0
90 180 1 1 79,5
85 175 0 0 79,9
85 175 0 0 80,3
85 175 0 0 80,0
85 175 0 0 79,7
85 175 0 0 79,8

92,07 175 1,414 0 78,4
7793 175 -1,414 0 75,6
85 182,07 0 1,414 78,5
85 182,07 0 -1,414 77,0

E considerado as variaveis naturais

Rend. = —1430, 52+7, 81tempo+13, 27temp.—0, 055tempo? —0, 04temp.2+0, 01tempoxtemp.

6.7 Encontrando o ponto estacionario

Utilizando o procedimento matematico para visualizar o ponto estacionario,

temos que:
0,995
b= ’
0,515
| 1,376 0,1250
| 0,1250 —1,001
E as coordenadas do ponto estacionario sao obtidas por

Ty — —%B_lb

N[

To — —

—0,7345 —0,0917 | { 0,995 | | 0,389
—0,0917 —1,0096 | | 0,515 | | 0,306
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Ou seja, essas coordenadas correspondem aos pontos
0,389 = £=5 = 86,96 ~ 87minutos e 0,306 = 2= = 176,53 ~ 176,5°F

E o valor predito no ponto estacionario ¢é yo = 80, 21.

1 0,995
fo = 79,94 + 5[0, 3890, 306] [ ’ ]

0,515

6.8 Forma da superficie
Utilizando a andlise canonica, devemos encontrar os autovalores, encontrando
as raizes caracteristicas de |B — | = 0;

~1,376— X 0,1250
0, 1250 — 1,001 =\ |

Resolvendo o determinante tem-se a seguinte equagao:

A2 42,3788\ +1,3639 =0

As raizes dessa equagao sao A\; = —0,9641 e Ay = —1,4147.

Logo, a forma canonica do modelo estimado é dada por

§ = 80,21 — 0,964w] — 1,4147w;

Como A; e Ay possuem sinais negativos, o ponto estacionério encontrado ¢ um

ponto de maximo.
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Tabela 1: Limites unilaterais de F ao nivel de 5% de probabilidade

nl=numero de graus de liberdade do numerador, n2= ntimero de graus de liberdade do denominador

n2\nl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 20 24 30 40 60 120 oo
) 61,4 199,5 215,7 2246 230,2 234,0 236,8 238,90 240,5 2410 2430 243,0 244,7 2454 245,90 246,5 2480 249,1 250,1 251,1 252,2 253,3 2543
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40 19,40 19,41 19,42 19,42 1943 19,43 19,45 19,45 19,46 19,47 19,48 1949 19,50
3 10,13 955 9,28 9,12 9,01 894 889 885 88l 879 876 874 873 871 870 869 866 864 862 859 857 855 853
4 771 6,94 659 6,39 6,26 616 609 604 600 596 594 591 58) 587 586 584 580 577 575 572 569 566 563
5 6,61 579 541 519 505 495 4,88 4,82 4,77 474 470 4,68 4,66 4,64 4,62 460 4,56 4,53 4,50 446 443 4,40 4,37
6 599 514 476 453 4,39 428 421 4,15 4,10 4,06 4,03 4,00 398 3,96 3,94 392 387 384 381 377 374 3,70 3,67
7 559 4,74 435 4,12 3,97 387 3,79 3,73 3,68 3,64 3,60 3,57 3,55 3,53 3,51 349 344 341 3,38 334 330 327 3,23
8 532 446 4,07 3,84 3,69 358 350 344 3,39 335 3,31 3,28 326 324 322 320 3,15 3,12 3,08 304 301 297 293
9 512 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 329 323 3,18 3,14 3,10 3,07 305 303 300 299 294 290 28 28 279 275 2,71
10 4,96 4,10 3,71 348 333 322 3,14 307 3,02 298 294 291 289 28 285 28 2,77 2,74 270 2,66 2,62 258 2,54
11 484 398 3,59 336 320 3,09 3,01 295 290 285 28 279 2,76 2,74 272 270 2,65 261 257 2,53 249 245 2,40
12 475 389 3,49 326 3,11 3,00 291 285 280 2,75 2,72 269 2,66 2,64 262 2,60 254 251 247 243 238 234 2,30
13 4,67 381 341 3,18 303 292 28 277 271 2,67 263 260 2,58 255 253 251 246 242 238 234 230 225 221
14 4,60 3,74 334 3,11 296 28 2,76 270 2,65 260 2,57 253 251 248 246 244 2,39 235 231 227 222 218 213
15 454 368 3,29 306 290 279 2,71 264 259 254 251 248 245 242 240 238 2,33 229 225 220 2,16 211 2,07
16 4,49 363 324 3,01 285 274 2,66 259 254 249 246 242 240 2,37 235 233 228 224 219 215 211 206 2,01
17 445 359 320 2,96 281 270 2,61 255 249 245 241 238 235 233 231 220 223 219 215 210 206 201 196
18 441 355 3,16 293 277 2,66 2,58 251 246 241 237 234 231 229 227 225 219 215 211 2,06 202 197 1,92
19 4,38 352 3,13 2,90 274 263 254 248 242 238 234 231 228 226 223 221 216 211 207 203 1,98 193 188
20 4,35 349 3,10 287 271 2,60 251 245 2,39 235 231 228 225 222 220 2,18 212 208 204 1,99 195 1,90 1,84
21 4,32 347 3,07 2,84 2,68 257 249 242 237 232 228 225 222 220 218 216 210 205 201 19 1,92 1,87 181
22 4,30 344 3,05 282 2,66 2,55 246 240 2,34 2,30 226 223 2,20 2,17 215 2,13 2,07 203 1,98 1,94 189 184 1,78
23 4,28 342 3,03 280 2,64 253 244 2,37 232 227 224 220 218 215 213 211 205 201 19 191 18 18 1,76
24 426 340 301 2,78 2,62 251 242 2,36 230 225 2,22 218 215 2,13 211 209 203 1,98 194 1,89 184 179 1,73
25 4,24 339 2,99 276 2,60 249 240 234 228 224 220 2,16 2,14 211 209 207 201 1,9 1,92 1,87 18 1,77 1,71
26 4,23 337 2,98 274 259 247 239 232 227 222 218 215 2,12 209 207 205 1,99 195 1,90 1,85 18 1,75 1,69
27 4,21 335 2,96 273 257 246 237 231 225 220 217 2,13 2,10 208 206 204 197 193 1,88 1,84 1,79 1,73 1,67
28 4,20 334 295 271 2,56 245 2,36 2,29 224 219 2,15 2,12 209 206 204 202 1,96 1,91 187 1,82 1,77 171 165
20 4,18 333 293 270 255 243 235 228 2,22 218 214 210 2,08 205 203 200 194 190 1,85 1,81 1,75 1,70 1,64
30 4,17 3,32 2,92 269 2,53 242 233 227 221 216 213 2,09 206 204 201 1,9 193 1,89 1,84 1,79 1,74 1,68 1,62
40 408 323 284 261 245 234 225 218 2,12 208 204 200 1,97 1,95 1,92 1,90 18 1,79 1,74 1,69 164 1,58 1,51
60 4,00 3,15 2,76 253 2,37 225 217 2,10 2,04 199 1,95 1,92 1,8 1,86 1,84 18 1,75 1,70 1,65 1,59 153 1,47 1,39
120 3,92 307 2,68 245 229 2,18 209 202 1,96 1,91 18 1,83 1,80 1,78 1,75 1,73 1,66 161 1,55 1,50 143 135 1,25
oo 384 300 260 237 221 210 201 194 188 18 179 1,75 1,72 169 1,67 1,64 157 152 146 1,39 132 122 1,01

So[try Sop UOS[IPY/ - SIBLIISNPU] SOSS920I] 9P 9[0IIUO))

99



Tabela 2: Limites unilaterais de F ao nivel de 1% de probabilidade

nl=numero de graus de liberdade do numerador, n2= ntmero de graus

de liberdade do denominador

n2\nl 1 2 3 1 5 6 7 3 9 10 11 12 13 14 15 16 20 24 30 40 60 120 oo
1 1052,2 4999,3 5403,5 5624,3 5764,0 5859,0 5928,3 5981,0 6022,4 6055, 6083,4 6106,7 6125,8 6143,0 6157,0 6170,0 6208,7 6234,3 6260,4 6286,4 6313,0 6339,5 6365,6
2 98,50 99,00 99,16 99,25 99,30 99,33 99,36 99,38 99,39 99,40 99,41 99,42 99,42 99,43 9943 99,44 99,45 99.46 99,47 9948 99,48 99,49 99,50
3 34,12 30,82 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 27,49 27,34 27,23 27,13 27,05 26,98 26,92 26,87 26,83 26,69 26,60 26,50 26,41 26,32 26,22 26,13
4 21,20 18,00 16,69 15,98 1552 1521 14,98 14,80 14,66 14,55 14,45 14,37 14,31 14,25 14,20 14,15 14,02 13,93 13,84 13,75 13,65 13,56 13,46
5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 10,16 10,05 9,96 9,80 9,82 9,77 9,72 968 9,55 947 938 9,29 920 9,11 9,02
6 13,75 10,92 9,78 9,15 875 847 826 810 7,98 7,87 7,79 7,72 7,66 7,60 7,56 7,52 7,40 7,31 723 7,4 7,06 6,97 6,88
7 12,25 955 845 7,85 746 7,19 699 684 6,72 662 654 647 641 6,36 631 628 6,16 6,07 599 591 582 574 565
8 11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 591 58 573 567 561 556 552 548 536 528 520 512 503 4,95 4,86
9 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 580 561 547 535 526 518 511 505 501 4,96 4,92 481 473 4,65 4,57 448 440 4,31
10 10,04 7,56 6,55 5,99 564 539 520 506 4,94 4,85 477 471 4,65 4,60 4,56 4,52 441 4,33 4,25 4,17 4,08 4,00 3,91
11 9,65 7,21 6,22 567 532 507 489 4,74 4,63 454 446 4,40 434 420 425 421 410 4,02 3,94 3,86 3,78 3,60 3,60
12 9,33 6,93 595 541 506 4,82 464 4,50 4,39 4,30 4,22 4,16 4,10 4,05 4,01 3,97 3,86 3,78 3,70 3,62 354 345 3,36
13 9,07 6,70 574 521 4,86 4,62 444 430 419 4,10 4,02 3,96 3,91 3,8 3,82 3,78 3,66 3,59 351 343 3,34 325 317
14 8,86 6,51 556 504 4,69 446 428 4,14 4,03 3,94 3,8 3,80 3,75 3,70 3,66 3,62 351 343 3,35 327 3,18 3,09 3,00
15 8,68 6,36 542 489 456 432 4,14 4,00 3,89 3,80 3,73 3,67 3,61 356 3,52 3,49 337 329 321 313 3,05 296 2,87
16 8,53 6,23 529 4,77 444 420 4,03 3,89 3,78 3,69 3,62 355 3,50 345 341 3,37 3,26 3,18 3,10 3,02 293 284 2,75
17 8,40 6,11 519 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68 3,59 352 346 3,40 3,35 331 327 316 3,08 3,00 292 283 275 2,65
18 8,29 6,01 500 458 4,25 401 384 371 360 3,51 343 337 3,32 327 323 3,19 3,08 3,00 292 284 275 266 2,57
19 8,18 593 501 450 4,17 394 377 3,63 352 343 3,36 330 3,24 319 3,15 3,12 3,00 292 28 276 267 258 2,49
20 8,10 5,85 4,94 443 4,10 3,87 3,70 3,56 346 3,37 3,20 3,23 3,18 3,13 3,09 3,05 294 28 278 2,60 261 252 242
21 8,02 578 4,87 437 4,04 381 364 351 340 3,31 3,24 3,17 3,12 3,07 3,03 299 28 280 272 264 255 246 2,36
22 705 572 4,82 431 3,99 3,76 359 345 3,35 326 3,18 3,12 3,07 3,02 298 294 283 275 267 258 250 240 231
23 7,88 566 4,76 426 394 371 354 341 330 321 3,14 3,07 3,02 297 293 28 278 270 262 254 245 235 226
24 7,82 561 4,72 422 390 3,67 350 3,36 3,26 3,17 3,09 3,03 298 293 28 28 274 266 258 249 240 231 221
25 707 557 4,68 4,18 3,85 3,63 346 3,32 3,22 3,13 3,06 2,99 294 280 285 281 270 262 254 245 236 227 217
26 772 553 4,64 4,14 382 359 342 3,29 318 3,09 3,02 296 290 286 2,81 278 266 258 250 242 233 223 213
27 7,68 549 4,60 4,11 3,78 3,56 3,39 3,26 3,15 3,06 2,99 293 287 282 278 275 2,63 255 247 238 229 220 2,10
28 764 545 457 4,07 3,75 353 3,36 3,23 3,12 3,03 296 290 284 279 275 272 260 252 244 235 226 217 2,06
29 7,60 542 454 4,04 3,73 3,50 3,33 3,20 3,00 3,00 293 287 28 277 2,73 269 257 249 241 233 223 214 2,03
30 756 5,39 4,51 4,02 3,70 347 3,30 3,17 3,07 298 291 2,8 279 274 270 266 255 247 239 230 221 211 201
40 7,31 5,18 4,31 3,83 3,51 3,20 3,12 299 289 280 273 2,66 261 256 252 248 237 229 220 211 2,02 1,92 1,80
60 7,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 205 282 272 263 256 250 244 239 235 231 220 212 203 1,94 1,84 1,73 1,60
120 6,85 4,79 3,95 348 3,17 296 2,79 2,66 256 247 240 234 228 223 219 215 203 1,95 18 1,76 1,66 1,53 1,38
00 6,64 4,61 378 3,32 3,02 280 264 251 241 232 225 218 213 2,08 204 200 1,8 1,79 1,70 1,59 147 1,32 1,01
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Tabela 3: Valores de t em niveis de 10% a 0,1% de probabilidade.

GLRES 0,1 005 002 00l 0,001

1 6,31 12,71 31,82 63,66 636,58
2 2,02 430 6,96 9,92 31,60
3 2,35 3,18 454 584 12,92
4 2,13 2,78 375 460 861
5 2,02 257 336 403 687
6 1,94 245 3,14 371 596
7 1,89 236 3,00 350 541
8 1,86 231 290 336 5,04
9 1,83 226 282 325 478
10 1,81 223 276 3,17 459
11 1,80 220 2,72 3,11 444
12 1,78 2,18 2,68 3,05 4,32
13 1,77 2,16 2,65 3,01 422
14 1,76 2,14 2,62 298 4,14
15 1,75 2,13 2,60 295 4,07
16 1,75 2,12 258 292 4,01
17 1,74 2,11 2,57 290 397
18 1,73 2,10 255 283 3,92
19 1,73 2,09 254 286 388
20 1,72 2,09 253 285 3,85
21 1,72 2,08 252 283 3,82
22 1,72 2,07 251 282 379
23 1,71 2,07 250 281 3,77
24 1,71 2,06 249 280 3,75
25 1,71 2,06 249 279 373
26 1,71 2,06 248 278 3,71
27 1,70 2,05 247 277 3,69
28 1,70 2,05 247 2,76 3,67
29 1,70 2,05 246 276 3,66
30 1,70 2,04 246 275 3,65
40 1,68 202 242 270 355
60 1,67 2,00 239 266 346
120 1,66 1,98 236 262 3,37

00 1,65 1,96 233 2,58 3,30




Tabela 4: Valores da amplitude total estudentizada (q), para uso no teste de Tukey, ao nivel de 5% de probabilidade.
I=ntmero de tratamentos, GLRES= nimero de graus de liberdade do residuo.

GLRES\I 2 3 1 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 5 16 7 18 19 20

1 17,07 26,08 32,82 37,08 40,41 43,40 45,40 47,36 49,07 50,59 51,96 53,20 54,33 55,36 56,32 57,22 58,04 58,83 59,56
2 6,09 833 980 10,88 11,74 12,44 13,03 1354 13,99 14,39 14,75 1508 1533 15,65 1591 16,14 16,37 16,57 16,77
3 450 591 683 7,50 804 848 885 9,18 946 972 995 10,15 10,35 10,53 10,69 10,84 10,08 11,11 11,24
4 393 504 576 629 671 705 7,35 7,60 7,83 803 821 837 853 866 879 891 9,03 913 9,23
5 3,64 4,60 522 567 6,03 633 658 68 7,00 7,17 7,32 747 7,60 772 783 7,93 803 812 821
6 3,46 4,34 49 531 563 590 612 632 649 6,65 6,79 692 7,03 7,14 7,24 7,34 743 751 7,59
7 3,34 4,17 4,68 506 536 561 58 600 616 6,30 643 655 666 6,76 68 694 7,02 7,00 7,17
8 3,26 4,04 453 48 517 540 560 577 592 6,05 618 629 639 648 657 6,65 6,73 6,80 6,87
9 320 3,95 442 476 502 524 543 560 574 587 598 609 619 628 636 644 651 6,58 6,64
10 3,15 3,88 433 465 491 5,12 531 546 560 572 583 594 6,03 6,11 619 627 634 641 6,47
11 3,11 3,82 426 4,57 4,82 503 520 535 549 561 571 58 590 598 6,06 613 620 627 6,33
12 3,08 3,77 420 451 475 495 512 527 540 551 562 571 58 58 595 602 609 615 621
13 3,06 3,74 4,15 445 469 489 505 519 532 543 553 563 571 579 586 593 6,00 6,06 6,11
14 3,03 3,70 4,11 441 4,64 483 4,99 513 525 536 546 555 564 571 579 58 592 597 6,03
15 3,01 3,67 4,08 437 460 478 494 508 520 531 540 549 557 565 572 579 58 590 596
16 3,00 3,65 4,05 4,33 456 474 4,90 503 515 526 535 544 552 559 566 573 579 584 590
17 2,08 3,63 4,02 430 452 471 486 4,99 511 521 531 539 547 554 561 568 573 579 584
18 2,97 3,61 4,00 4,28 450 4,67 482 4,96 507 517 527 535 543 550 557 563 560 574 579
19 2,06 3,59 3,98 4,25 447 465 479 4,92 504 514 523 532 539 546 553 559 565 570 575
20 2,05 3,58 3,96 4,23 445 462 477 49 501 511 520 528 536 543 549 555 561 566 571
24 2,92 353 390 4,17 4,37 454 468 481 4,92 501 510 518 525 532 538 544 549 555 559
30 2,80 349 385 4,10 4,30 446 4,60 4,72 4,82 492 500 508 515 521 527 533 538 543 548
40 2,86 344 379 4,04 4,23 439 452 464 4,74 482 490 498 504 511 516 522 527 531 536
60 2,83 3,40 3,74 3,98 416 431 444 455 4,65 473 481 488 494 500 506 511 515 520 524
120 2,80 3,36 3,60 392 410 424 436 4,47 4,56 4,64 471 4,78 4,84 490 4,95 500 504 509 513
00 2,77 3,31 3,63 3,86 4,03 4,17 4,29 4,39 447 455 4,62 4,69 4,74 480 4,85 4,89 493 497 5,01
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Tabela 5: Valores da amplitude total estudentizada (z), para uso no teste de Duncan, ao nivel de 5% de probabilidade.

I=ntmero de médias abrangidas pelo contraste, GLRES= ntimero de graus de liberdade do residuo.

N\ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 14 16 18 20 50 100
1 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00 18,00
2 6,09 6,09 609 609 609 609 609 609 609 609 609 60 609 609 609 609
3 450 450 450 450 4,50 450 450 450 4,50 4,50 450 450 450 4,50 450 4,50
4 393 401 4,02 4,02 4,02 402 402 402 402 402 402 402 402 402 402 4,02
5 364 374 379 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 38 383
6 346 3,58 3,64 3,68 368 368 368 368 368 368 368 368 368 368 368 3,68
7 335 347 354 358 360 361 361 361 361 361 361 361 361 361 361 361
8 326 339 347 352 355 356 3,56 3,56 3,56 3,56 3,56 3,56 356 3,56 3,56 3,56
9 320 334 341 347 350 352 352 352 352 352 352 352 352 352 352 3,52
10 3,15 330 337 343 346 347 347 347 347 347 347 347 347 348 348 348
11 3,11 327 335 339 343 344 345 346 346 346 346 346 347 348 348 348
12 308 323 333 336 340 342 344 344 346 346 346 346 347 348 348 348
13 306 321 330 335 338 341 342 344 345 345 346 346 347 347 347 347
14 303 3,18 327 333 337 3,39 341 342 344 345 346 346 347 347 347 347
15 301 316 325 331 336 3385 340 342 343 344 345 346 347 347 347 347
16 3,00 3,15 323 330 334 337 339 341 343 344 345 346 347 347 347 347
17 298 3,13 322 328 333 336 338 340 342 344 345 346 347 347 347 347
18 297 3,12 321 327 332 335 337 339 341 343 345 346 347 347 347 347
19 296 3,11 319 326 331 335 337 339 341 343 344 346 347 347 347 347
20 2,95 3,10 3,18 325 330 334 336 3238 340 343 344 346 346 347 347 347
22 293 3,08 3,17 324 329 332 335 337 339 342 344 345 346 347 347 347
24 2,92 307 3,15 322 328 331 334 337 338 341 344 345 346 347 347 347
26 291 3,06 3,14 321 327 330 334 336 338 341 343 345 346 347 347 347
28 2,90 3,04 3,13 320 326 330 333 335 337 340 343 345 346 347 347 347
30 2,89 304 3,12 320 325 329 332 335 337 340 343 344 346 347 347 347
40 2,8 301 3,10 3,17 322 327 330 333 335 339 342 344 346 347 347 347
60 2,83 293 308 314 320 324 328 331 333 337 340 343 345 347 348 348
100 2,80 295 305 3,12 3,18 322 326 329 332 336 340 342 345 347 353 3,53
oo 2,77 292 302 309 3,15 319 323 326 329 334 338 341 344 347 3,61 3,67
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Tabela 6: Valores de tq, para uso no teste de Dunnett, ao nivel de 5% de probabilidade.

I=ntmero de tratamentos, GLRES= nimero de graus de liberdade do residuo.

GLRES\'1 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 15 20
5 257 3,03 3,29 348 3,62 3,73 3,82 3,90 3,97 4,03 4,09 4,14 426 4,42
6 245 286 3,10 3,26 3,39 349 357 3,64 3,71 3,76 3,81 3.86 3,97 4,11
7 236 2,75 2,97 3,12 324 333 341 347 3,53 3,58 3,63 3,67 3,78 391
8 231 2,67 2,88 3,02 3,13 3,22 329 335 341 346 3,50 3,54 3,64 3,76
9 226 2,61 2,81 295 3,05 3,14 3,20 3,26 3,32 3,36 340 3,44 3,53 3,65
10 223 257 2,76 2,89 2,99 3,07 3,14 3,19 324 329 333 3.36 345 3,57
11 220 253 2,72 2.84 294 302 3,08 3,14 3,19 323 3,27 330 3,39 3,50
12 2,18 2,50 2,68 2,81 2,90 2,98 3,04 3,09 3,14 3,18 3,22 325 3,34 345
13 2,16 248 2,65 2,78 2,87 2,94 3,00 3,06 3,10 3,14 3,18 3,21 3,29 3,40
14 214 246 2,63 2,75 2,84 291 297 3,02 3,07 3,11 3,14 318 3,26 3,36
15 213 244 261 273 2,82 2,89 295 3,00 3,04 3,08 3,12 3,15 323 3,33
16 212 242 259 271 2,80 2,87 292 297 3,02 3,06 3,09 3,12 3,20 3,30
17 211 241 2,58 2,69 2,78 2,85 290 295 3,00 3,03 3,07 3,10 3,18 3,27
18 210 240 2,56 2,68 2,76 2,83 289 294 298 3,01 3,05 3,08 3,16 3,25
19 2,09 239 255 2,66 2,75 2,81 287 292 296 3,00 3,03 3,06 3,14 3,23
20 209 238 254 265 2,73 2,80 2,86 2,90 295 2,98 3,02 3,05 3,12 3,22
24 2,06 2,35 2,51 2,61 2,70 2,76 281 286 2,90 2,94 2,97 3,00 3,07 3,16
30 204 232 247 258 2,66 2,72 277 2,81 286 2,89 2,92 295 3,02 3,11
40 202 229 244 254 2,62 2,68 2,73 2,77 2,81 2,85 2,87 290 297 3,06
60 2,00 227 241 251 2,58 2,64 269 2,73 2,77 2,80 2,83 286 2,92 3,00
120 1,98 224 238 247 255 260 2,65 2,69 2,73 2,76 2,79 281 2.87 2,95
00 1,96 221 235 244 251 2,57 2,61 2,65 2,69 272 274 277 283 291
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Tabela 7: Distribuicao de Qui-quadrado.
Valor critico de x? tal que P(x% > x3) = a.

GL 00995 00975 0,05 0,025 0,0l 0,005
1 000 000 384 502 6,63 7.8
2 00l 005 599 738 921 10,60
3007 022 781 935 11,34 12,84
4 021 048 949 11,14 1328 14,86
5 041 083 11,07 1283 1509 16,75
6 0,68 124 1259 1445 16,81 18,55
7 099 1,69 1407 16,01 1848 20,28
8 134 218 1551 17,53 20,09 21,95
9 1,73 270 16,92 19,02 21,67 23,59
10 2,16 325 1831 2048 2321 2519
11 260 382 19,68 21,92 24,73 26,76
12 3,07 440 21,03 2334 2622 28,30
13 357 501 2236 2474 27,60 29,82
14 407 563 2368 26,12 29,14 31,32
15 460 6,26 2500 2749 30,58 32,80
16 514 691 2630 2885 32,00 34,27
17 570 7,56 27,59 30,19 3341 35,72
18 6,26 823 2887 3153 3481 37,16
19 6,84 891 30,14 3285 36,19 38,58
20 743 959 3141 34,17 37,57 40,00
21 8,03 10,28 32,67 3548 3893 4140
22 864 10,98 33,92 36,78 4029 4280
23 926 11,69 3517 38,08 41,64 44,18
24 989 12,40 36,42 39,36 42,98 4556
25 10,52 13,12 37,65 40,65 44,31 46,93
26 11,16 13,84 3880 41,92 4564 48,29
27 11,81 14,57 40,11 43,19 46,96 49,65
28 12,46 1531 41,34 4446 4828 50,99
29 13,12 16,05 42,56 45,72 49,59 52,34
30 13,79 16,79 43,77 46,98 50,89 53,67
40 20,71 2443 5576 59,34 63,60 66,77
50 27,99 32,36 67,50 7142 76,15 79,49
60 3553 40,48 79,08 83,30 88,38 91,95
70 43,28 48,76 90,53 95,02 10043 104,21
80 51,17 57,15 101,88 106,63 112,33 116,32
90 59,20 65,65 113,15 118,14 124,12 128,30
100 67,33 74,22 124,34 12956 135,81 140,17
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Tabela 8: Valores criticos da estatistica H=s2, /s%. ao nivel de 5% de probabili-
dade.

g = numero de grupos, r-1 = niimero de graus de liberdade de cada grupo.

r-1\g 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2 39,00 87,50 142,00 202,00 266,00 333,00 403,00 475,00 550,00 626,00 704,00
3 15,40 27,80 39,20 50,70 62,00 72,90 83,50 93,90 104,00 114,00 124,00
4 9,60 15,50 20,60 25,20 29,50 33,60 37,50 41,10 44,60 48,00 51,40
5 715 10,80 13,70 16,30 18,70 20,80 22,90 24,70 26,50 28,20 29,90
6 582 838 1040 12,10 13,70 1500 16,30 17,50 18,60 19,70 20,70
7 499 694 844 970 10,80 11,80 12,70 13,50 14,30 15,10 15,80
8 443 6,00 7,18 812 903 978 10,50 11,10 11,70 12,20 12,70
9 403 534 631 7,11 780 841 895 945 991 10,30 10,70
10 3,72 485 567 634 692 742 787 828 866 901 934
12 328 4,16 4,79 530 572 6,09 642 6,72 7,00 725 748
15 2,86 354 4,01 4,37 468 495 519 540 559 577 593
20 246 295 329 354 3,76 3,94 4,10 424 437 449 459
30 2,07 240 261 2,78 291 3,02 312 321 329 336 3,39
60 1,67 1,85 1,96 204 211 217 222 226 230 233 236
s 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Tabela 9: Valores criticos da estatistica H=s2__/s*. ao nivel de 1% de probabili-
dade.

g = numero de grupos, r-1 = nuimero de graus de liberdade de cada grupo.

r-1\g 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2 199,00 448,0 729,0 1036,0 1362,0 1705,0 2063,0 2432,0 2813,0 3204,0 3605,0
3 4750 85,0 120,0 151,0 184,0 216,0 249,0 281,0 310,0 337,0 361,0
4 23,20 37,0 49,0 59,0 69,0 79,0 89,0 97,0 106,0 113,0 120,0
5 1490 22,0 28,0 33,0 38,0 42,0 46,0 50,0 54,0 57,0 60,0
6
7
8

11,10 15,5 19,1 220 250 27,0 30,0 320 340 360 37,0

880 12,1 145 16,5 184 20,0 220 23,0 240 260 27,0

750 99 11,7 132 145 158 169 179 189 198 21,0
9 654 85 99 11,1 121 131 139 147 153 16,0 16,6
10 585 74 86 96 104 11,1 11,8 124 129 134 139
12 491 61 69 76 82 &7 91 95 99 102 106
15 407 49 55 60 64 67 71 73 75 78 80
20 332 38 43 46 49 51 53 55 56 58 59
30 263 30 33 34 36 37 38 39 40 41 42
60 1,96 22 23 24 24 25 25 26 26 27 27
00 1,00 10 1,0 10 10 10 1,0 1,0 10 1,0 1,0




