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SO(n,R) - Special orthogonal group

Lema 1

SO(n,R) = {A ∈ Rn×n | AT A = I, det(A) = 1} é conexo por caminhos.

Sejam n = 2m e A ∈ SO(n,R). Denote c j = cosθ j e s j = sinθ j;

Considere P ∈ Rn×n ortogonal e R j =

(
c j −s j

s j c j

)
tais que

A = P

 R1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · Rm

PT ;

Defina f : [0,1]→ SO(n,R) por f (t) = P

 R1(t) · · · 0
...

. . .
...

0 · · · Rm(t)

PT ,

onde R j(t) =
(

cos(tθ j) −sin(tθ j)
sin(tθ j) cos(tθ j)

)
;

f está bem definida, é contı́nua, f (0) = I e f (1) = A.
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GL(n,R) - General linear group

Lema 2

O conjunto GL+(n,R) = {A ∈ Rn×n | det(A)> 0} é conexo por caminhos.

Vamos primeiro escrever A = QP, com P definida positiva e Q ortogonal;

AT A é simétrica e definida positiva;

AT A =V DV T , com V TV = I, D = diag(λ1, . . . ,λn) e λ j > 0;

Defina M = diag(
√

λ1, . . . ,
√

λn) e N = diag(1/
√

λ1, . . . ,1/
√

λn);

A matriz P =V MV T é simétrica e definida positiva;

Q = AV NV T é ortogonal, pois QT Q =V NV T AT AV NV T = I;

Temos QP = AV NV TV MV T

= A e det(Q) = det(A)/det(P)> 0;

Seja f : [0,1]→ SO(n,R) contı́nua com f (0) = I e f (1) = Q;

Defina g : [0,1]→ GL+(n,R) por g(t) = f (t)P;

Assim, g está bem definida, g(0) = P e g(1) = A;

Defina h : [0,1]→ GL+(n,R) por h(t) = (1− t)I + tP.
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Vamos primeiro escrever A = QP, com P definida positiva e Q ortogonal;
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AT A é simétrica e definida positiva;

AT A =V DV T , com V TV = I, D = diag(λ1, . . . ,λn) e λ j > 0;

Defina M = diag(
√

λ1, . . . ,
√

λn) e N = diag(1/
√

λ1, . . . ,1/
√

λn);
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Vamos primeiro escrever A = QP, com P definida positiva e Q ortogonal;

AT A é simétrica e definida positiva;

AT A =V DV T , com V TV = I, D = diag(λ1, . . . ,λn) e λ j > 0;

Defina M = diag(
√

λ1, . . . ,
√

λn) e N = diag(1/
√

λ1, . . . ,1/
√

λn);

A matriz P =V MV T é simétrica e definida positiva;

Q = AV NV T é ortogonal, pois QT Q =V NV T AT AV NV T = I;

Temos QP = AV NV TV MV T = A e det(Q) = det(A)/det(P)> 0;

Seja f : [0,1]→ SO(n,R) contı́nua com f (0) = I e f (1) = Q;

Defina g : [0,1]→ GL+(n,R) por g(t) = f (t)P;

Assim, g está bem definida, g(0) = P e g(1) = A;

Defina h : [0,1]→ GL+(n,R) por h(t) = (1− t)I + tP.


