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Distância entre dois pontos

Dados A = (x0,y0,z0) e B = (x1,y1,z1);

dist(A,B) = ‖−→AB‖ =
√

(x1− x0)2 +(y1− y0)2 +(z1− z0)2;

Note que ‖−→AB‖2 =
−→
AB ·−→AB.
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Distância entre ponto e reta

Dados P e r :
{

A
~v

;

d = dist(P,r) =?

‖~v‖d = Sp = ‖
−→
AP×~v‖;

d =
‖−→AP×~v‖
‖~v‖

.
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Exercı́cios

Exercı́cio 1

Sejam A = (1,2,−1), B = (2,0,1) e C = (3,2,1) vértices de um triângulo.

Calcule a altura do triângulo relativa ao lado AB.

r :
{

A
B

;

h = dist(C,r) =
‖−→AC×−→AB‖
‖−→AB‖

;

−→
AB = (1,−2,2),

−→
AC = (2,0,2);

−→
AB×−→AC = (−4,2,4);

h = 2.
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Calcule a altura do triângulo relativa ao lado AB.

r :
{

A
B

;

h = dist(C,r) =
‖−→AC×−→AB‖
‖−→AB‖

;

−→
AB = (1,−2,2),

−→
AC = (2,0,2);

−→
AB×−→AC = (−4,2,4);

h = 2.



Exercı́cios

Exercı́cio 1

Sejam A = (1,2,−1), B = (2,0,1) e C = (3,2,1) vértices de um triângulo.
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Calcule a altura do triângulo relativa ao lado AB.

r :
{

A
B

;

h = dist(C,r) =
‖−→AC×−→AB‖
‖−→AB‖

;

−→
AB = (1,−2,2),

−→
AC = (2,0,2);

−→
AB×−→AC = (−4,2,4);

h = 2.



Exercı́cios

Exercı́cio 1

Sejam A = (1,2,−1), B = (2,0,1) e C = (3,2,1) vértices de um triângulo.
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Distância entre ponto e plano

Sejam P = (x0,y0,z0) e π : ax+by+ cz+d = 0;

d = dist(P,π) = dist(P,P∗)

r : (x,y,z) = (x0 +at,y0 +bt,z0 + ct) , P∗ = r∩π;

a(x0 +at)+b(y0 +bt)+ c(z0 + ct)+d = 0;

‖~n‖2t +ax0 +by0 + cz0 +d = 0⇒ t∗ =−ax0 +by0 + cz0 +d
‖~n‖2 ;

P∗ = (x0 +at∗,y0 +bt∗,z0 + ct∗) = P+ t∗~n;

d = ‖
−−→
PP∗‖ = |t∗|‖~n‖ = |ax0 +by0 + cz0 +d|

‖~n‖
.
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Distância entre ponto e plano: outro modo

Sejam P = (x0,y0,z0) e π : ax+by+ cz+d = 0;

d = dist(P,π) =?

Considere A = (x,y,z) ∈ π arbitrário e o vetor
−→
AP;

~n = (a,b,c), vetor normal ao plano π;

d =
∥∥∥proj~n

−→
AP
∥∥∥ = ∥∥∥∥∥

(−→
AP ·~n
~n ·~n

)
~n

∥∥∥∥∥ = |
−→
AP ·~n|
‖~n‖

;

−→
AP ·~n = a(x0− x)+b(y0− y)+ c(z0− z) = ax0 +by0 + cz0 +d;

d =
|ax0 +by0 + cz0 +d|

‖~n‖
=
|ax0 +by0 + cz0 +d|√

a2 +b2 + c2
.
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Exercı́cios

Exercı́cio 2

Considere um ponto P e um plano π de modo que dist(P,π) = d.

Descreva o
conjunto C = {Q ∈ π | dist(P,Q) = δ} para cada valor do parâmetro δ ∈ R.

Para δ < d, temos C = /0;

δ = d⇒ C = {Q};
δ > d⇒ C é uma
circunferência:
Centro: P∗, raio:

√
δ2−d2;

Intersecção do plano com a
esfera de centro P e raio δ.
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Para δ < d, temos C = /0;

δ = d⇒ C = {Q};
δ > d⇒ C é uma
circunferência:
Centro: P∗, raio:

√
δ2−d2;

Intersecção do plano com a
esfera de centro P e raio δ.



Exercı́cios

Exercı́cio 2

Considere um ponto P e um plano π de modo que dist(P,π) = d. Descreva o
conjunto C = {Q ∈ π | dist(P,Q) = δ} para cada valor do parâmetro δ ∈ R.
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circunferência:
Centro: P∗, raio:

√
δ2−d2;

Intersecção do plano com a
esfera de centro P e raio δ.



Exercı́cios

Exercı́cio 2

Considere um ponto P e um plano π de modo que dist(P,π) = d. Descreva o
conjunto C = {Q ∈ π | dist(P,Q) = δ} para cada valor do parâmetro δ ∈ R.
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C é uma
circunferência:
Centro: P∗, raio:

√
δ2−d2;

Intersecção do plano com a
esfera de centro P e raio δ.



Exercı́cios

Exercı́cio 2

Considere um ponto P e um plano π de modo que dist(P,π) = d. Descreva o
conjunto C = {Q ∈ π | dist(P,Q) = δ} para cada valor do parâmetro δ ∈ R.
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Para δ < d, temos C = /0;

δ = d⇒ C = {Q};
δ > d⇒ C é uma
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r :
{

P
~v

;

Tome~u//s;

Faça~n =~u×~v;

Tome Q ∈ s;

dist(r,s) =
|−→PQ ·~n|
‖~n‖

=
|−→PQ ·~u×~v|
‖~u×~v‖

=
|
(−→
PQ,~u,~v

)
|

‖~u×~v‖
.
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