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Integracao Numerica
Integracao Definida
a integral definida da funcao f(x) no intervalo [a,b]

corresponde a drea sob a curva definida pela funcao f(x) e o
eixo X, entre os valores de x=a e x=b
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Integracao Numerica

Integracao Definida

Ha duas situacdes em que é impossivel encontrar o valor exato de uma integral
definida.

b
A primeira situagao decorre do fato de que, a fim de avaliar L fx)dx ysando o
Teorema Fundamental do Calculo, precisamos conhecer uma antiderivada de f.

No entanto, as vezes, é dificil, ou mesmo impossivel, encontrar uma antiderivada.

A segunda situacao ocorre quando a funcao é determinada a partir de um
experimento cientifico e/ou através de leituras de instrumentos ou dados coletados.

Em ambos os casos, podemos determinar valores aproximados de integrais definidas
através de método numérico.
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Integracao Numeérica

Integracao Numérica — Aplica¢oes
» Exemplos de como a integracao numérica é usado em aplicacdes cientificas e de
engenharia.
(a) Um topdgrafo quer conhecer a area de um campo delimitado por um cdrrego
sinuoso e duas estradas.

(b) Um hidrélogo deseja calcular a area da secao transversal de um rio.

(c) Um engenheiro estrutural necessita determinar a forca resultante devido a um
vento nao uniforme soprando contra a lateral de um arranha-céu.

-

(a) (b) (c)
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Integracao Numerica

Integral Numérica — Teorema de Rieman

» Aintegracao é um processo de soma. Assim, na pratica todas as aproximacoes
numeéricas podem ser representadas pela soma

| = Ib f(x)dx = Zn:wif(xi) +E,
onde: ? i=1
- (x;, f(x,) ) sdo valores conhecidos da fungao
- n é o numero de subintervalos em que o intervalo [a,b] foi dividido
- W, S30 0S pesos
- E, é 0 erro de truncamento (aproximagao)

» Aformula é valida para qualquer fung¢ao continua e limitada no intervalo fechado de
integracao [a,b]

» Existem diversas regras (formas analiticas) para determinar integrais de funcdes e
que podem ser utilizadas na pratica.
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Integracao Numeérica

Integracao Numeérica — Terminologia
» Uma particao (de tamanho n) de um intervalo [a,b] € um conjunto de pontos:

A=Xy<X; <X, <X3<..<X,=b

» Uma parti¢ao regular possui todos pontos igualmente espacados.

» Cada par de pontos consecutivos forma um subintervalo [x;, x.,,].
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Integracao Numerica

Integracao Numeérica
» A férmula de integracao numérica mais comum é baseado em pontos igualmente
espacados.

» Dividindo [a,b] = [x,, Xx,] em n intervalos (n > 1)

| = anf(x)dx = jxxlf(x)dx +szf(x)dx +...+Lxrj f(x)dx
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Integracao Numerica

Integracao Numérica — Técnicas Classicas

» Quando técnicas de integracao analitica ndao podem ser usadas para resolver
alguma integral, entao dentro de cada intervalo de integracao aproximamos f(x) por
um polinbmio de ordem (grau) m.

p.(X)=a, +a,x+a,x’ +...+a_x"

» A ordem m dos polindbmios pode ser a mesma para todos intervalos ou pode ter um
valor especifico para cada intervalo

» Suponha a particao do intervalo [a,b] em n subintervalos
a=Xy < X; <X, <X3<..<X,=b.

b
Entdo a integral I f(x)dx Pode ser representada nas forma abaixo
a

| = j "E(x)dx = j (%) dx + j ZF X)X .. + j f(x)dx

| = J.XX; f(x)dx = J-leml (x)dx + IXZ Pm, (x)dx +...+ Ixn Pm,, (x )dx

X0 X1 Xn-1
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Integracao Numeérica

Integracao Numeérica — Técnicas Classicas

» As técnicas mais comuns de integracao numeérica sao:
m| Polinbmio Formula Erro

1 linear Trapezoidal| O(h?)
2 | qugdratico | Simpson1/3| O(h*)
3 ubicor\\Simpson?»/S O(h*)

S(x) 4

N
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Integracao Numeérica

Regra dos Trapézios
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Integracao Numeérica

Regra dos Trapézios
» Exemplo de aproximacao do grafico da funcao f(x) por 6 segmentos de reta.
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Integracao Numerica

Regra dos Trapézios — Definicoes
Numericamente a regra dos trapézios é obtida aproximando-se f por um
polindbmio interpolador de 1° grau.

Em seguida calcula-se a area do trapézio cuja base esta sobre o eixo dos x.

Aproximacao linea

f(a) t
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Integracao Numerica

Regra dos Trapézios — Deduc¢ao da Férmula

Gera-se varios trapézios e soma-se as areas dos mesmos.

Quanto mais trapézios, mais proxima a area total esta da area real.

Em geral, qualguer conjunto de pontos que particiona o intervalo [a, b] pode ser
utilizado como uma aproximacao trapezoidal.

Sugere-se usar particao regular (pontos igualmente espacados) pois permitird um
processo de calculo mais facil.

a

f(x)

e | 1

0T

»
>

Area aproximada usando 2 trapezoides.

a

a+b

2

»
>

D a  3a+b a+b a+3b

4 2 4
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Integracao Numeérica

» n=1-1intervalo

f(x)]

f(b)

v

Regra dos Trapézios — Para n=1 Subintervalos

area do retangulo

(b —a)f(a)

area do triangulo

(b —a)(f(b) = f(a))

2

area do trapézio

(b —a)(f(b) + f(a))

2
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Integracao Numeérica

Regra dos Trapézios — Para n Subintervalos

» n>1 - nintervalos i _
Areaz%(f(xzh—f(xl))

O intervalo [a,b] é

particionado em n segmentos

f(x)

a=X, <X, <X, <..<x,=b

(b . 3 intervalos
entao j f(x)dx é igual a soma
a

das éreas dos n trapézios. \ f(x)

v
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Integracao Numeérica

Regra dos Trapézios — Para n Subintervalos

» nintervalos — intervalos igualmente espacados

1(b

b —
| redx =3 (T“> (F(@) + 2f (1) + 2f (42) + -+ + 2f Cena) + F(B))

b 1/p — n—1
| e~ 5( . “) fl@)+2 Z Fxi) + £ (b)

fx)

x;=a+h xi /

_(b-a)
n

Ax =h

"'( 4

<
/ N
Xo X \ RS X3 Xy Xs

Il=b,,“ o =1bh
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Integracao Numeérica

Regra dos Trapézios — Exemplo 1

Integre f(x)=0,3+20x—140x +730x’ —810x" +200x° de a=0,2 até b=0,8

valor exato

[ (0,3+20x~140¢ +730x' —810x' +200x° Hx=12,8237

40

35 1

30 1

25 1

20 1

15 1

10 1

continua ...
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Integracao Numeérica

Regra dos Trapézios — Exemplo 1
Integre f(x)=0,3+20x—140x +730x’ —810x" +200x° de a=0,2 até b=0,8

i) Para n=1 subintervalo

1= (b —a)M - (0,8—0,2)34’22; 3811126

321
Erro = (12,8237 — 11,26) = 1,5637 (12,19%) -
213
177
141
105
.04 4

33

026 032 038 044 05 056 062 068 0.4

continua ...
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Integracao Numeérica

Regra dos Trapézios — Exemplo 1

ii) Para n=3
r"'FF_-L“w . n—1
21 B M{f(aﬁ 55" Ha i)+ f(b)} _
985 2n i=1
9 _ %[f(o,zﬁ 2((0,4)+£(0,6) + £0,8)]
213
177 = 0(;6 3,31+2(13,93+30,16)+34,22] =12,57
141
105
ey Erro = (12,8237 — 12,57) = 0,2535 (1,98%)
3306

e D T T N rEr A g =
026 032 038 044 05 056 062 068 074

continua ...
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Integracao Numeérica

Regra dos Trapézios — Exemplo 1

i) Paran =6 PN
321

28,0
240
213
177
141
10,5
6,04
i
334 =
(0,8-0,2)
|= e [f(0,2)+2[f(0,3)+(0,4)+(0,5)+(0,6)+ f(0,7)]+ (0,8)] =

0,6
=7 3,31+2(7,34+13,93+22,18+30,16+35,22)+ 34,22|= 12,76

Erro = (12,8237 — 12,76) = 0,0637 (0,4967%)
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Integracao Numeérica

Regra dos Trapézios — Exemplo 2
com3e4

Estimar a integral (2" .2 .
g J sinxdx
0

particoes.

4 subintervalos

3 subintervalos
028 _‘/f’-—\\\

ﬂ.ﬂﬂ"'/\
0 = 0
-(28 ,I' -0.28
-(.56 r" ~(.56
=) 84 .’II -84
112 ;' 112
-14 { -14
-1.68 -1.68
196 Iﬁk_k f.'[ -1.96
-2.24 -2.24
063 126 189 252 315 378 441 504 567

http://www.zweigmedia.com/RealWorld/integral/integral.html

T "—\—-‘I

063 126 180 252 315 378 441 504 567

continua ...
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~N V4 ]
Integracao Numerica
n 5,
Regra dos Trapézios — Exemplo 2 %sinxdx = —4
... continuacao °

(valor exato)

n=3 2n-0 2n f(x) = %5 sinx

Ax = =
3 3 21
Xo=a=0 [ % sinxdx ~ ——(f(O) 2f(2 )+ 2f(%2 )+ f(2m()

2n
X1 =Xg +Ax =~ _ _
Lot 3 z—(0+2§sm%“+2%sm%"+0)

Xy =Xq +Ax = 4T
C ’ Dfasy )5—24\/3_—8\@7[
3 3

“\s

=-2,418

32
X3 =b=2n g3 t5 - 13




Integracao Numeérica

Regra dos Trapézios — Exemplo 3
» Calcule a integral definida.

10

1 1 2
= 5(103 —2°)= g(1000—8) = % ~ 330,66 (Valor exato)

10 1
j x2dx = = x>
2 3

2

» Implemente um cddigo em VBA que aplica a regra do trapézio para calcular a integral
aproximada da funcao especificada.

140 | Trapézios | Integral

120 |- 7 1 416

0 |- o 2 352

ni ] 4 336

A / _ 10 331,52

e 50 330,7
°| _ 100 330,675
*I . 1000 330,666
ol ; , " . 10000 330,66666
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Integracao Numerica

Regra dos Trapézios — Estimativa do Erro
Hipotese: f''(x) é continua em [a,b], os intervalos sao iguais (comprimento igual a h)

b
Teorema: Se o0 método dos Trapézios é usado para aproximar I f(x)dx entao
a

Erro = —% h?f'(€), onde € e |a,b]
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Integracao Numerica

Regra dos Trapézios — Erro — Exemplo
» Quantos intervalos igualmente espacados sao necessarios para calcular, com uma

Tt
precisao de 5 casas decimais, a integral IO sin(x)dx ?

n 1
j sin(x)dx, achar h talque [Erro| SExlO_5
0

Erro] SE h? max [ ()|
12 xela,b]

b=m a=0; f'(x)=cos(x); f'(x)=-sin(x)

"' (x)| < 1= [Erro| < T2<lii0d
12 2

= <%0 o h<0,00437
Tt

(b—a) = I =719 intervalos
h 0,00437 continua ...
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Integracao Numerica

Regra dos Trapézios — Erro — Exemplo

... continuacao

J, sin(x)dx =~ cos(x); = ~[cos(r)—cos(0)] =2 (vor exato)

Numero dos Trapézios Integral
1 0
700 1,999800000
718 1,999996600
719 1,999996818
1000 1,999996835

(b-ap’ 1 .
Erro| < o max ['(x)| (h = 0,00436939172961028) \Erro\sgxlo
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