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Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Ajuste Linear — Motivacao

Seja a tabela de dados

X -10 | -0,75| -06 | -05 | -0,3 | 0,0 0,2 0,4 05 1| 07 | 10
f(x) 1,0 1,7 1,5 2,4 2,0 2,0 4,0 3,8 40 | 50 | 45
_________________________________ 6_______________________________________

_________________________________ 5___________________‘__________________
Observa-se que o0s pontos

"""""""""""""""""" 47 % g% parecem pertencer a uma reta.
"""""""""""""""""" ST A pergunta é: qual a melhor reta
- PN que os aproximaria? Qual a reta

PN y=mx+b que melhor se ajusta aos
----------- T e WL o - 1o [ o -

15 1 05 o 05 15

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina



Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Formula do Ajuste Linear
Deseja-se minimizar a distancia vertical entre os pontos e a reta y=mx+b

Encontrar a equacao da reta que minimiza
o Erro Total E = (e,)? + (e,)% + (e5)* + (e,)?

e E=(e)?+(e,)*+ (e;5)* +...+(e,)* para n pontos dados
o E = [f(x;) =y, 1% + [f(X,) = Y, )2 + ... + [f(x.)—y,]?
eE=[mx, +b—y, ]2+ [mx, +b—y,]2+..4 [mx_ +b—y_]?

e E=3(mx+b-y)?
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Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Formula do Ajuste Linear
» Questao: como minimizar o Erro Total?

E=3(mx+b-y.)* (Erro total)

» Como x e y sao constantes, sera necessario encontrar m e b gue minimizam o erro.
Isto é realizado determinando:

OE/Om =0 OE/0b =0

» Os valores de m e b que satisfazem estas equacdes podem corresponder a pontos
de minimo ou de maximo de E

» Como a expressdo de E é a soma de quadrados ( Y(mx+ b —y. )> que nunca sdo
negativos) entdo E é um paraboloide virado para cima, e portanto a solucao sera
um ponto de minimo.

» Isto pode ser provado usando as derivadas parciais de segunda ordem.
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Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Formula do Ajuste Linear
E=5(mx +b-y,)?

€& minimizado quando as derivadas parciais em relacao a cada variavel (m b) sdo nulas.
Ou seja, OE/Om =0e 0E/0b =0

-1 du
obs: —ut=nutt—
dv dv

(a) fazendo u =(mx, + b—y.) e v=m, du/dv = xi

OE/Om =2(2 (mx. +b—y).x ) =2E(mx? +bx.—xy,)=0 mXx?+ bXx = Zxy.

mX(x2) + bZx. = Z(x.y;) (eq. 1)
(b) fazendou=(mx,+b-y)ev=b,du/dv=1
OE/Ob =2(2(mx.+b—y.).1)=2(mZx,+2Zb—-2y.)=0 mXx. +Xb=2Xy.

fazendo Xb = (b.n), onde n é o n2 de pares (x;, v;)
mXx; + bn = 2y, (eq. 2)
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Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Formula do Ajuste Linear
Em seguida deve-se resolver o sistema de equacdes em relacao as variaveisme b
{mfo +bIx. ==xy. (eq.l)

mXX. +bn =2y, (eq.2)
Resolvendo em relacdao a m

nmXx.2 + bnXx. = nXx.y, multiplicando eq.1 por n (eq.3)
MXEX.2ZX; + bn2x, = 2y.2x, multiplicando eq.2 por 2x (eq.4)
nmXx.2 — mEIxXZx, = nXxy. — Xy.Xx. fazendo (eq.3) - (eq.4) (eq.5)
m(nZx?2— ZxZx;) = nZxy, — Xy,;2x,  isolando m (eq.6)

m = N2X;Y; — 2Y; 2
NIX’ — IX.ZX.

(eq.7)

_ DKy —EXYiEX

; (eq.8)
nIx: — X XX

substituindo (eq.7) na (eq.2) b
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Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Formula do Ajuste Linear

» Uma medida de quao bom é o ajuste da reta aos dados é dado pelo Coeficiente de
Correlacao de Pearson, geralmente denominado der

> xy=(3 x> yhn
% -(Exfm[>y: -y,

» O coeficiente de correlacdo r mede o grau de relacdao entre duas variaveis. A
correlacao esta sempre entre -1 e 1.

» O valor -1 corresponde a correlacao negativa perfeita e o valor +1 corresponde a
correlacdo positiva perfeita. O coeficiente de correlacao (zero) indica que as duas
variaveis nao estao correlacionadas linearmente.
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Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Ajuste Linear — Exemplo 1
Ache a aproximacao linear através dos minimos quadrados para os dados: (1,1), (2,4), (3,8)

m_nZ&%—ZMZK b_zﬁZ%_lxyiﬁ

y=mx+b
NZX’ — IX.ZX. NZX’ — X ZX.
- | |
Sx = 142+3= 6
inxi =12422+32 =14 6 - # |
Yy, = 1+4+8 = 13
2xy; = 1.1+2.4+3.8 = 33 4l i
n =3 (numero de pontos)
2 -
_3x33-6x13 7
3x14-6x6 2 o b ]
,_14x13-33x6 _ 8
3x14-6x6 3 2 )
v 7x 8
= = _ I l | I |
2 3 ) 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
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Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Ajuste Linear — Exemplo 2
Ache a aproximacao linear através dos minimos quadrados para os dados

8

X f(x)
-1,00| 1,0
-0,75| 1,7 °r §
-0,60| 1,5 >
-0,50| 2,4 4 - _ ,,f |
-0,30| 2,0
0,00 | 2,0 L |
0,20 | 4,0
0,40 | 3,8
0,50 | 4,0 AN .
0,70 | 5,0 y =1,99457x + 2,96346
1,00 | 4,5 > | | | | | | |

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 L5 5
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Método dos Quadrados Minimos

Ajuste Quadratico
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Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Ajuste Quadratico — Motivacao
Seja a tabela de dados

X (f(x) 3 | | |

-1,00| 2,10
-0,75| 1,15 2" .
-0,60 | 0,50

-0,50 | 0,40 15 - |
-0,30| 0,50

0,00 | 0,00 A .
0,20 | 0,20

0,40 | 0,60 05 |- .
0,50 | 0,51

0,70 | 1,20 . | o |

1,00 | 2,10 -1 -0.5 0 0.5 1

» Vemos que 0s pontos parecem uma parabola.

» A pergunta é: qual a melhor parabola que os aproximaria? continua ...

12
Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina



Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Ajuste Quadratico — Férmula

» O método dos quadrados minimos pode ser estendido para ajustar aos dados
polindbmios de segundo grau

f(x) =a+bx+cx?,

Erro: E:Z(ei)z :Z(f(xi)—yi)z =Z(a+bxi —I—Cxi2 —yi)2

min E(a,b,c)= n (a+bxi +ex’ —yi)2

i=1
Condicbes necessarias:

OE(a, b, c) _o, OE(a, b, c) _o, OE(a, b, c) 0
0a ob oc

13
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Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Ajuste Quadratico — Férmula
obs: u = (a+bx. +cx.2)

n

minE(a,b,c)=2(a+bxi+cxi2—yi)Z v=a du/dv=1
=1 v=b du/dv=x
v=c du/dv=x?
(0E(a,b,c) < , : ] i i
da —2;(a+bxi+cxi yi)—O an+b ) x, +c) xX=>y,
i=1 i=1 i=1

OE(a,b,c) < 2 _ n n n s
T—Zg(ﬁbxﬁcxi v Jx =0 a;xi+b;x?+c;xi3=gxivi
b, _,

X 2 2 n n n n
oc ;(a+bxi+cxi v 6 =0 a) xX+b ) xP+cd x' = xly,
L i=1 i=1 i=1 i=1

N\

para o ajuste linear o sistema de equacodes foi resolvido de forma genérica, determinando os
valoresdemeb

para o ajuste quadratico, o sistema de equacodes lineares na forma Ax = b com vetor de
incognitas x = [a b c] deve ser construido substituindo os valores de x; y, nas equag¢des acima
para obter os elementos das matrizes A b

este sistema de equacdes deve ser resolvido empregando qualquer dos métodos ja vistos

anteriormente
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Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Ajuste Quadratico — Exemplo
Ajuste um polindmio de segundo grau aos seguintes dados

/.

n

azn:xi +bzn:xi2 +CZX? = Zn:xiyi

i=1 i=1 i=1 i=1
azn:xf +bzn:xi3 +czn:xi4 = Zn:xfyi
L i=l i=1 i=1 i=1

Xi 0 1 2 3 4 5 >=15

vi (21 17,7 136 (27,2 (40,9 |61,1 |5=152,6

xi |0 1 4 9 16 25 $=55

xi |0 1 8 27 64 125  |225

xi. |0 1 16 81 256  |625 |$=979
xiyi |0 7,7 1272 |81,6 |163,6 (3055 |5=585,6
X yi |0 7,7 |54,4 [244,8 |654,4 |1527,5 5=2488,8

AN+b X +C X =2, 6a+15b+55c=152,6

15a +55b+225¢c=585,6
55a+225b+979 c=2488,8
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Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Ajuste Quadratico — Exemplo

... continuacao

6a+15b+55¢c=152,6
15a+55b+225¢=585,6
55a+225b+979c=2488,8

Resolvendo...

a=2,4786,b=2,3593,c=1,8607

f(x) =2,4786+2,3593x+1,8607x"

100

80

60

40

20

f(x) =2,4786+2,3593x +1,8607x &
yo
— -fl I | | |
0 1 2 3 4 5
16
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Método dos Quadrados Minimos

Ajuste Polinomial
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Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Ajuste Polinomial

p(x)=a, +ax+a,x’ +..+a_x"

E= Z(ao +a,X, +ax’ +...+a_x" —yi)2 (Erro total)

1°) Calcular as derivadas parciais da equacgao do Erro total em relagdo a cada um dos
coeficientes desconhecidos: p.ex. a derivada parcial em rela¢ado a a,

% = ZZ(aO raX +a,X2 +od, X -y, )X
2

29) Estas equacdes sdo igualadas a zero para minimizar o erro total.

39) Este conjunto de equacdes resulta em m+1 equacdes que podem ser resolvidas
usando eliminacao de Gauss para determinar a,, a,, a,,..., a,,.

49) Utilize os coeficientes a,, a,, a,,..., a,, para escrever a equagao do polinémio.

18
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Método dos Quadrados Minimos

Ajuste Geral
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Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Ajuste Geral
Ajustar a funcao f(x), tal que

f(x) =a, +a,f; (x)+ a,f, (x)+ ..+a_f (x)
O Erro Total é

E= Z(ao +a,f(x)+a,f,(x)+..+a_f (x)-y.) (Erro total)

1°) Calcular as derivadas parciais da equacdo do Erro total em relagdo a cada um dos
coeficientes desconhecidos.

29) Estas equacdes sao igualadas a zero para minimizar o erro total.

39) Este conjunto de equacdes resulta em m+1 equacdes que podem ser resolvidas
usando eliminacao de Gauss para determinar a,, a,, a,,..., a,,.

4°) Utilize os coeficientes a,, a,, a,,..., a,, para escrever a equag¢ao do polindmio.

20
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0.1
0.39
0.68
0.97
1.26
1.55
1.84
2.13
2.42
2.71

Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Ajuste Geral — Exemplo

0.0263
-0.7956
-0.9021
-0.7016
-0.3121
0.1957
0.7682
1.3635
1.9533
2.5265
3.0932

Deseja - se encontrar uma funcao da forma:
f(x) =aln(x) + bcos(x) +ce* para ajustar aos dados (X, y).

i=1

CondicOes necessarias para obter o minimo:

N

OE(a, b, c) 0

O a
M =0; = EquacdesNormais

Ob
OE(a, b, c) _0

0cC

continua ...
21
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Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Ajuste Geral — Exemplo

E(a,b,c) = Z(f(x) y.)? —Z(aln(xi)+bcos(xi)+cexi—yi)z

=1

ny In(x) % (Vx cos(x) = —sen(x) %X(ex)ze
aE/a 22 aln(x.) +bcos(x.) +ce® —y(}/)

Xi

In(x;) coS(X; ) Yi
Zl X; +h Z X Z1 X; Zl X; (a1
a%b =iz_81: 2(aln(x,)+bcos(x,)+ce’ -y, )( —sen(x))=0
a Zsl In(x;)sen(x;)+Db _Zglcos(xi)sen(xi) +C Zslexi sen(x.) = Zgl y.sen(x.) (eq.2)
5%(: =i281:2(a In(x;)+bcos(x,)+ce” -y, Xexi )= 0
a ZB: In(x;)e™ +b icos(xi)exi +C iexiexi = i y.e (eqg.3)

i 22
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Método dos Quadrados Minimos

Método dos Quadrados Minimos — Ajuste Geral — Exemplo

... continuacao

0.1
0.39
0.68
0.97
1.26
1.55
1.84
2.13
2.42
2.71

0.0263

-0.7956
-0.9021
-0.7016
-0.3121

0.1957
0.7682
1.3635
1.9533
2.5265
3.0932

-23.787a +12.935b  50.5595¢ =-0.12021 a=-0.68275
2.187338a -0.00352b+41.90914¢c  =3.13273 b=-1.69575
55.29295a  -41.4495 +915.118c =133.4216 ¢=0.110242

3.5

3 X
25
2 /
1.5 /
| /
0.5 i
0 '_'V T T '! T : T ;
05 ¢ \ 0.5 I X 15 2 25 3 3.5
-1 \’{ /

-1.5

f(x) = -0.68275In(x) - 1.69575 cos(x) + 0.110242 &*
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