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Resolucao de Sistemas Lineares

“75% dos problemas cientificos envolvem a resolucao de

um sistema de equacdes lineares.” (salete Souza de Oliveira Buffoni, UFF)
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Resolucao de Sistemas Lineares

Introducao

* Um sistema linear é um conjunto de m equacoes lineares envolvendo n variaveis
(x),i=1,2,..,n.

* Uma equacao linear s6 apresenta termos proporcionais as variaveis na primeira
poténcia (termos do tipo ax,):

a;X;+a,X, +aXg+...+ax, =b
ndo apresenta fun¢do aplicada a variavel x,, tipo
Xn

In(x)
cos(x)
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Resolucao de Sistemas Lineares

Forma geral — Definicao

Sistema com m equacodes e n variaveis (incognitas)

a; X, +aLXx, +..+a, X +=b,

1In*n

2n“*n

JBaXy F 85X, +ot 8Kt =b,

(X, HALX, oA X+ = b

all a12 aln W Xl 1
aZl a22 a2n X2 _ 2
_aml am2 aan_xn_ _bm_
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Resolucao de Sistemas Lineares

Sistema linear quadrado — Definicao

Em um sistema linear quadrado o niumero de varidveis é igual ao numero de
equacoes (m=n).

a;, X, +a,Xx, +...+a, X, =b,

2n“*n

)Xy +a,,X, +...+a, X, =b,

(31X, HaLX, +ota X, = b,
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Resolucao de Sistemas Lineares

Sistema Linear — Exemplo

Suponha que a velocidade de subida de um foguete em 3 momentos diferentes é
dada por:

Velocidade (m/s)

5 106,8
8 177,2
12 279,2

Em qualquer instante de tempo, a velocidade é aproximadamente v(t)=at?+bt+c.
Determinar os valores de a, b e c.

Pode-se configurar as equagdes na forma de um sistema de equacdes lineares para
encontrara, b e c.

v(5) = a(5%) + b(5) + c=25a + 5b + c = 106,8

v(8)=a(8%) +b(8)+c=64a+8b+c=177,2

v(12) = a(122) + b(12) + c=144a + 12b + c = 279,2

continua...
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Resolucao de Sistemas Lineares

Sistema Linear — Exemplo

...continuagao

25a+5b+c=106,8 25 5 1 a 106,8
64a+8b+c=177,2 A=|64 8 1| x=|bl|b=[1772

1443+12b+c=279,2 144 12 1 C 279,2_
a 0.290472]
b|{=| 19.6905
c| | 1.08571 |
v(t)=at* +Dbt+c
=0.290472t* +19.6905t +1.08571, 5<t<12

v(6)=0.2904726)° +19.69056)+1.08571
=129.686 m/s.

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina



Resolucao de Sistemas Lineares

Resolucao

* Resolver um sistema linear significa encontrar os valores numéricos das
variaveis X, X,, X,..., X, que satisfazem todas as equagdes do sistema.

* A solucdao pode nao existir, nem ser unica

* Quanto a solucao:
|. Sistema possivel (consistente) determinado: uma Unica solucao
Il. Sistema possivel (consistente) indeterminado: infinitas solucdes
lll. Sistema Impossivel (inconsistente) : ndo possui solucao

)
a; X, +apX, +..+a;, x, =b,

2n"*n

<a21x1+a22x2+...+a X =Db,

a3, X; +a,X, +..+ta, x, =b

n
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Resolucao de Sistemas Lineares

Teorema 1

Young, T., Mohlenkamp, M.J. Introduction to Numerical Methods and Matlab Programming for Engineers
O sistema Ax = b pode possuir

- uma unica solucao

- nenhuma solucao

- infinitas solucdes

O que determina a situacdo acima é a matriz A

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina



Resolucao de Sistemas Lineares

Teorema 2
Young, T., Mohlenkamp, M.J. Introduction to Numerical Methods and Matlab Programming for Engineers

Seja o sistema Ax = b, tal que A € uma matriz nxn

As afirmacdes abaixo sdao equivalentes (se uma é valida as demais também sao
validas)

Sistema possivel (consistente) determinado: uma uUnica solucao

1) O determinante da matriz A é diferente de zero

2) O sistema possui uma solugao que é Unica paracada b
3) A matriz A possui uma inversa

4) A Unica solucao paraAx=0éx=0

5) As colunas da matriz A sao linearmente independentes
6) As linhas da matriz A sao linearmente independents

Se a matriz A possui as propriedades anteriores entao é nao-singular
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Resolucao de Sistemas Lineares

Teorema 3

Young, T., Mohlenkamp, M.J. Introduction to Numerical Methods and Matlab Programming for Engineers

Seja o sistema Ax = b, tal que A é uma matriz nxn

As afirmacOes abaixo sdao equivalentes (se uma é valida as demais também sao
validas)

1) O determinante da matriz A é igual a zero

2) O sistema possui zero ou infinitas solucdes, e isto depende de b
3) A matriz A ndo possui uma inversa

4) O sistema Ax = 0 possui outras solucoes além da solucao x=0
5) H3a colunas na matriz A que sao linearmente dependentes

6) Ha linhas na matriz A que sdo linearmente dependents
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Resolucao de Sistemas Lineares

Quanto a Solucao

Exemplo: Sistema possivel e determinado: solucao Unica para cada b

X+y=6 1) O determinante da matriz A é diferente de zero
(l):{ det(A) = -2
X—y=2 2) O sistema possui uma solugdo que é Unica para cada b

para b= [g] x=4 y =6 (sol. unica)

para b=[§§] X =26 y =-11 (sol. Unica)

3) A matriz A possui uma inversa

05 05 1 0
-1 - ’ ! 1= A1 ==
| At=|ve o A Al=ALA=] [0 X
/2
o 4) A Unica solucdo paraAx=0éx=0
[0 B B .
para b = [O] x=0 y =0 (sol.unica)

5) As colunas da matriz A sao linearmente independentes
6) As linhas da matriz A sdo linearmente independents

Se a matriz A possui as propriedades anteriores entao é
nao-singular
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Resolucao de Sistemas Lineares

Quanto a Solucao

Exemplo: Sistema possivel mas indeterminado: infinitas solucdes para cada b

r+uy=1
2r4+ 2y =12

1) O determinante da matriz A é igual a zero

det(A) =0
1) O sistema possui zero ou infinitas solucdes, e isto depende
de b

para b= B]

soll)x=0,y=1 sol2)x=1,y=0 sol3) x=10,y =-9
3) A matriz A ndo possui uma inversa
4) O sistema Ax = 0 possui outras solucdes além de x =0

N

= para b= [8]
soll) x=0,y=0 sol2) x=1,y=-1 sol3) x=10,y =-10

5) Ha colunas na matriz A que sdo linearmente dependentes
linha 2 de A=2*linhaldeA

6) Ha linhas na matriz A que sdo linearmente dependentes
coluna2de A=1*linhaldeA
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Resolucao de Sistemas Lineares

Quanto a Solucao

Exemplo: Sistema impossivel: ndo possui solugcao

1) O determinante da matriz A é igual a zero

det(A) =0
() = Xx+y=1 1) O sistema possui zero ou infinitas solucdes, e isto depende
X+y=4 deb
1
4 para b= [4]

nao ha qualquer solucao viavel
3) A matriz A ndo possui uma inversa
4) O sistema Ax = 0 possui outras solucdes além de x =0

para b= [8]
soll) x=0,y=-1 sol2) x=2, y=-2 sol3) x=10,y =-10
5) Ha colunas na matriz A que sdo linearmente dependentes
linha2 de A=1*linhaldeA
6) Ha linhas na matriz A que sdo linearmente dependentes
coluna2de A=1*linhaldeA
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Resolucao de Sistemas Lineares

Métodos de Resolugao

Os métodos numéricos para a resolucao de um sistema linear podem ser divididos
em métodos diretos e métodos iterativos.

Métodos diretos (exatos): sao aqueles que forneceriam a solucdo exata, nao

fossem os erros de arredondamento, com um nudmero finito de operacdes.

Método de Cramer (este método n3o faz parte da ementa da disciplina TP062)
Eliminacao de Gauss (ou triangulacao)

Fatoracdo LU (Decomposicao LU)

Fatoracdao de Cholesky (Decomposicdao Cholesky)

Métodos iterativos: sao aqueles que permitem obter a solucao aproximada de um

sistema com uma dada precisao através de um processo iterativo convergente.

Método Iterativo de Gauss-Jacobi
Método Iterativo de Gauss-Seidel
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Resolucao de Sistemas Lineares

Os métodos para a resolucao numeérica de um sistema linear resultam em erro

Seja o sistema Ax=Db

O residuo associado a uma solucao x para o sistema é dado por:
r=Ax-b

tal que, r € um vetor (m x 1)

O comprimento do vetor é denominado "norma do vetor" e pode ser determinado
por

7|l = Vx12 + x22 + - + xm?

Este valor informa o quanto o vetor esta distante de ser o vetor nulo

A norma do vetor residuo quantifica o erro associado a solugcao x

Para os métodos diretos serve para quantificar os erros resultantes do
processamento numeérico, e que pode ser reduzido através do pivoteamento do
sistema A|b

Para os métodos iterativos pode ser utilizado como um critério de parada

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina 16



