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Resolucao de Sistemas Lineares

* Método de Cramer

* Eliminacao de Gauss

* Decomposicao LU
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Resolucao de Sistemas Lineares

Particao da matriz
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Resolucao de Sistemas Lineares

Seja A uma matriz n X n.

(@) Se B é a matriz que resulta quando uma vnica linha ou &
uma unica coluna de A é multiplicada por um escalar

k, entdo det (B) = k det (A).

(b) Se B é amatriz que resulta quando duas linhas ou duas *
colunas de A sdo permutadas, entdo det (B)
—det (A4). o |
(¢). Se B ¢ a matriz que resu!ta quanda um mulnplo de uma *
- linha de A é somado a vwma outra linha ou quando um
multiplo de uma coluna de A é somado a uma outra -
coluna, entdo det (B) = det (4). :'
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Resolucao de Sistemas Lineares

Se A é uma matriz triangular (triangular superior, triangu-
¢ lar inferior ou diagonal) de tamanho n X n, entdo det (A) é |
| 0 produto das entradas na diagonal principal da matriz; ou §

| seja, det (A) = a;a,, - a,,

Se A é uma matriz quadrada com duas linhas proporcioriais
. ou duas colunas proporcionais, entdo det (A) = 0.

e Cr e iy o B N T e e e e e e L L N I
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método de Cramer
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Resolucao de Sistemas Lineares

Regra de Cramer

| Se Ax = b é um sistema de n equagies lineares em n incog- |
i nitas tal que det (A) # 0, entdo o sistema tem uma inica |
| solugdo. Esta solugdo é :

det(A;) L det(A;y) _ det(A,)

ME Gerd) T T det(a) T T Tder(A)

onde A; é a matriz obtida substituindo as entradas da j-
ésima coluna de A pelas entradas da matriz :
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Resolucao de Sistemas Lineares

Para resolver um sistema de n equacoes lineares em n incégnitas pela regra de
Cramer, é necessario calcular (n+1) determinantes de matrizes de dimensao
(n x n).

Para sistemas com mais de trés equacoes, a eliminacao gaussiana é muito mais
eficiente pois somente requer a reducao de uma matriz aumentada (n x (n+1) ).

Calcular o determinante de uma matriz (n x n) pela definicdo envolve a

realizacao de n! operacgdes. Aplicando o método da reducao Gaussiana o
numero de operacdes é proporcional a n3.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Motiva¢ao

Qual sistema é mais facil resolver?

-

1n“*n

2n“'n

3, X, ta,X, +...+a X, =b

a; X, +a;,X, +...+a, x =b,;

a, X, +a,X, +...+a, X =b,

m

]
Ci Xy +CX, +...+C X, =d;

In“'n

C,,X, +...+C, x, =d,
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Introducao

Consiste em transformar o sistema a ser resolvido em um sistema triangular
equivalente, por meio de operacdes elementares. A solucao é entdo obtida,
resolvendo-se um sistema triangular - resolucao de forma retroativa.

Operagoes Elementares - Transformac¢ao do Sistema Linear:
* Trocar duas equacdes (linhas);
* Trocar duas variadveis (colunas);
* Multiplicar uma equacao (linha) por uma constante nao nula;

e Adicionar um multiplo de uma equacao (linha) a uma outra equacao (linha).

Operacoes elementares garantem que o sistema obtido é equivalente ao original.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Transformacao em matriz triangular superior

Construcao da matriz aumentada [A b]

' 4

a; X, FayX, +...+a, x. =b,

In*n

2n“*n

<a21x1+a22x2+...+a X, =b,

(3%, Ta,X, +...+a, X, =Db

n

(A (1 1 1 1 (1) (1) (1)]4(2)
a®lx, +a¥x, +...+aPx =bW¥ a; A aj, | Py
1 1 1 1 (1) (1) (1)]4(2)
) a(zixl +a(23X2 +... +a(2r2Xn — b(Z) — a21 a22 aZn bZ
1) 1) Dy _ KO (1) (1) (1) | (1)
\a nlxl +a n2X2 +...+a nan — bn _anl an2 ann bn _
al(sl)colelemento da matriz A na etapa de transformacao "k" na linha "lin" e coluna "col"
bl(l-kn)elemento da matriz b na etapa de transformac¢ao "k" na linha "lin"

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina - Professor Agnelo Denis Vieira 12



Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Transformacao em matriz triangular superior

Pivoteamento

A (1)] (1)
pIvo din b1
(1)| (1)
a2n b2
(1)| (1)
ann bn |
\ (2 () (2)]1a(2) ]
. a a ... a’lb
Zerar coeficientes 1T n) ™1
52 52(p®@
de x, usando 22 2n| M2
operagdes : B
elementares (2) (2)| 14 (2)
B an2 ann I:)n |
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Transformacao em matriz triangular superior

Pivoteamento pivo
[ _(2) )|\ (2) ]
a11 a1n bl
2)[ | (2)
0 a,. |b;
2) | (2)
| 0 ann bn i
; ~ o2t
Zerar coeficientes 30
de x, usando 2n| ™2
operagoes I :
elementares NOINE
| nn{~n |
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Resolucao retroativa

Apds a transformacado do sistema a ser resolvido em um sistema triangular, resolve-
se o sistema linear triangular de forma retroativa.

Suponha que apds k iteracdes, alcancou-se a matriz triangular superior. Entdo a
solucao de forma retroativa do sistema triangular é dada pela formula.

Da n-ésima equacgao calcule o valor de x,; substitua este valor na equacao de ordem
(n—1) e calcule o valor de x,_; substitua os dois valores na equacdao de ordem (n —2)
e obtenha o valor de x,,, ... , até chegar na primeira equacao onde substituira os

valores de x., X, 1, X5, .-+ » X4, X3 € X, previamente calculados para obter o valor de x,.

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina - Professor Agnelo Denis Vieira 15



Resolucao de Sistemas Lineares

EIiminagéo de Gauss — Resoluc¢ao retroativa
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Transformacao em matriz triangular superior

Supor que o elemento que estd na posigdo a,, € diferente de zero no inicio da etapa k.

[Para k = iies =1
[Parai = k + ) TSR .
Ak
m=—
o Ak
Eliminagdo
a, = 0
Para j=k + 1,...n
N T
! ! bi = bi - mbk
[ x = b /a

Pink=@=1),...21

Resolugdo do sistema: Paraj=(k + 1),..., n
[s =5 + a;X

’ xkz(bk—s)/akk
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Transformacao em matriz triangular superior

% implementacdo essencial do método da Eliminag¢do Gaussiana
% triangularizacdo da matriz A

clear
clc
A= [25, 5, 1; &4, &, 1; 144,12,1]
b = [10&.8; 177.2; 279.2]
[lin,col] = size (&) : % determina o no. de linhas e colunas da matrlinz A
n = lin; & atribui a varidvel n o no. de linhas da matriz
- for col=1l:(n-1) % percorre a matriz A da coluna 1 até a coluna (n-1)
pivo = A(col,col); | % identifica pivd da coluna
0 for lin=(col+l):n % percorre as linhas da coluna em analise,
% da linha (col+l) até a linha n
m(col) = A(lin,col)/A(col,col); % determina o multiplicador da coluna

= for j=col:n % determina o novo valor de cada elemento

$ na linha em analise na matriz A
A(lin,j) = A(lin,j) m(col)*A(col,])
- end
b(lin)=b(lin)-m(col) *b(col) % determina o novo valor do elemento

% na linha em analise no vetor b

- end

- end
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Determinac¢ao das incognitas

% determinacdo das incognatas pela substituicdo reversa

®(n,1) = b(n,1)/A(n,n)

0 for lin=(n-1):-1:1

soma = 0
= for col = (lin+l):n

soma = soma + A(lin,col)*x(col,1);

- end

%(1lin,1) = (b(lin,1)-soma) /A(lin,lin)
- end

% determinacdo do residuo e da norma do residuo
R =A*x - b
normaR = norm(R)
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Resolucao de Sistemas Lineares

Sistema Linear — Exemplo - Aplicar manualmente o método
da Eliminacao de Gauss para resolver o sistema abaixo

Suponha que a velocidade de subida de um foguete em 3 momentos diferentes é
dada por:

Velocidade (m/s)

5 106,8
8 177,2
12 279,2

Em qualquer instante de tempo, a velocidade é aproximadamente v(t)=at?+bt+c.
Determinar os valores de a, b e c.

Pode-se configurar as equagdes na forma de um sistema de equacdes lineares para
encontrara, b e c.

v(5) = a(5%) + b(5) + c=25a + 5b + c = 106,8

v(8)=a(8%) +b(8)+c=64a+8b+c=177,2

v(12) = a(122) + b(12) + c=144a + 12b + c = 279,2

continua...
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Resolucao de Sistemas Lineares

Sistema Linear — Exemplo

...continuagao

25a+5b+c=106,8 25 5 1 a 106,8
64a+8b+c=177,2 A=|64 8 1| x=|bl|b=[1772

1443+12b+c=279,2 144 12 1 C 279,2_
a 0.290472]
b|{=| 19.6905
c| | 1.08571 |
v(t)=at* +Dbt+c
=0.290472t* +19.6905t +1.08571, 5<t<12

v(6)=0.2904726)° +19.69056)+1.08571
=129.686 m/s.

Professor Volmir Eugénio Wilhelm — Professora Mariana Kleina - Professor Agnelo Denis Vieira 21



Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Transformacao em matriz triangular superior

Estratégias praticas de pivoteamento.

O que acontece se o pivo for nulo?
* Pivd proximo de zero pode levar a resultados totalmente imprecisos.

* Para contornar este problema deve-se adotar uma estratégia para a escolha de
um “bom” pivé.

Pivoteamento parcial
Escolher para pivo o elemento de maior mdédulo na coluna, dentre os que ainda
irao atuar no processo de eliminacgao.
Requer alteracao de linhas

Pivoteamento completo
Escolher para pivd o elemento de maior mddulo (nas linhas e colunas) dentre
todos os elementos que ainda irdao atuar no processo de eliminacao.
Requer alteracao de linhas e colunas
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Resolucao de Sistemas Lineares

Eliminacao de Gauss — Numero de Operagoes

Seja um sistema de equagdes lineares Ax = b, com A ..

O numero de operagdes para resolver o sistema via método de eliminacao de Gauss é

aproximadamente igual a

n3

3

Por exemplo, se a matriz A possui dimensdes 500x500, o total de operacdes para
resolver o sistema Ax = b é aproximadamente

3
B9 _42x10" (42milhses)
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