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Zeros de funcoes - meétodos iterativos

Para determinacao do zero (raiz) de uma funcao, os métodos (iterativos) de ponto fixo
(Newton e Secante) consistem em representar a func¢ao na forma:
f(x) = g(x) — x

onde g(x) € denominada funcao de iteracao para f(x) =0

Com base em uma estimativa "x," da raiz da funcao é determinada uma nova estimativa como
k

Xi1= 8(X,)

Os métodos de Newton e da Secante fornecem uma funcao g(x) que garante a convergéncia
da sequéncia, de forma que partindo de uma aproximacdo inicial x, para a raiz de f(x) é
possivel gerar uma sequéncia {x, x; X, ... X , X.=E} de aproxima¢des para a raiz
pela relagdo x,,,= g(x,) tal que, quando ocorrer a convergéncia, x,;=x,=&=g(x,,=¢&)

e assim f(x,=&)) = g(x,)-x,=0
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Resolucao de Sistemas Lineares

Métodos Iterativos — Introduc¢ao

Dado um sistema Ax = b, um método é iterativo quando a cada iteracao fornece
uma aproximagdo da solugdo x = [X;, X,, X3 ... , X,]T, onde n é o ndmero de
incognitas

A execucdo do método gera uma sequéncia de aproximacoes {xK} = { x0, x1, x2, ...,
k
X< }.

Cada uma das aproximacdes XK é obtida das anteriores pela repeticdo do mesmo
procedimento.

Os métodos eliminacdo de Gauss, fatoracdo LU e fatoracdo de Cholesky
necessitam de diversas etapas, mas apenas ao final do método é obtido o vetor
solucao, portanto nao sao considerados métodos iterativos.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Métodos Iterativos — Introduc¢ao

« E bastante comum encontrar sistemas lineares que envolvem uma grande
porcentagem de coeficientes nulos. Esses sao chamados de sistemas esparsos.
Para esse tipo de sistemas, os métodos eliminacdao de Gauss, fatoracao LU e
fatoracao de Cholesky ndo sao os mais apropriados, pois eles nao preservam a
esparsidade, ou seja, nas posicoes da matriz A que eram originalmente nulas sao
introduzidos valores nao-nulos. Na etapa final para determinacao das incognitas a
esparsidade da matriz facilita a resolucao do sistema.

 Métodos iterativos sdao mais econdmicos no que tange a memoria dos
computadores

* Nos métodos eliminacdo de Gauss, fatoracao LU e fatoracdao de Cholesky os erros
de arredondamento sao acumulados a cada etapa, e influenciam a solucao final.
Nos métodos iterativos, apenas os erros de arredondamento da ultima iteracao
afetam a solucao final.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Métodos Iterativos — Algoritmo

* Escrever o sistema Ax = b, na forma equivalente
X=Fx+d (oux=Cx+g)

(este € o mesmo principio utilizado nos métodos de ponto fixo (Newton e Secante)
para determinacao de zero de fungdes)

a determinacao de F e d (C g) depende do método usado (Gauss-Jacobi e Gauss-
Seidel) , sempre a partirde A e b.

* Escolher uma aproximacdo inicial x(©.

e Comecando com x©, gerar uma sequéncia de aproximacdes {x¢} de forma
iterativa através de
xtk+1) = Fxlk) + d

fazendo xM) = Fx0 + d, x(2) = Fx(1) + d e assim sucessivamente.
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Resolucao de Sistemas Lineares

Métodos Iterativos — Algoritmo

Quando Parar?

« Se a aproximacdo xk estiver suficientemente préximo de xk1) paramos o processo.

a) max( |x*)—xM|)<g comidelatén

b) distancia Euclidiana entre x<1) e x(& for reduzida

Gt el ) ek (el = )<

* Se a norma do residuo for reduzida: |Residuo| < €

* Se o numero maximo de iteragoes tiver sido alcancado
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi
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Resolucao de Sistemas Lineares

Meétodo Iterativo Gauss-Jacobi

Seja um sistema com n variaveis e n equacgoes

7~

a;; X, Hax, +--+a, x, =b, pode-se isolar as varidveis na "diagonal
ax, .+aZan =D, principal”, resultando em n equagdes
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Resolucao de Sistemas Lineares

Meétodo Iterativo Gauss-Jacobi

Seja x(© uma aproximacao inicial para a soluc3o deste sistema .

Determina-se a segunda aproximacdo x1), da sequéncia {x} a partir de x(©

Xg) - i [bl — OX§O) — alzx(zo) IR alnxgl())]
" 0] f1
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Resolucao de Sistemas Lineares

Meétodo Iterativo Gauss-Jacobi

Determina-se a aproximacado x**1) da sequéncia {x*)} a partir de x¥

r

ngﬂ ! [b OX( )_alzx( )_a13x( ) °”_a1nX$1k)]
dpy

X(zkle ! [b _a21x() Ox(zk)_azsxgk)_“'_aZnX&k)]
d oy

) = o, a9 a0t ma,, - 0x]
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi — Formula¢cao matricial

O conjunto de n equacdes pode ser representado na forma x =Fx + d

X, = b1 (a12X2 +“‘+alnxn) bl 0 M A5 X,
L= _ o 1
all all X a]_]_ all all
_ 1
bz (a21X1 "‘---"'aznxn) X, & -az—lxl 0 a,n X,
X, = - =| 3 +| a a
) d,, d,; » 22 22 22
B —X”— bn -anlxl ann-1Xn-1
— bn (an1X1+"'+ann—1Xn 1) N - O
Xn - L nn _| ann a‘nn
L _ann A, _
x = d + F x
0 a,/a; e a,./a, b,/a,,
a,,/a,, 0o ... a,./a,, | byla,,
F= d=
—a./a, -—a,/a, ... 0 b./a,,
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi - Formulacao nao-matricial

Equacao geral
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi — Critério de Convergéncia das linhas
Critério das linhas.
Dado o sistema Ax = b,

considerando cada linha (i) da matriz A,

" =[ Ya, j/|a“|

=1 j#
entao para a matriz A

o =max (o, )

1<i<n

Se o< 1, entdao o método de Gauss-Jacobi gera uma série convergente para a
solucdo do sistema independentemente da escolha de x().

Neste caso a matriz A é denominada diagonalmente dominante
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Resolucao de Sistemas Lineares

Método Iterativo Gauss-Jacobi — Critério das linhas — Exemplo

10x, +2x, +x,=7 10 2 1
1%, +5x, +x, =8 ‘ A=[1 5 1
2x,+3x,+10x,=6 2 3 10

Critério das linhas:

2+1 1+1 2+
=——=0,3<1 a,=——=0,4<1 a3=—3=0,5<1

a’l
10 5 10

Como a=maxa, =0,5<1 ‘ logo, a sequéncia converge independente
1<i<3 .
do valor x0 escolhido
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