Capitulo 3

SERIES INFINITAS

Primeiros exemplos

Vamos iniciar nosso estudo das séries infinitas com exemplos simples. Essas
séries surgem muito cedo, ainda no ensino fundamental, quando lidamos com
dizimas periddicas. Com eleito, uma dizima como 0,777... nada mais é do que
uma progressao geométrica infinita. Veja:

10 100 ~ 1000

1.1 . 2 1 10 7
(e el Yo o) =7(Ro)T
(10+10‘2+103+ ) 7(1—1/10 1) (9 ) 9

Mas quando se ensinam essas dizimas, nido € preciso recorrer as séries in-
finitas, pode-se usar o procedimento finito que utilizamos no Capitulo 1, assim:

z=0.777...=10;r=7,777...=7+:r=>91:=T=>:1:=-;—.

Voltando as séries infinitas, o que significa “soma infinita”? Como somar
um niimero apés outro, apds outro, e assim por diante, indefinidamente? Num
primeiro contato com séries infinitas, particularmente séries de termos posi-
tivos, a idéia ingénua e nao critica de soma infinita nao costuma perturbar o
estudante. Porém, encarar somas infinitas nos mesmos termos das somas fini-
tas acaba levando a dificuldades séries, ou mesmo a conclusées irreconcilidveis,
como bem ilustra um exemplo simples, dado pela chamada “série de Grandi”:

0,777...=7x0.111...=7<L+—1——+L+...)

S=1-14+1-14+1-1+...

Esta série tanto parece ser igual a zero como igual a 1, dependendo de como a
encaramos. Veja:

S=1-1+4+1-1+4+1-1+...=(1-1)+(1-1)+(1-1)+...=0.
Mas podemos também escrever:
(- (s, (AL O N S, e (I | R R I , ONR
E veja o que ainda podemos fazer:

S=1-14+1-141-14+...=1-(1=-14+1-1+...)=1-8,
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donde a equacdo S =1—- S, que nos d& S = 1/2.
Como decidir entao? Afinal, S é zero, 1 ou 1/27

Para encontrar uma saida para dificuldades como essa que vimos com a
série de Gradi, temos de examinar detidamente o conceito de adigdo. Somar
niimeros, sucessivamente, uns apds outros, ¢ uma idéia concebida para uma
quantidade finita de nimeros a somar. Ao aplica-la a somas infinitas, por mais
que somemos, sempre haverd parcelas a somar; portanto, o processo de somas
sucessivas nao termina, em consequéncia, nao serve para definir a soma de uma
infinidade de nimeros.

O conceito de soma infinita

O conceito de soma infinita é formulado de maneira a evitar um envolvimento
direto com a soma de uma infinidade de parcelas. Assim, dada uma série infinita

ay+ay+az+...+an+... (3.1)
contentamo-nos em considerar as somas parciais
S1=a;, Se=a;+as, S3=a;+as+ a3z, etc

Em geral, designamos por S, a soma dos primeiros n elementos da seqiiéncia
(an), que é chamada a soma parcial ou reduzida de ordem n associada a essa
seqiiéncia:

n
Sn=a1+a2+a3+...+an=2aj ’ (3.2)
=1

Desse modo formamos uma nova seqiiéncia infinita (S,), que é, por defini¢ao,
a série de termos an . Se ela converge para um nimero S, definimos a soma
infinita indicada em (3.1) como sendo esse limite:

n )
a1+a2+a3+...=S=1im$n=lin12aj=2an
' j=1 n=1

Esse ultimo simbolo indica a soma da série, ou limite § de S,. Mas é cos-
tume indicar a série (S,,) com esse simbolo mesmo que cla nio seja convergente.
Freqiientemente usamos também o simbolo simplificado Y a,, com o mesmo sig-
nificado. A diferenca S — S, = R, é apropriadamente chamada o resto de ordem
n da série. As vezes, quando consideramos certas séries particulares, a reduzida
de ordem n pode nao conter exatamente n termos, dependendo do indice n onde
comegamos a somar. Por exemplo, na série geométrica abaixo comegamos a so-
mar em n = 0 e a reduzida S, contém n + 1 termos. Dependendo de onde se
comega a somar, a reduzida S, pode conter mais ou menos que n termos.
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Como se vé, a nogio de série infinita generaliza o conceito de soma finita,
pois a série se reduz a uma soma finita quando todos os seus termos, a partir de
um certo indice, sao nulos. Mas é bom enfatizar que ha uma real diferenga entre
a soma de um numero finito de termos e a soma de uma série infinita. Esta
tltima nao resulta de somar uma infinidade de termos — operagao impossivel;
ela é, isto sim, o limite da soma finita S,,.

Propriedades e exemnlos
3.1. Teorema. ﬁ'e uma série convergc,{ sew/ termo geral tende a zero.

Demonstragao. Seja Y. a, uma série de reduzida S, e soma S. Entao,
an =Sp —Sp—1 — S — S =0, como queriamos demonstrar.

3.2. Exemplo (série geométrica). De importancia fundamental é a
série geométrica de razao

o0
1+qg+¢*+...= Zq".
n=0
Sua reduzida S, é a soma dos termos de uma progressiao geométrica:
) 1 n+1

BEt b P bt S i
a l—-q 1-—g¢g

Supondo [q| < 1, q" tende a zero, de forma que essa expressio converge para
1/(1 — q), que é o limite de S, ou soma da série geométrica:

o0
1
l4+q+¢°+...= Zq"——, lal < 1.
1—q
n=0
Notemos que a série é divergente se |¢| > 1, pois neste caso seu termo geral
nao tende a zero.

O teorema anterior nos da uma condicdo necessdria para a convergéncia
de uma série. Essa condigdo, todavia. nao é suficiente. E fécil exibir séries
divergentes cujos termos gerais tendem a zero. Por exemplo, vVn +1—/n — 0
(Exerc. 9 da p. 55); no entanto, a série

i(\/n +1-+v/n)
n=1

¢é divergente, pois sua reduzida de ordem n é

(V2= VD) +(V3=V2) +...4+ (Va-Va=-1)+ (Vo +1-n)
vn+1-—1,

Sn

Il
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que tende a +oco.

O exemplo mais notdvel de série divergente, cujo termo geral tende a zero,
é o da chamada “série harmonica”, que vamos discutir agora.

3.3. Exemplo. Chama-se série harménica A série

il—1+l+l+1+
Zno T 7273 477

Pelo modo como seu termo geral tende a zero, quem encontra essa série pela
primeira vez é inclinado a pensar que ela converge. Foi Nicole Oresme, um
matematico do século XIV, quem primeiro provou que ela diverge. (Veja a nota

“A divergéncia da série harménica” na p. 95.) Oresme comegou por agrupar os
termos da série assim:

1 1 1 j S A (. |
s = 1e5+(z+7)+(5r5+7+3)

2 4 5 6 7 8
+ (l+1+ +i)+ 1+i+ +1 +
9 10 16 17 187 7 82

Em seguida ele observou que cada um desses grupos é maior do que 1/2;

1.3 %=
3ta>3+t1= 79
1 1 T LI | | 1
—'+—+—+'8- >§+§+_+8=4X§=5;
LA I R S IR S e
9 10 16 16 16 16 16 2’
Soaplaebatala o logel ol
17 18 32 32 32 32 32 2

e assim por diante, de sorte que

1 i 1 1 1
S > 14 -42x—-44x-4+8x —+16x —+...

2 4 78 16 32
- 1+1+1+1+1+
TR g gt g S gy R

Como esta tltima soma é infinita, é claro que a série diverge.

Para tornar esse raciocinio um pouco mais formal, observamos que todos os
termos da série sao positivos, de forma que suas reduzidas formam uma seqiiéncia
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crescente. Basta, pois, exibir uma subseqiiéncia de reduzidas tendendo a infinito.
E esse o caso da subseqiiéncia

Sin 1+l+(1+1)+(1+1+1+1)+...
2 3 4 S 6 7 8
1 1 1
o (2n_1+1+2n_1+2+.‘.+§;)

1+1+Zﬂj( LR TR
2T a\FT Tt T )

Il

]

Substituindo os denominadores de cada um dos termos deste tiltimo parénteses
por 27, obtemos

1 LB, R ; n
n - ZoF o=y =
So >1+2+j522j(2 2 )—1+2,

que prova o resultado anunciado.

3.4. Teorema (Critério de Cauchy para séries). Uma condicdio
necessdria e suficiente para que uma série Y. a, seja convergente é que dado
qualquer £ > 0, exista N tal que, para todo inteiro positivo p,

n>N =2 |ant1+anga+ ...+ anyp| <€

Este teorema é uma simples adaptagao do Teorema 2.12 da p. 57 & seqiiéncia
de somas parciais S,,. Basta notar que

ISn+p =S| = lans1 +ans2+ ...+ an+p|-

3.5. Teorema. Se as séries Y an € Y. b, convergem e k € um nimero
qualquer, entdo Y kan e Y (an + bn) convergem e

Zkan=qun e Z(an-i-bn) = Zan+2bn.

Este teorema é uma conseqiiéncia imediada de propriedades andlogas ja
estabelecidas para seqiiéncias (Teorema 2.8, p. 52). Dele segue, em particular,
que se verificarmos a convergéncia de uma série, considerada somente a partir
de um certo indice N, entdo a séric toda é convergente ¢ vale a igualdade

o0

)
Z an =SSN+ ZaN+‘m

n=1 n=1
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que decorre da seguinte observagio:

=)
D an
n=1

It

limS, =lim(Sy +ant1+ ...+ antn)

(o o]
llmSN+ lim(0N+1 + o +aN+n) =SSN+ ZaN+n.

n=1

Il

Séries de termos positivos

Suponhamos que Y p, seja uma série de termos positivos (ou nio negativos).
Entdo, a seqiiéncia de somas parciais

Sn=p1+p2+...+pa,

¢ nao decrescente. Em conseqiiéncia, a série converge ou diverge para +oo,
conforme essa seqiiéncia seja limitada ou nao.

Suponhamos que os termos da série sejam reindexados numa outra ordem
qualquer,

PL+ph+.. ...

Assim, p} pode ser, digamos, o elemento ps , p5 pode ser pg, ps pode ser p; etc.
Entao, como os termos sao todos ndo negativos, a nova soma parcial,

S:,=p'1+pfq+...+p£1

serd dominada por alguma soma parcial S,, com m > n. Se a série original
converge para S, teremos S, < S;, < S, isto é, as somas parciais S}, formam
uma seqiiéncia nao decrescente e limitada, portanto, convergente. Seu limite

8" é seu supremo, de sorte que S’ < S. Mas a série original também pode ser
interpretada como obtida de Y p/, por reindexagio, portanto, o mesmo raciocinio
nos leva a S < §’. Provamos assim o teorema que enunciamos a seguir.

3.6. Teorema. Uma série convergente de termos nao negativos possui a
mesma soma, independentemente da ordem de seus termos.

E féacil ver também que se a série diverge, ela serd sempre divergente para
+o00, independentemente da ordem de seus termos.

A nogdo de “série convergente, independentemente da ordem de seus ter-
mos” pode ser formalizada facilmente. Basta notar que mudar a ordem dos
termos corresponde a fazer uma “permutacdo infinita” desses termos, através
de uma bije¢do ou correspondéncia biunivoca de N sobre N. (Veja a definigio
desses conceitos na p. 102.) Seja f uma tal bije¢do e ponhamos p), = p f(n)*
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Diz-se entao que a série Y. p, € comutativamente convergente se for convergente
a séric Y. pl, = S Pr(n) € 2Pn = 2. Pn, qualquer que seja a bijegdo f.

Exercicios
1. Dada a seqiiéncia S, de reduzidas de uma série, construa a seqiiéncia original de termos
a, da série.

2. Dada uma scérie convergente Za,,, com soma S e reduzida S,, prove que seu resto 2, ¢ a
soma da série a partir do indice n + 1.

3. Chama-se série harmdnica, em geral, toda série cujos inversos de seus termos formam uma
progressao aritmeética, isto €, toda série da forma

oc

1
Z¢x-4—nr’ 70

n=1

Demonstre que uma tal série é divergente.
)

4. Obtenha a reduzida da série E —(_"—l‘*‘—l)- e mostre que seu limite (soma da série) é 1.
nn
n=1

o

1 1
5. Mostre que Zl m = ;
n=

6 O termo geral da série Z log(1 + 1/n) tende a zero. Mostre, todavia, que ela é divergente, -
obtendo uma forma simples para sua reduzida S, .

7. Dada uma série convergente Z"" e uma seqiiéncia crescente de niimeros naturais n; <
nz < ..., defina
by =a; +...+an,, ba =Qn;4+1 + ...+ any,
b3 = @any41 + ...+ aq; etc
Prove que a série Z bn converge e tem a mesma soma que a série original.
8. Use o critério de Cauchy para provar que o termo geral de uma série convergente tende a
Zero.

9. Use o critério de Cauchy para provar que ) an converge se Y |an| converge.
<3 00 r
10 )Calcule a reduzida S, da série Zn

- .

n=2

1 .
e mostre que seu limite é 1.

Z"" (=1)"(n+2) o~ (=)"!

NTGE AISUVAP 9 = A

11 Mostre que 1 a1 1 — 3(log 2), sabendo que log 2 E =
n=

n=1

L o
(-D*(2n+5) 1
12. Calcule a soma Z————-— = —.
2
£t (n+2)(n+3) 2
20 2 L —
13. Mostre que a série Zn r:'! > tem soma igual a 2.

n=2

Respostas, sugestoes e solugoes

1. a1 = 8S1; @n=8n — Sn=1; n22.
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[

. Utilize o Teorema 3.5. Ou faga diretamente: pela defini¢io que demos de resto, R,, = S—S,.

Por outro lado,
m

m
S= "!g_rlo(sn + Zam}-j) =5Su+ "!I_I}:”Zﬂn+;-
= J=1

Daqui e de S = R, + Sn, concluimos que R, = limm—oo Z;":l Qnij = E:‘;l Qntje
3.Sea > 0er > 0, mostre que o termo geral da série pode ser feito maior do que uma

constante vezes 1/n. No caso geral, trabalhe com os termos a partir de um certo indice, a

partir do qual todos os termos tenham o mesmo sinal.

1 1

4. Observ o e
Oser\eque"(n+l) n n+l

11. Proceda como no Exerc. 4, mostrando que a, = (—1)" (-2» . )
n n+l

1 1
2. M a=(=1" — |
12. Mostre que a, = (—1) (n+2+n+3)
Teste de comparagao

Um dos problemas centrais no estudo das séries consiste em saber se uma dada
série converge ou nao. H& vdrios testes para isso, dentre os quais o teste de
comparagdo, tratado a seguir, é o mais bésico.

3.7. Teorema (teste de comparagio). Sejam Y an e 3 b, duas séries
de termos ndao negativos, a primeira dominada pela sequnda, isto ¢, a, < by
para todo n. Nessas condigées podemos afirmar:

a) Y by converge = Y ap converge € Y an < Y. bn;
b) 3" a, diverge = Y b, diverge.

Demonstragao. As reduzidas das séries dadas,
Sph=a1+as+...+ap, e Tp=>by+bo+...+ by

sdo seqiiéncias ndo decrescentes, satisfazendo S, < T),. No caso a), T,, converge
para um certo limite 7', de sorte que S, < T para todo n. Assim, como S, é
uma seqiiéncia ndo decrescente e limitada, ela converge para um certo § < T.

A demonstragio de b) exige muito pouco: se 3 b, convergisse, entdo, por
a), Y a, também teria de convergir, contrariando a hipdtese.

Outra demonstragao (pelo critério de Cauchy). Observe que
nt+1tan2+ ..o+ anip < bnt1 +bny2+ ... + bn+p-

Se Y b, converge, dado qualquer £ > 0, existe N tal que o membro da direita
dessa desigualdade pode ser feito menor do que € para n > N. Entdo o mesmo
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é verdade do primeiro membro, provando que Y a, converge. A demonstragiao
da parte b) é a mesma anterior.

3.8. Exemplo. Ja vimos, em (2.9) (p. 58), que o nimero e é dado por
L 11 1 =1
e=llm(2+ +3'+ +E>_z%nl

Um modo de provar a convergéncia dessa série, independentemente do que vimos
antes, consiste em observar que

1 1 1 . 1

W 23.m 32,2 @
donde segue que, a excecao do primeiro termo, a série dada é dominada pela série
geométrica de razao 1/2, que é convergente; logo, a série original é convergente.

Irracionalidade do ntiimero e

Para provarmos que o numero e é irracional, vamos primeiro obter uma estima-
tiva do erro R, que cometemos no célculo desse niimero quando o aproximamos
pela soma parcial S, da série anterior (que vai até o termo 1/n!). Temos

1 1 L
Rnp = 13 o
n (n.+1)!(( S n+2 (n+2)(n+3)+ )
1
—1 22 +2)724...
(n+1)!( +(n+2)"+(n+2)7"+
1 n+2 P 1
(n+1)! n+1 nln
Podemos entdo escrever: S, < e < Sp+ 1/nln.
Se e fosse racional, isto é, se e = m/n, com m e n inteiros positivos, n > 2
(pois, como ji sabemos, e ndo é inteiro), entdo

m 1
Sn<_=Sn+Rn<Sn+Ty
n nn

donde segue-se que n!S, < m(n —1)! < n!S, + : < n!S, + 1. Ora, o nimero
n!Sp é inteiro, pois é igual a -
(2+1+1+ 1>=2n!+"—!+"—!+,.."—!,
2! 3! n! 2t " 3! n!

Entio a desigualdade anterior estd afirmando que o nimero inteiro m(n — 1)!
estd compreendido entre os inteiros consecutivos n!S, e n!S, + 1, um absurdo.
Concluimos que o nimero e é irracional.

Pelo que vimos acima, S, ¢ uma aproximag¢ao do mimero e com erro inflerior
\ n G
a (1/n)(1/n!). Como n! cresce muito rapidamente com n, S, é realmente uma
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boa aproximagao de e, mesmo para n nao muito grande. Por exemplo, n = 10
j4 nos d4 um erro inferior a 10~7. Euler calculou o niimero e com 23 casas
decimais, obtendo ¢ = 2, 71828182845904523536028.

3.9. Exemplo. Mostraremos agora que a série . 1/n® é convergente se
z > 1 e divergente se = < 1. Este ltimo caso é o mais facil, pois entdo a série
dada majora a série harmoénica, visto que z < 1 = n* < n, logo, 1/n* > 1/n.

Suponhamos agora que = > 1. Usaremos um raciocinio parecido com o que
usamos no caso da série harménica. Temos:

" 3ty | 1 1
+Z§E+ETF+W+@FTF
1
+1 e
1+ Z 5% (27 —29) =1+ Z ST

B3N By 1\ oF-1
jgo(zz—l) < Zo(gz—l) = 9z~1 _]:

5=

S2n+l_1

A

Vemos assim que a seqiiéncia de reduzidas da série dada, que é uma
seqliéncia crescente, possui uma subseqiiéncia limitada, portanto convergente.
Concluimos que a seqiiéncia de reduzidas converge para o mesmo limite (Exerc.
1 da p. 62). Isso prova que a série original é comergente, como querfamos
demonstrar.

O exemplo que acabamos de discutir nos mostra que a série harménica
estd compreendida entre as séries convergentes Y. 1/n* com z > 1 e as séries
divergentes Y 1/n% com z < 1, situando-se, ela mesma, entre estas tltimas.

E claro que a série 5~ 1/n* define uma fungio de z, a qual é chamada fun¢ao
zeta de Riemann:

1 . & = 1
¢(z)= 1+2—I+3—'+ "=ln—z. . (3.3)
Embora conhecida por Euler (1707-1783) desde 1737, suas propriedades mais
notdveis s6 vieram a ser descobertas por Riemann (1826-1866) em 1859, num
memoravel trabalho sobre teoria dos niimeros.

Ao lado da série geométrica, a série (3.3) é muito usada como referéncia
para testar se uma dada série converge ou diverge. Isso é possivel quando o
termo geral da série dada comporta-se como 1/n* para n tendendo a infinito.

3.10. Exemplo. A série

1 &% i1
1+;+-+ gj
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¢é evidentemente convergente e representa o valor ¢(2). Euler mostrou que a
soma dessa série é 72/6.! Vamos provar apenas que 1 < Y 1/n?% < 2. Para isso
observamos que

; n+1) ¥F=1+n§ﬁ<l+r§;(n—l)n.

Nesta tltima série fazemos a mudanga n — 1 = m, donde n = m + 1. Entdo,

1<Z 2<1+'\2 (m+1 =5,

m=1
que é o resultado desejado.

O teste de comparagio é muito usado para verificar a convergéncia de séries
cujos termos gerais a, sao complicados, mas para os quais ¢ relativamente facil
verificar que a, < by, sendo b, o termo geral de uma série convergente. Essa

situagio € ilustrada no exemplo seguinte.

15n + VnZ —
.m 342nvn+1-1T7
Vermos isso notamos que seu ter mo geral a, é tal que

or, 15n% + n2Vn? -1 16

= —_ .
Sn342nvn+1-—17 5

oo
3.11. Exemplo. A série Z é convergente. Para

3

de sorte que (Teorema 2.6, p. 52), a partir de um certo indice N, teremos
2 < n?a, < 4; logo, a partir desse indice N, a série é positiva e dominada pela
série de termo geral 4/n%. Como esta série é convergente, também o é a séric
original.

3.12. Exemplo. Usaremos o teste de comparagao na ordem inversa para

provar que a série
i nvn+1

2 _
n=1 i 3 *

é divergente. Para isso basta notar que, sendo a, o termo geral da série, entao
Vvnap — 1, de sorte que, a partir de um certo N, a, > 1/2y/n e este nimero é
o termo geral de uma série divergente.

3.13. Exemplos. Mostraremos que, sendo k inteiro positivo e a > 1, as

séries
k n 00

n 29 n!
& X X (3.4)

1Veja nosso artigo na Revista Matemdtica Universitdria, N2 3, Junho de 1986).

M2

n

Il
-
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sSo convergentes. De fato, pelo que vimos no Exemplo 2.18 (p. 60), n*¥2/a™ —
0, de sorte que n*/a™ < 1/n? a partir de um certo N. Isso prova que a primeira
das séries em (3.4) é convergente por ser dominada, a partir de N, pela série
convergente 3 1/n2.

No Exemplo 2.19 provamos que a"™/n! < ¢/2", o que mostra que a se-
gunda das séries em (3.4) é convergente por ser dominada pela série convergente
D2

Finalmente observe que, sendo n > 2,

n! (1 2)3 4 n 2
—=(=-=)=-... =<,
n n

nn" n n/n n

e aqui também podemos concluir que a terceira das séries em (3.4) é convergente.

Exercicios

e

: x 5 .
. Prove que se ) an é uma série convergente de termos positivos, entio 3 aj ¢ convergente.

2. Sejam Ea,. uma série convergente de termos positivos e (b,) uma seqiiéncia limitada de
elementos positivos. Prove que 3 anbn converge.

3. Sendo an > 0 e by > 0, prove que, se as séries Y a7 e Y b sio convergentes, entdo a série
Y:a,,b,. também é convergente.

4 Prove que se an > 0 e ) a3 converge, entio Y an/n converge.

Verifique, dentre as séries seguintes, qual delas converge, qual delas diverge:

logn 1 1 1
a . , C —_——; d
) ” 0o =)
n°—23n+9 S 2 —sen®3n ; SO
e) ; 4n%V/n +7 = 2n + cos® n? A ; 2"+'n2+1' e g (logn)*”
oo o0 o0 oo
L o ;. 1 9 Vn+1-yn
& Z; Mg Z nvalogn’ ) z; v ) Z, N
n= n=2 n= n=

6. Sejam pi(n) e p-(n) polindmios em n de graus k e r respectivamente. Prove queser—k > 2
a série ) pi(n)/pr(n) é convergente, e se r — k < 1 ela é divergente.

7. Sendo a > b > 0, mostre que a série de termo eral a, = (™ —b™) ™! é convergente se a > 1
e divergente se a < 1.

8. Supondo a, > 0 e a, — 0, prove que Z ay, converge ou diverge se, e somente se, }: an/(L1+
an) converge ou diverge, respectivamente.

- 2
9. Prove que, se a, > 0 e Y. an converge, entdo Y a2/(1 + a2) converge. Construa um
exemplo em que a primeira dessas séries diverge e a segunda converge; e outro exemplo em
que ambas divergem.

10. Prove que, sendo ¢ > 0, a série Y . sen(c/n) é divergente.
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