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Célculo com Integrais

Este capitulo é a continuagao do anterior. Naquele, foi definida a integral
e foram estabelecidas condicdes gerais que asseguram a integrabilidade
de uma fungéo. Neste, serdio provadas as regras para o manuseio eficiente
das integrais, entre elas o chamado Teorema Fundamental do Célculo,
uma movimentada via de méo dupla que liga derivadas a integrais. Em
seguida, usaremos a integral para dar uma definigao adequada do loga-
ritmo e da exponencial. O capitulo termina com uma breve discussao
das integrais impréprias.

1 Os teoremas classicos do Calculo Integral

Para comecar, estabeleceremos a conexao entre derivada e integral.

Teorema 1. (Teorema Fundamental do Célculo.) Seja f:I—R
continua no intervalo I. As seguintes afirmagdes o respeito de uma
funcao F: I — R sdo equivalentes:

(1) F ¢ uma integral indefinida de f, isto &, existe a € I tal que
F(z) = F(a) + [ f(t) dt, para todo x € I.

(2) F ¢ uma primitiva de f, isto é, F'(x) = f(x) para todo z € I.
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Demonstragao: (1) = (2). Se zg, zg+h € I entio F(zo+h)—F(2q) =

f;’;ﬁhf(t) dt e h- f(zp) = f;;°+h f(zo) dt, portanto
. zo+h
HootW 2P gy~ 1 ™) stanar

Dado € > 0, pela continuidade de f no ponto Zg, existe § > 0 tal que
t €I, |t —xo| < & implicam |f(t) — f(x0)] < e. Entdo 0 < |h| < 4,
Zo + h € I implicam

. B - zo+h
falt 0+h})L F(zo) -f(:vo)) < ﬁ/@o 1£(8) — f(x0)] dt
1
< l—f:l |hl-e=e.

Isto mostra que F'(zg) = f(zo).

(2) = (1). Seja F' = f. Como acabamos de ver, se fixarmos
a € I e definirmos ¢(z) = fam f(t)dt, teremos ¢’ = f. As duas funcdes
F,p: I — R, tendo a mesma derivada, diferem por uma constante,
Como ¢(a) = 0, essa constante é F(a). Portanto F(z) = F(a) -+ o(z),
isto &, F'(z) = F(a) + [7 f(t) dt para todo x € 1. O

Comentérios. (1). Foi provado acima que toda fungéo continua possui
uma primitiva. Mais precisamente: se f: [a,b] — R é integrével entio
F: [a,b] — R, definida por F(z) = faz f(t) dt, é derivavel em todo ponto
Tg € [a,b] no qual f seja continua, e tem-se F’ (o) = f(zp). Nesse ponto
também ¢ derivdvel a fungio G': [a,b] — R, dada por G(z) :bfg? f(t)dt.
Tem-se G'(z0) = —f(zg). Com efeito, F(z) + G(z) = L f@)dt =
constante, logo F’(zo) + G'(zo) = 0.

(2). Ficou também provado que se F: [a,b] — R é de classe C? (isto é,
tem derivada continua) entdo F'(z) = F(a)-+ [ F'(t) dt. Bm particular,
F(b) = F(a) + ff F'(t) dt. Isto reduz o céleulo da integral fab flz)dz a
procura de uma primitiva de f. Se F' = f entdo fabf(:l,) de = F(b) —
F(a).

(3). O mesmo argumento da demonstracio de que (2) = (1) no Teorema,
1 serve para provar que se a fungio integravel f: [a,b] — R é continua
no ponto ¢ € [a,b] entdo a fungdo F': [a,b] — R, definida por F(z) =
S f(t) dt é derivével no ponto ¢, com F'(¢) = f(c).

Secdo 1 Os teoremas classicos do Calculo Integral 139

Teorema 2. (Mudanga de varidvel.) Sejam f: [a,b] — R continua,
g: le,d] — R com derivada continua e g([c,d]) C [a,b]. Entdo

g(d)

d
ﬂ@M:/fmmﬂﬁMt
g(c) c

Demonstragao: Pelo Teorema 1, f pbssui uma primitiva F: [a,b] = R
e vale fgg((s) f(z)de = F(g(d)) — F(g(c)). Por outro lado, a Regra da
Cadeia nos da (F o g)(t) = F'(g(t)) - ¢'(¢) = fg(t)) - ¢'(t) para t/odo
t € [¢,d]. Logo Fog:[c,d — R ¢éuma primitiva da fun¢o continua
Lo fg(®) - ¢'(). Portanto [ f(g(t) - g/(t) dt = Flg(d)) - F(g(C)é
Isto prova o teorema.
Observacdo. O Teorema 2 ¢ uma boa justificativa g;zs,)ra a notacio
f; f(z)dz, em vez de ff f. Para mudar a varidvel em fg(c) flz) .da:,. ffmz—
se z = g(t). A diferencial de z serd dz = g¢'(t)dt. Estas substituigoes
dao 9(d) d )
[ twrdo= [ st - g 0)a
g(c) ¢
A troca nos limites de integracdo é natural: quando ¢ varia de ¢ a d,
z = g(t) varia de g(c) a g(d).
E tradicional no Célculo a notago F]Z = F(b) — F(a).

Teorema 3. (Integracgdo por partes.) Se f,g: [a,b] — R tém deri-
vadas continuas entdo

b
/Umydqu:ﬁﬂi—Lf%w@mwm

Demonstracio: Basta notar que f - g é primitiva de f ¢’ + flrge
integrar esta soma usando o Teorema Fundamental do Célculo. O
Teorema 4. (Férmula do Valor Médio para integrais.) Sejam
f,p: [a,b] — R, f continua, p integrdvel, combp(a:) > 0 para todo
z € [a,b]. Bziste um nimero c € [a,b] tal que [, f(2)p(z)dz = f(c)-
b

[ plx) da.

Demonstragio: Para todo z € [a,b], temos m < f(z) < M, onde m
é o fnfimo e M o supremo de f em [a,b]. Como p(z) > 0, Seglble—se que
m-p(z) < f(z)-plx) < M p(z) paratodo = € [a,b]. Seja A = [, p(z) dz.
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Das ultimas desigualdades resulta m- A < f: f@)p(z)dz < M-A. Como

a fungiio A - f é continua, temos [° f(z)
) p(l‘) dfc = A . I8 ara 1
¢ € [a,b], 0 que prova o teorema. f(c) para gurél

Corolario. Seja f: [a,b] — R continua. Eziste c € la, ] tal que

b
| 1@ ds=10)- 0~ a)
Lema. Se ¢: [0,1] — R possui derivada de ordem n continua entdo
n—1 (2) 1 —
_ N\ 2M(0) (1—pm
p(1y =320 DT
(1) ; i +/O 1) o™ (t) dt.

Dlen/lonstra(%é"p: Para n = 1, esta férmula reduz-se a ¢(1) = (0) +

fo‘ @' () dtl valida pelo Teorema Fundamental do Célculo. Para n = 2

a integracao por partes fornece ’
1

1
/O (=" (t)dt = (1 *t)so’(t)]éqt/o /() dt = —¢'(0) + (1) — (0),
logo
¢(1) = (0) + ¢'(0) + /1(1 — )" (t) dt.
0

Para n = 3, novamente a integracdio por partes nos d4

l(l_t)2 1 (1*t2 " ' ! |
[, e =S w0] s o geea

=0 L o) - p0) - 00),

logo
(0 1 A
o) =) +¢/0)+ 204 [[O=T g,
~ . . O
O padréo indutivo est4 claro. O lema vale para todo n. 0l

Teorema 5. (Férmula de Taylor com resto integral.) Se f: I —

R . . . , .
DOSSUL derzvafia n-estma continua no intervelo cujos extremos sao
a,a+h &I entdo

f(a+h):f(a)“"f'(a)-h—!—"'-kf((fll(;l')h”'l

* { /01 %f ™) (q + th)dt} B,
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Demonstracio: Definindo ¢: [0,1] — R por ¢(t) = fla 4 th), tem-se
©D(0) = f@(a)h’. O Teorema b resulta do lema acima. O

Coroldrio. (Férmula de Taylor com resto de Lagrange.) Se
f: I — R € de classe C" no intervalo cujos extremos sao ¢,0 + hel
entdo existe 6 € [0,1] tal que

(n—1) (m) oh
f(a+h):f(a)+f'(a)~h-|—--'+—%b——:1(—;2h"*1+I—(—ZLT+—~—)~h”.

Com efeito, chamando de A a integral do enunciado do Teorema 9,
resulta do Teorema 4 que existe 6 € [0,1] tal que

1 _ f\n—1 (n) oh
A:f<")(a+6h)/0 W(l(nf)l)! dt:—~—————f (Zf ). O

Observacdo. Esta demonstragio ¢ mais natural do que a dada no
Teorema 2, Capftulo 9, porém exige mais de f.

2 A integral como limite de somas de Riemann

A norma de uma particdo P = {to,...,tn} C la,b] é o nimero |P| =
maior comprimento t; — ;1 dos intervalos de P.

Teorema 6. Seja f: [a,b] — R limitada. Para todo € >0 dado, existe
5> 0 tal que |P| < 6= S(f;P) < [ fle)de+e.

Demonstracdo: Suponhamos inicialmente f(z) > 0em [a,b]. Dado
¢ > 0, existe uma particao Py = {to, . .- ,tn} de [a, b] tal que

+b
S(f; Po) </ f(z)dz +¢€/2.

Seja M = sup f. Tomemos § com 0 < § < &/2Mn. Se P é qualquer
particio de [a,b] com [P| < ¢, indiquemos com [Fa-1,7a| OS intervalos
de P que estdo contidos em algum [ti—1,t;) de Pp e com [Tﬂ_l,m] 0s
restantes intervalos de P. Cada um destes contém pelo menos um ponto
t; em seu interior, logo hé, no maximo, n intervalos do tipo [rg_l,rg].
Escrevamos o C i para significar [ro—1,7a] C [ti 1,%]. Quando a C i
valem My < M;e > ci(ra—Ta1) < ti—ti—1. Estes ndmeros s&o todos
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> 0,1020 )i Mo (ra—ra—1) < M- (ti—ti1) e Mg-(rg—r5-1) < M-4.
Portanto:

S(f;P) =) Ma(ra —ra-1)+ »_ Mpa(rg —rp_1)
o B

n

<Y Mt —tia)+ M n-§
=1

< S(f; Po) +¢/2
+b

</ f(z)dx +e.

No caso geral, como f é limitada, existe uma constante ¢ tal que f(z)+
¢ > 0 para todo z € [a,b]. Tomando g(z) = f(z) + ¢ temos S(g; P) =
S(f;P)+c-(b—a)e

wb

/

logo recaimos no caso anterior. ]

=b
g(x)dz :/ f(z)dz +c(b—a),

Dizer que S(f; P) < f;bf(:r,) dz+-¢ equivale a ]f;bf(as) do—S(f; P)| <
e. Logo o Teorema 6 significa que limp_q S(f; P) = f;bf(at) dz.

De modo inteiramente andlogo se prova que ff f(z)dz = lim s(f;P).

|P|—0
Uma parti¢io pontilhade do intervalo [a,b] é um par P* = (P,§),
onde P = {{g,...,t,} é uma particio de [a,b] e £ = (&,...,&,) 6 uma
lista de n niimeros escolhidos de forma que ;.1 < & < #; para cada
i=1,2,...,n
Dada uma funcéo limitada f: [a,b] — R e uma particao pontilhada
P* de [a,b], tem-se a soma de Riemann

n
Z(f; P = Z F&)(E —timn).
i=1
Evidentemente, seja qual for o modo de pontilhar a particio P, tem-se

s(f; P) <D (f;P*) < S(f; P).

Diz-se que o ntimero real I é o limite de > (f; P*) quando |P| — 0,
e escreve-se [ = limp|_o Y (f; P*), quando, para todo ¢ > 0 dado,
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pode-se obter § > 0 tal que | (f; P*) — I| < € seja qual for a parti¢ao
pontilhada P* com |P| < §.

Teorema 7. Se f: [a,b] — R € integrdvel entdo
b
/ f(z)dz = lim Z(f;P*).
a |P|—0
Demonstracgao: Segue-se do Teorema 6 que se f é integravel entao

b
Jim s(fiP) = lim S5 P) = [ fa)dn

Como se tem s(f; P) < > (f; P*) < S(f; P), resulta imediatamente que
limypi_o 32(f; P*) = [ f(z) dz. =

Observagao. Vale a reciproca do Teorema 7, mas € menos interessante.
(Veja “Curso de Andlise”, vol. 1, pag. 333.)

3 Logaritmos e exponenciais

Seja ¢ um numero real maior que 1. Costuma-se definir o logaritmo
de um numero real © na base a como o expoente y = log, = tal que
a¥ = z. Ou seja, a funcio log,: RT — R costuma ser definida como a
inversa da fungéo exponencial y + a¥. Isto requer o trabalho preliminar
de estabelecer o significado e as propriedades das poténcias a¥, onde y
¢ um numero real qualquer, o que é possivel fazer rigorosamente. Mas
achamos mais simples definir primeiro o logaritmo e, a partir deste, a
exponencial, como faremos agora.
Definiremos a funcio log: R* — R pondo, para cada z > 0,

1 “dt
logm:/ —dt = —
1t 1t

O ntimero log x é chamado o logaritmo de . Lembrando que ff flz)dz =
—fbaf(m)dac, vemos que logz < 0se 0 < a < 1,logl =0elogz >0
quando z > 1.

A fungéao log ¢ mondtona crescente, derivdvel, com (log)'(z) = 1/,
(log)"(z) = —1/22, etc. Segue-se que log é infinitamente derivavel, isto
é, log € C°°. Vé-se também que log é uma fungdo céncava.
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Teorema 8. Para quaisquer z,y € RY tem-se log(zy) = logx + log y.

Demonstracao: log(zy) = [[Ydt/t = [[dt/t + [[Ydt/t = logz +
f;y dt/t. Quando s varia de 1 a y, o produto s varia de = a zy. Logo a
mudanga de varidvel ¢t = x5 nos dé dt = zds e [V dt/t = [} zds/xs =

fly ds/s = logy, o que prova o teorema. 0 -

Coroldrio 1. Para todo nimero racional v tem-se log(z™) =r - log x.

Com efeito, segue-se do Teorema 8 que log(z™) = n - logz quando
n € N. De g™ 27" = 1 resulta 0 = log(z™ - 2™") = log(z") + log(z™") =
n - logz + log(z™™), donde log(z™") = —nlogz. Isto prova o corolario
para € Z. No caso geral, 7 = p/q onde p,q € Z. Por definigdo,
(zP/9)9 = 2P, Dai, pelo que j& provamos, ¢ - log(zP/?) = p - log z, donde
log(zP/1) = (p/q) log x. 0

Corolario 2. log: RY — R ¢ sobrejetiva.

Como log é continua, sua imagem é um intervalo, portanto basta
mostrar que log é ilimitada superior e inferiormente, o que decorre das
igualdades log(2") = n -log 2 e log(27™") = —n - log 2. O

Sendo uma funcéo crescente, log é uma bijecio de R™ sobre R. Sua
inversa, exp: R — RT é chamada a funcdo exponencial. Por definicdo,
exp(z) = y & logy = x, ou seja, log(exp(z)) = x e exp(logy) = y.

Existe um dnico ndmero real cujo logaritmo é igual a 1. Ele.é in-
dicado pelo simbolo e. Mostraremos logo mais que e coincide com o
nimero introduzido nos Exemplos 12 e 13 do Capitulo 3. Por enquanto,
sua definicdo é e = exp(1).

Teorema 9. A funcdo exponencial exp: R — RT € uma bijecdo cres-
cente, de classe C*°, com (exp)'(z) = exp(z) e exp(z + y) = exp(z) -
exp(y) para x,y € R quaisquer. Além disso, para todo v € Q tem-se
exp(r) =e".

Demonstragdo: Pela regra de derivagio da fungio inversa, para cada
z € R, com exp(z) = y, tem-se (exp)(z) = 1/(log)'(y) = y = exp(z).
Assim exp’ = exp, donde exp € C®. Dados z,y € R, sejam 2/ =
exp(z) e ¥ = exp(y), logo z = loga’ e y = logy’. Entdo exp(x +y) =
exp(log 2’ + logy') = expllog(z'y’)] = exp(z) - exp(y). Se r é racional, o
Corolario 1 do Teorema 8 nos d4 log(exp(r)) =r =71 =r-loge =
log(e”™), donde exp(r) = €", pela injetividade de log. ]

A igualdade exp(r) = e para r € Q, juntamente com a relagio
exp(z +y) = exp(z) - exp(y) nos indicam que exp(z) se comporta como
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uma poténcia de base e e expoente x. Poremos entfo, por definigao,
e? = exp(z), para todo z € R. Com isto, passa a ter significado a
poténcia e* para x real qualquer.

Com esta notacao, temos

TV =¢ ¥ =1, e =1/e,
z<y & ¥ <Y
log(e®) = z, el8Y =y para quaisquer z € R,y > 0.

Temos ainda lim €% = +coe lim e* =0, como se vé facilmente.
z->+00 LT——00

Pelo Teorema do Valor Médio, para todo =z > 1 existe c¢ tal que
l<c<zelogz =logz —logl = (log) (c)(z — 1) = (z — 1)/c. Segue-
se que logz < x para todo z > 1. Como logz = 2log+/z, temos
0 < logz < 2/, donde 0 < logz/z < 2/+/z para todo x > 1. Como
limg 1 00(2//Z) = 0, segue-se que limg o0 log z/z = 0, fato que tinha
sido provado no final do Capitulo 3 supondo  =n € N.

Por outro lado, dado qualquer polindémio p(z), tem-se

lim p(z)/e® = 0.

T—+00

Para provar isto, basta considerar o caso em que p(z) = z*. Entao
escrevemos e*/F =y, donde z = k - logy. Evidentemente, z — +00 se,
e somente se, y — +oco. Portanto :

: 1
lim (——ﬁc ) = lim |k €Y —9
L—+4-00 el'/k Yy—+oo Yy

e dai
k

lim r_ lim <——ai~>k = 0.
z— 400 €% z—to0 \ g2k
Se c e k s80 constantes reais, a funcio f(z) = c- e tem derivada
f(z) = k-c-e*® = k- f(z). Esta propriedade de possuir derivada
proporcional a si mesma é responsavel por grande parte das aplicagoes
da fungao exponencial. Mostraremos que essa propriedade é exclusiva
das funcdes desse tipo.

Teorema 10. Seja f: I — R derivdvel no intervalo I, com f'(z) =
k- f(z). Se, para um certo zo € I, tem-se f(zo) = c entdo f(z) =
c-ef@=20) parg todo x € I.
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Demonstragao: Seja ¢: I — R definida por ¢(z) = f(z) - e *z—20),
Entéo ¢/ (z) = f/(z)e ™ #=20) _f f(z).e~M(#=20) = 0. Logo ¢ & constante.
Como ¢(zo) = ¢, tem-se @(x) = ¢ para todo = € I, ou seja, f(z) =
c - ekle=wo), O

Como a derivada da fungdo f(z) = e ¢ ainda f/(z) = e®, temos .

f'(0) = 1. Segue-se da definigéo de derivada que lim,_o(e® —1)/2 = 1.

Dados a > 0 e x € R, definiremos a poténcia a® de modo que seja
valida a férmula log(a®) = z-loga. Para isto, tomaremos esta igualdade
como definigao, ou seja, diremos que a® é o (tinico) nimero real cujo
logaritmo ¢ igual a z - log a.

Noutras palavras, a® = 08¢,

A fungdo f: R — R, definida por f(z) = a®, tem as propriedades
esperadas.

A primeira é que, para ¢ = p/q € Q (onde ¢ > 0), f(z) = ¥aP. Com
efeito, f(z) = exp((p/q) log a) = exp(log ¥a?) = ¥ar.

Tem-se a®™¥ =0a” - a¥, o =1, a™® =1/a® e (a®)¥ = o™,

A fungéo f(z) = a® tem derivada f'(z) = a® - loga, portanto é de
classe C°°. A derivada f/ é positiva se a > 1 e negativase 0 < a < 1.
Logo f ¢ crescente no primeiro caso e decrescente no segundo. Quando
a > 1, tem-se limy 400 a® = 400 e limgy_oa® = 0. Se 0 < a < 1,
os valores destes limites sdo trocados. Se 0 < a # 1, f(z) = a* é uma
bijecdo de R sobre R™, cuja inversa indica-se com log,: R™ — R. Para
cada x > 0, log,  chama-se o logaritmo de x na base a.

Assim y = log, z < a¥ = z. Voltamos & defini¢do cléssica. Quando
a = e, vale log, x = logz. O logaritmo que definimos no comeco desta
seqdo tem, portanto, base e. B o chamado logaritmo natural. Para todo

z > 0, temos
elogm I alogam — eloga :v~loga,

portanto logz = log,z - loga, ou seja, log,z = logz/loga. Desta
Ultima féormula resultam propriedades de log, 2 andlogas as de logz,
como log,(zy) = log, = + log, y ou (log,) (z) = ﬁ}é_a

Para finalizar esta segdo, mostraremos que e coincide com o niimero
definido nos Exemplos 12 ¢ 13 do Capitulo 3.

A derivada da fungio loga é igual a 1/z. No ponto z = 1 esta

derivada vale 1. Isto significa que

log(1 +;
iy 081 +2) _

L
z—0 T
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ou seja,
1irr610g[(1 + )V = 1.
Como
(14 a;)l/m = exp{log[(1 + m)l/z}},
vem

liH(l)(l + )Y =exp(l) =e.
Tr—>

Pondo y = 1/, concluimos que limy o0 (1+ 1/y)¥ =e.
Em particular, lim,en(1 4+ 1/n)" =e.

4 Integrais imprdprias

Sao de dois tipos: integrais de fungdes ilimitadas (definidas num inter-
valo limitado porém néo fechado) e integrais de fungoes definidas num
intervalo ilimitado.

O teorema seguinte descarta um caso trivial.

e

Teorema 11. Sejo f: (a,b] - R limitada, tal que a restricdo fllc,b] é
integrdvel para cada ¢ € (a,b]. Entao, seja qual for o valor que se atribua
a f(a), obtém-se uma fungdo integrdvel f: [a,b] — R, com f:f(x) dz =
lime—yq fcbf(x) dz.

Demonstracao: Seja K tal que a <z < b= |f(z)| < K. Dado e > 0,
tomemos ¢ € (a,b] com K - (¢ —a) < g/4. Como f|[c,b] é integrével,
existe uma partigdo P de [c,b] tal que S(f; P) — s(f; P) < €/2. Entéo
() = PU{a} é uma partigio de [a,b] tal que

S(f;Q) —s(f;Q) <2K(c—a) + S(f; P) — s(f; P) <e.

Logo f: [a,b] — R é integrdvel. A integral indefinida F: [a,b] — R,
F(z) = ff f(t)dt cumpre a condigdo de Lipschitz |F(y) — F(z)] <
Kly — z| logo é (uniformemente) continua, donde F(a) = lim+F c) =

. b
Clirg [ fz) de. O

Resultado andlogo vale para f: [a,b) — R.
Basta, portanto, considerar f: (a,b] — R ilimitada. Suporemos
também f continua. A integral imprdpria f; f(z) dz é definida como

b
/ab flz)dx = El_i)%’l+ f(z) dz.

a+€
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Em cada intervalo fechado [a+¢,b], f é continua, logo integrdvel. O
problema ¢ saber se existe ou néo o limite acima. Se ele existir a integral
serd convergente; se ndo existir o limite a integral serd divergente.

Evidentemente, o caso de uma fun¢éo continua ilimitada f: [a, b)) = R

se trata de modo semelhante, pondo-se f: flz)dz = li%l+ f;gg f(z)dzx
E—

Finalmente, o caso de f: (a,b) — R continua reduz-se aos anteriores

tomando ¢ € (a,b) e pondo fff(%) dr = [¢ f(z)dz + fcb f(z)dz

Exemplo 1. Seja f: (0,1] — R dada por f(z) = 1/z®. Supondo a # 1,
temos

— = lim — = lim = lim
0 Y o0+ [ ¥ em0tl-af, =0+ 1-q

_{+oo se «a>1

Ydz Lz . gl :j 1 1 gl-a

1 ]
T se o<l

Quando « = 1, temos

1 1 . 1
EZ—:E = lim d_a: = lim log :c}

= lim (—loge) = +oo.
0 Z e—0+ /. @ e—0-+ e—0+

Portanto jbl dz/z® diverge se a > 1 e converge para (1 —a)7!
Em particular, @ = 1/2 d& fol dz/\/z = 2.

Exemplo 2. Seja f:[0,1) > R, f(z) = 1/v1 — z2. Entao

1 1—e
/ dz/v/1— 2% = 111(1)1+/ dz /1 — z?
0 e=0+ Jg

. 1-¢
= lim arcsen 1] 0
e—0+4

se o < 1.

= lim arcsen(l —¢)
g0+

T
= arcsen 1 = —-
2

Quando f: (a,b] — R cumpre f(z) > 0 para todo z € (a,b] entdo
a integral [ b f(z)dz converge se, e somente se, existe k > 0 tal que
fa+€ f(z)dz < k paratodo e € (0, b—a) pois a fungio ¢ (e ja+6 f(z) de

€ ndo-crescente. Se existir uma funcio g: (a,b] — R tal que f g(z)dz
seja convergente e 0 < f(z) < k- g(x) para todo z € (a,b] entao
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fff(r) dx converge pois, neste caso, ¢(g) < k - f: g(z)dx para todo
€ (0,0 a).

Exemplo 3. A integral I = fol dz/+/(1 - 22)(1 — k222) converge se
k € R cumpre k* < 1. Com efeito, como 0 < z < 1, temos 1 — k2 <
1—k%2% Pondo K = 1/v1 —k? segue-se que 1/+/(1 —22)(1 — k22?) <
K/v/1— z? portanto I < folK/\/l —z?=Kmn/2.

Diz-se que a integral imprdpria f: f(z)dz é absolutamente conver-

gente quando ff |f(z)|dz converge. Como no caso de séries, a conver-
géncia de ff [f(z)|dz implica a de ff f(z)dz

Com efeito, dada f: (a,b] — R continua, definamos sua parte positiva
e sua parte negativa fi, f—: (a,b] — R pondo, para a <z < b:

f+(x) = max{f(2),0} e f—(z) = max{7(z),0}.
Butdo fi(z) = L[1f@)| + f@)] e £-(=) = L[If(2)] - /()] de modo

que fi e f_ sdo continuas. Além disso, temos fi(z) > 0, f-(z) > 0,
J=fr = elfl=fu+f-, donde fy < |fl e J- < |f]. Segue-se des
tas desigualdades que se f f(z)dz é absolutamente Convelgente entao

f fe(z)dx e f J/—(z)dz convergem. Logo f flz)dz = f fi(z)dz —
f f—(z) dz é convergente.

O critério de compar agao assume entdo a seguinte forma: se f,g
[a,b) — R sao continuas e f g(x) dz converge entéo a condigao | f (m)} <
k- g(z) para todo z € [a,b) mlphca que fab f(z)dz é (absolutamente)
convergente. Por exemplo, se f: [a,b) — R é continua e existem cons-
tantes k > 0 e a < 1 tais que |f(z)] < k/(b— z)® para todo z € [a, b)
entao a integral fa f(z)dz é (absolutamente) convergente.

Tratemos agora de integrais sobre intervalos ilimitados.

Dada f: [a,4+00) — R continua, define-se a integral imprépria de f
pondo:

400

A
f(o) dz = Aggloo/a f(z) da.

a

Se o limite acima existir, a integral diz-se convergente. Do
contrario, ela diz-se dwergente Uma defini¢éo analoga é dada quando
I (~o0 b] — R. Entdo f flz)dz = hm fB z)dz. Finalmente,

para f: (—oo,+c0) — R, toma-se um ponto albltrauo a € R (geral-
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mente a = 0) e poe-se

+Oof(a:) dz = /:; f(=) dw+/a+oo f(z)dz.

-0

Exemplo 4. Seja f: [1,400) — R, f(z) = 1/2% Se a # 1 tem-se

/ Adr  Al-e 1 ) ® dz 1
= logo — =

1 a® 1—a = ® 1oz a-—1

converge se o > 1. Por outro lado, se o < 1, f1+°° dz/z* diverge. Isto

contrasta com a integral da mesma funcéo no intervalo (0, 1].

E)icer‘nplo 5. [;7dz/(1 + 2% = 7/2. Com efeito, arctg = ¢ uma
primitiva de 1/(1 4+ z?). Por conseguinte

oo gy ) T
/0 T1a2= A—lil}rloo(arCtg A — arctg 0) = 5

Diz-se que wma integral f;roo f(z)dx é absolutamente convergente
quando fa+°° |f(z)|dz converge. Como no caso de intervalos limitados,
prova-se que, neste caso, f;roo f(z) dz converge.

Vale portanto o critério de comparacio: se f,g: [a,+c0) — R sao
continuas, se [ g(z)dz converge e se existe k > 0 tal que |f(z)] <
k- g(x) para & > a entdo f;roo f(z)dz converge (absolutamente). Em

particular, se |f(z)| < k/z% com o > 1 entéo f;oo f(z)dz é (absoluta-
mente) convergente.

Exemplo 6. Seja a > 0. A integral f;roo dz/x? converge e, como
se vé facilmente, seu valor é 1/a. Mesmo se nio soubéssemos que a
d(fivada de arctg = é 1/(1 + 2?), concluirfamos, por comparagao, que
Jo 7 dz/(1+ 2?) 6 convergente pois 1/(1 + z2) < 1/2.

Exemplo 7. (A fungio gama.) Trata-se da funcio I': (0, +o0) — R,
definida para todo ¢ > 0 pela integral T'(t) = 0+°O e ®x!~1dx. Para mos-
trar que a integral acima converge, a decompomos na soma fol + f1+00.
A integral fol e e 1dz converge porque e Fztl < 1/z!7f A se-
gunda parcela, f;roo e “¢' 1dx converge porque e *z'~! < 1/22 para
todo x suficientemente grande. Com efeito, esta desigualdade equivale
a z'*1/e” < 1. Ora, como sabemos, limg, oo 2811 /% = 0, logo existe
a>0tal quez >qg = :1:’5+1/e$ < 1. A funcdo gama estende a nocio de
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fatorial, pois I'(n) = (n — 1)! para todo n € N, como se vé& integrando
por partes.

Exemplo 8. A integral de Dirichlet I = 0+°°(S€n z/x)dx converge,
mas nao absolutamente. Com efeito, para todo n € N seja a, =

gﬂ)ﬁ |senz/z|dx. Entdo [ = ap — a1 +ag —ag+ . E claro que
ag > a1 > ag > -+ e que lima, = 0. Logo, pelo Teorema de Leibniz,

a série > 2 (—1)"a, (e consegiientemente a integral) converge. Por
outro lado, f0+°° |senz|/zdx é a soma da série » - an, cujo termo
an é a drea de uma regizo que contém um tridngulo de base 7/2 e al-
tura 2/(2n + 1)7. A 4rea desse tridngulo é igual a 1/2(2n +1). Como
a série harménica diverge, segue-se que » . a, = +oo. (Prova-se que

0+°°(sen z/z)de =7/2.)

Uma aplicacdo bastante conhecida das integrais impréprias é o cri-
tério de convergéncia de séries numéricas contido no seguinte teorema,
cuja demonstracio pode ser encontrada em qualquer livro de Calculo.

Teorema 12. Seja f: [a,+00) — R continua, mondtona, ndo-decres-
cente. Para todo nidmero natural n > a, seja a, = f(n). A série Y an
. 4o

converge se, e somente se, a integral [ f(z)dx converge.

5 Exercicios

Segao 1: Os teoremas classicos do Célculo Integral

1. Seja f: [a,b] — R integravel, continua & direita no ponto zp &
[a,b). Prove que F: [a,b] — R, dada por F(z) = [7 f(t)dt, é
derivavel & direita no ponto zg, com F} (zo) = f(zo). Enuncie
fato andlogo com “esquerda”’ em lugar de “direita”. Dé exemplos
com f integrével, descontinua no ponto xg, nos quais:

(a) Existe F'(zo);
(b) Néo existe F'(xzo).
2. Seja f: [a,b] — R derivével, com f’ integrdvel. Prove que, para

quaisquer z,c¢ € [a,b], tem-se f(z) = f(c) + [ f'(¥)dt. Conclua
que o Teorema 5 vale com “integravel” em vez de “continua’.

3. Seja f: [a,b] — R derivével, com f/(z) > 0 para todo = € [a,b]. Se
{z € [a,b]; f'(x) = 0} tem conteido nulo, prove que f é crescente.

¥
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. Dada f: [a,b] — R com derivada continua, prove o Teorema do

Valor Médio (Teorema 7 do Capftulo 8) como conseqiiéncia da
férmula de mesmo nome para integrais (Coroldrio do Teorema 4,
deste capitulo).

. Sejam f: [a,b] — R continua e o, B: I — [a,b] derivaveis. Defina

¢: I — R pondo p(z) = fﬁ(m)

¢ & derivavel e ¢/(z) = f(B(2)) - F'(z) — fa(z)) - o/ ().

. Sejam f: [0,1] — R a fun¢dio do Exercicio 2.3 do Capitulo 10 e

g: [0,1] — R definida por g(0) = 0 e g(z) = 1 se z > 0. Mostre
que f e g sdo integraveis porém go f: [0,1] — R néo é integrével.

. Dada f: [a,b] — R com derivada 1nteg1avel seja m = (a + b)/2.

Prove que f(a)+ f(b) = [2/(b— a)] f [f(z)+ (z — m)f'(z)] de.

. Sejam f,p: [a,b] — R tais que f é continua, p € integravel e

p(z) > 0 para todo z € [a,b]. Prove que se

/ " F )o@ do = £(a) / ’p(a) dr,

entao existe ¢ € (a,b) tal que f(a) = f(c). Vale um resultado
andlogo com f(b) em lugar de f(a). Conclua que no Teorema 4
pode-se tomar ¢ € (a,b) e que no Coroldrio do Teorema 5 pode-se
exigir que 6 € (0,1). [Veja Exercicio 9, Secdo 4, Capitulo 10.]

O Exercicio 3, Se¢ao 4 do Capitulo 3 deixa em aberto o calculo de

. nle™
lim
n-—oo N

Na realidade, a formula de Stirling diz que, pondo z,, = nle® /n" e
Wy, = % tem-se limz,, /w,, = 1, portanto lim z,, = +oo. Uma,
demonstracdo mais simples para o fato de que lim z,, = +co pode
ser feita segundo as etapas abaixo indicadas:

Integrando por partes, mostre que

n
/ logzdz =nlogn—n+1= A, (digamos).
J1

. Se Bj, é a soma superior da funcio log z relativamente & particéo

{1,2,...,n} do intervalo [1,7n], mostre que

Ap < By = Zlogk = logn!
k=2

olz) f(t)dt, para todo 2 € I. Prove que
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C. Uma melhor aproximagcfo superior para a érea A, pode ser dada
considerando-se, para cada k = 2,...,n a tangente ao grafico de

= log x pelo ponto z = k—1/2. O trapézio com base no intervalo

[A 1, k] do eixo z, com dois lados verticais e lado inclinado igual a

essa tangente tem drea log(k — 1/2). Seja Cp = Y_p_y log(k—1/2)
a soma das areas desses trapézios. Mostre que A, < Cp < Bp

para todo n > 1.

D. Mostre que se tem

By —Cp =) [llogh —log(k —1/2)] = > 1720,
k=2 k=2
onde k —1/2 < 0, < k.

E. Conclua que

o0
1
lim(B,, — An) > lim(B, — Cp) Z 5— =
k:

F. Observe que

B, — A, =logn!—nlogn+n~-1= log(nle™ tn™"),
portanto lim z, = +0c0.

Se¢do 2: A integral como limite de somas de Riemann

1. Com auxilio de somas de Riemann prove a validez dos seguintes

limites:

LS 1
m R
Xix 2

(b) lim - ZZ sen (— - ) = —

9. Dada f: [a,0] — R, limitada ou ndo, faz sentido considerar a soma
de Riemann 3 (f; P*), para toda particio pontilhada P*. Prove
que, se existe Hmypj_g y_(f; P ), entdo f é uma fungéo limitada.

3. Prove a reciproca do Teorema 7: se existir limip .o Z(f P =1

entdo a funcéo limitada f: [a,b] — R é integrével e f f(zydz = L.

(a) lim

¥
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4. Sejam f, g: [a,b] — R integréveis. Para toda, particao P = {tp, ...

7.

tn} de [a,b] sejam P* = (P,¢) ¢ P# = (P,n) pontilhamentos de
P. Prove que

' b
jm, 3 et~ 1) = [ reg(e)de

1P|

. Dadas f,g: [a,b] — R, para cada particdo pontilhada P* de [a, b]

define-se a soma de Riemann-Stieltjes

D (g P =" FE)gt) — gtin)).

Prove: se f é integrdvel e g possui derivada integravel entéo

hm f,g, P) / f(z)d (z) dz.

. Dada f: [a,b] — R, seja, para cada n € N,

n

M(fim) = 23" fatin), p= L0
=1

a média aritmética dos valores f(a+h), f(a+2h),..., fla+nh) =
f(b). Prove que se a funcio f é integrdvel entdo

b
Jim M(rin) = = [ o) ao

Por este motivo, o segundo membro desta igualdade se chama o
valor médio da fungdo f no intervalo [a, b]

Se f: [a, b] — R é convexa, plovequef( 2 = b~ / f(@)d

~ ~ .
>ecao 3: Logaritmos e exponenciais

1.

Sejam f:R - Re g: Rt - R fungdes continuas, nao identica-
mente nu.las, tais que f(z +y) = f(2)- f(y) e gluww) = g(u) + g(v)
para quaisquer z,7 € R e u,v € RT. Prove que existem a € R e
b e R tais que f(x) = e para todo z € R e g(z) = b- logz para
todo z € R*.
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2. Prove que a seqiiéncia cujo n-ésimo termo é z, =1+ 1 24+
1/n —logn é decrescente e limitada, logo converge. (Seu limite
é conhecido como a constante v de Euler-Mascheroni, cujo valor
aproximado é 0,5772.)

3. Prove que limg gz -logz = 0.

4. Prove que, para todo z € R, tem-se lim (1+ ) =%,

n—0ed

Secao 4: Integrais imprdéprias

1. Verifique a convergéncia ou divergéncia das integrais

/Ol—cosx /312 ,/ a

2. Verifique a convergéncia ou divergéncia das integrais

1oo +oo g T pdy
/0 (1+fcf/ 1+w6’/1 1—e

3. Mostre que f0+oo sen(z?) dr converge mas nao absolutamente.

4. Mostre que f0+°° x-sen(z*) dr converge, embora a fungéo x .senfz?)
seja ilimitada.

5. Seja f: [a,+o0) — R continua, positiva, mondtona nao-crescente.
Prove que se fa+°° f(z) dz converge entdo limg_, 100 @ - f(x) = 0.

6. Seja f: [a,+00) — R integravel em cada intervalo limitado [a, x].
Prove que a integral imprépria

[ s [

existe se, e somente se, para todo & > 0 dado, existe A > 0 tal que
A < z <y implica [ [Yre) dtl < e. (“Critério de Cauchy”.)

7. Prove o Teorema 12.



