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Seqiiéncias
e Séries de Funcoes

Em varios problemas da Matemética e das suas aplicacbes busca-se
uma funcdo que cumpra certas condicdes dadas. I freqiliente, nesses
casos, obter-se uma seqiiéncia de fungdes fi, f2,..., fa,..., cada uma
das quais cumpre as condigdes exigidas apenas aproximadamente, porém
com aproximagoes cada vez melhores. Entdo a funcdo-limite dessa se-
quéncia deverd cumprir as tais condigdes, caso aconteca o melhor. Tsto
leva ao estudo de limites de seqiiéncias de funcdes. Muitas vezes cada
fungéo da seqiiéncia obtém-se da anterior somando-se uma funcéo gy, .
Neste caso, tem-se uma série de fungdes Y. g,. Seqiliéncias e séries de
funcoes serfo estudadas neste capftulo.

Para seqiiéncias e séries de niimeros hd apenas uma nocéo de limite.
Mas para fungdes ha vérias. Aqui examinaremos as duas nogoes mais
comuns de convergéncia, que definiremos a seguir.

1 Convergéncia simples e convergéncia uniforme

Diz-se que uma seqjiiéncia de funcoes f,: X — R (n=1,2,...) converge
simplesmente para a fungdo f: X — R quando, para todo z € X, a
seqiiéncia de nimeros fi(z),..., fo(x),... converge para f(z).

Assim, f, — f simplesmente em X quando, dados e > 0 ez € X,
existe ng € N (dependendo de ¢ e de z) tal que n > ng = [fn(z) —

f(@)] < e.
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Graficamente, em cada reta vertical que passa por um ponto ¢ € X
fica determinada uma seqiiéncia de pontos (=, fi(z)), ..., (z, fo(2)),...
intersecdes dessa reta com os graficos de fi,...,[fn,... . Estes pontos
convergem para (z, f(x)), intersecio da reta vertical com o gréfico de f.

Exemplo 1. A seqiiéncia de fungdes f,,: R — R, onde fr(z) = z/n,
converge simplesmente para a fungdo f: R — R que ¢ identicamente
nula. Com efeito, para todo x € R fixado, tem-se nli&loo(:c/ n) =0.

Um tipo de convergéncia de funces mais restrito do que a conver-
géncia simples, é a convergéncia uniforme, que definiremos agora.

Uma seqiiéncia de fungoes f,,: X — R converge uniformemente para
a funcdo f: X — R quando, para todo £ > 0 dado, existe ng € N
(dependento apenas de ) tal que n > ng = | fa(2) — f(z)] < € seja qual
for z € X.

No plano R?, dado € > 0, a faiza de raio € em torno do gréfico de f
é o conjunto

F(f;e) = {(x,y) e REz € X, f(z) —e <y < f(a) +e}.

Dizer que f, — f uniformemente em X significa que, para todo € > 0,
existe ng € N tal que o grafico de fy,, para todo n > ng, estd contido
na faixa de raio € em torno do gréfico de f.
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Figura 10: O grafico de f, estd contido na faixa F(f;€).

Exemplo 2. Nenhuma faixa de raio £ em torno do eixo das abcissas
(grafico da funcio identicamente nula) pode conter o grafico de uma
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funcdo fn: R — R, fyu(z) = z/n. Logo a seqiiéncia (frn) do Exemplo 1
nao converge uniformemente para zero em R. Por outro lado,se X C R
¢ um conjunto limitado, digamos com |z| < ¢ para todo = € X, entdo
fn — 0 uniformemente em X. Com efeito, dado & > 0, basta tomar
ng > c/e. Entdo n > ng = | fu(z)] = |2|/n < ¢/ng < e.

Exemplo 3. A seqiiéncia de fungdes continuas f,: [0,1] — R, folz) =
z™, converge simplesmente para a funcdo descontinua f:00,1] — R,
f(z)=0se0 <z <1, f(1) = 1. A convergéncia é uniforme em todo
intervalo da forma [0,1 — 4], 0 < § < 1 mas ndo é uniforme em 0,1].
Estas duas afirmagbes decorrem de fatos gerais (a saber, os Teoremas
1 e 2 abaixo) mas podem ser facilmente provadas a partir da definicdo.
Com efeito, escrevendo a = 1—§, temos 0 < a < 1 logo limy,—, 100 a”™ = 0.
Dado € > 0, seja ng € N tal que n > ng = a” < ¢. Entdon >ng =0 <
Jn(z) < a™ < ¢ para todo @ € [0,a]. Portanto f,, — 0 uniformemente no
intervalo [0, 1—4]. Por outro lado, tomando & = 1 /2, afirmamos que, seja
qual for np € N, existem pontos ¢ € [0, 1) tais que | fn, (z) — f(z)] > 1/2,
ou seja, 0 > 1/2. Basta observar que lim,_,;_ 2™ = 1. Logo existe
0>0tal que 1 =6 < 2 < 1= 2" > 1/2. Isto mostra que fn n8o
converge uniformemente para f no intervalo [0, 1].

Figura 11: As fungdes Jn{z) = 2" convergem simplesmente no intervalo [0,1] para
uma fungdo descontinua.

Exemplo 4. A seqiiéncia de fungdes continuas f: [0,1] — R, fo(z) =
z"™(1 — z™) converge simplesmente para a funcdo identicamente nula.
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Esta convergéncia ndo € uniforme. Com efeito, para todo n € N temos
Jn(¥/1/2) = 1/4. Logo, para € < 1/4, nenhuma funcéo f, tem seu
grafico contido na faixa de raio & em torno da fungao 0. Por outro lado,
se 0 < ¢ < 1, temos f, — 0 uniformemente no intervalo (0,1 — ] pois
z™ — 0 uniformemente nesse intervalo e 0 < z™(1 — 2™) < z™.

2
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Figura 12

As consideragtes feitas nesta secio incluem a soma f = ) f, de
uma série de fungdes f,: X — R. Neste importante caso particular,
tem-se f = lims, , onde sp(z) = fi(x) 4+ -+ fn(x) para todon € N e
todo x € X. Dizer que a série Y f, converge uniformemente significa,
portanto, que a seqiiéncia (s,) converge uniformemente e equivale a
afirmar que a segiiéncia de fungdes r,: X — R (“restos” da série),
definidas por rp(z) = fat1(z) + fryo(z) + -, converge uniformemente
para zero. Com efeito, basta observar que r, = f — s,,.

2 Propriedades da convergéncia uniforme

Teorema 1. Se uma seqiéncia de funcdes fr: X — R converge unifor-

. . s ~
memente para f: X — R e cada f, € continua no ponto a € X entdo f
€ continua no ponto a.

Demonstragao: Dado € > 0, existe ng € N tal que n > ng = |f(z) —
f(z)| < £/3 para todo =z € X. Fixemos um ndmero natural n > ng.
Como f, é continua no ponto a, existe § > 0 tal que 2z € X, |z —a| <
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§ = | ful@) — fa(a)] < &/3, donde

/(@) — f(@)| < |fal@) = f@)] + [ fal2) = fula)]

+lfn(a)-f(‘l)1<§+§+§:5-

Isto prova o teorema. O

Exemplo 5. A seqiiéncia de fungoes continuas fn(x) = 2" nio pode
convergir uniformemente em [0,1] pois converge simplesmente para a
funcdo descontimua f: [0,1] — R, flz) =080 <z <1, (1) =
1. J& a seqiiéncia de fungdes continuas fa(z) = 2™(1 — 2™) converge
simplesmente no intervalo [0,1] para a fungdo 0, que é continua mas
nem por isso a convergéncia é uniforme. Mesma, observagao pode ser
feita sobre a seqiiéncia de fungdes continuas fn: R — R, falz) = z/n.
A esse respeito, vale o teorema abaixo. Antes de demonstré-lo, daremos
uma definigao.

Diz-se que uma seqiiéncia de fungoes fn: X — R converge monotoni-
camente para a fungéo f: X — R quando, para cada T € X, a seqiiéncia
(fn(®))pen € mondtona e converge para f(z). Assim, por exemplo, as
seqiiéncias dos Exemplos 1 e 3 convergem monotonicamente.

E claro que se f, — [ monotonicamente em X entdo |fr1(z) —
F(@)| < | falz) — f(z)] para todo x € X etodon €N

Teorema 2. (Dini.) Se a seqiéncia de fungdes continuas fn: X —
R converge monotonicamente para a fungdo continua f: X — R no
conjunto compacto X entao a convergéncia € uniforme.

Demonstragao: Dado £ > 0, ponhamos Xy, = {z € X;|falz)-f(2)| 2
e} para cadan € N. Como f, e f sao continuas, cada X, é compacto.
A monotonicidade da convergéncia, por sua vez, implica X; D X2 D
X5 O ---. Finalmente, como limp—co fo(z) = f(z) para todo z € X,
vemos que ﬂle X, = @. Segue-se do Teorema 9, Capitulo 5, que
algum X,, (e portanto todo X, com n > ng) é vazio. Isto significa que
n > ng = |fa(z) — f(z)| < € seja qual forz € X. O

Exemplo 6. A seqiiéncia de fungdes continuas fri [0,1] = R, fulz) =
z™, converge monotonicamente para a funcdo (continua) identicamente
nula no conjunto néo-compacto [0, 1) mas a convergéncia nao é uniforme.
Com efeito, dado 0 < & < 1, para todo n € N existem pontos z € {0,1)
tais que 2" > g, pois lim 2™ =1>¢.

1
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Te(?'rema 3. (Passagem ao limite sob o sinal de integral.) Se a
seqliéncia de funcdes integrdveis fr: [a,b] — R converge uniformemente
para f: [a,b] — R entdo f € integrdvel e

b b
/ flz)de = nlglgo/ fnlz)dz.

Noutras palavras: f: lim,, fr, = lim, f; fn se a convergéncia € uniforme.
Demonstragao: Dado e > 0, existe ng € N tal que n > ng = |f(z) —
fu(@)] < €/4(b — a) para todo = € [a,b]. Fixemos m > ng. Como fm
é integravel, existe uma particdo P de [a,b] tal que, indicando com w;
e w! respectivamente as oscilagdes de f e fp, no intervalo [t;_1,%;] de P,
tem-se Y wi(t; —t;_1) < €/2. Mas, para @,y € [t;—1, 1] quaisquer, vale:

1F () = f@)] < 1F@) — fm)] + [ fm(y) = fn()]
Flfn(e) = F@] <wit g5
Portanto w; < w} + ¢/2(b—a). Segue-se que
Zwi(ti — tiﬁl) < ng(ti - ti—l) + [6/2(1) — a)} Z(tz — ti—l)

<E+E_
B 2~—€‘

Isto mostra que f é integrdavel. Além disso,

/abﬂ:c) dz - /ab fule) do

b
/a (@) — fule)lda

b
< [ 1#@) = e
(b—a)e
~ 4(b—a) <€
se n > ng. Conseqilientemente, limy,— oo f; fn(z)dz = f(f f(z)dz. O

Observacao. Se cada f, é continua, a demonstracéo se simplifica con-
sideravelmente pois f entdo é continua, donde integravel.

Exemplo 7. Se uma seqiiéncia de funcdes integréveis fn: [a,b] — R
converge simplesmente para f: [a,b] — R, pode ocorrer que f nao seja
integravel. Por exemplo, se {ri,r9,...,7,...} for uma enumeragao
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dos ntimeros racionais de [a,b] e definirmos f,, como a funcdo que as-
sume o valor 1 nos pontos r1,..., 7, e é zero nos demais pontos de [a, b]
entdo (f,) converge simplesmente para uma fungéo f: [a,b] — R tal que
flz)=1sexz € Qnla,b] e f(z) = 0 se z é irracional. Evidentemente,
cada fn é integrdavel mas f nao é.

Exemplo 8. Mesmo quando a seqiiéncia de funcoes integriveis
fn: [a,b]—R converge simplesmente para a fungao integravel f: [a, )] —R
) b
pode ocorrer que limp, oo [ fn(2) do # [ f f(z)dz. Por exemplo, para
cadan € N, seja f,,: [0,1] — R definida por f,(z) = nz™(1~2"). Entdo
fa(1) =0e0 < folz) <na™se 0 <z <1 Ora lim,_eona™ = 0 se
0 <z < 1. (Pelo Exemplo 8, Capitulo 3, pois lim,, ,eo(n+1)z" ! /ng™ =
z < 1.) Portanto (f,) converge simplesmente em [0, 1] para a funcio
identicamente nula. Entretanto fol Ju(@)dz = n?/(n + 1)(2n + 1), por-
tanto iMoo fol fnlz)dz = 1/2, enquanto fol ( lim f,) =0.
n—oo

Para que se tenha a derivada do limite igual ao limite das derivadas,
em vez de supor que f, — [ uniformemente, deve-se postular que a
seqiiéncia das derivadas convirja uniformemente.

Teorema 4. (Derivagdo termo a termo.) Seja (f,) uma segiiéncia
de fungées de classe C' no intervalo [a,b]. Se, para um certo ¢ € [a, b],
a sequéncia numérica (fn(c)) converge e se as derivadas f), convergem
uniformemente em |a, b] para uma fungdo g entdo (f,) converge em [a, b]
uniformemente para uma funcio f, de classe C*, tal que f' = g. Em
resumo. (lim f,,)" = lim f} desde que as derivadas f, convirjam unifor-
memente.

Demonstragao: Pelo Teorema Fundamental do Célculo, para cada
n € Ne todo z € [a,0] temos fo(x) = folc) + [ f1(t)dt. Fazendo
n — oo vemos, pelo Teorema 3, que existe f(z) = limy_. fr(z) e vale
flz) = fle) + f: g(t)dt. Além disso, pelo Teorema 1, g é continua
logo (novamente em virtude do Teorema Fundamental do Célculo) f
é derivivel e f'(z) = g(z) para todo z € [a,b]. Em particular, f’ é
continua, isto é, f é de classe C'!. Resta apenas provar que a convergéncia
fn — [ é uniforme. Ora,

@) = 1@ < fale) = 1O+ [ 1L - g0)]de.

/ : p .
Como f}, — g uniformemente, resulta dai que f, — f uniformemente.
O

b
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Exemplo 9. A seqiiéncia de fungoes fn(z) = sen(nz)/n converge uni-
formemente para zero em toda a reta. Mas a seqiiéncia de suas derivadas
f!(z) = cos(nz) ndo converge, sequer simplesmente, em intervalo algum.
(Todo intervalo contém um ndmero da forma z = mn/p, com m, p in-
teiros. Entfio cos(nz) assume infinitas vezes os valores 1 e —1.)

Os teoremas acima, no caso de uma série » | f, , assumem as seguintes
formas:

1. Se > f,, converge uniformemente para f e cada f, é continua no
ponto a entdo f é continua no ponto a.

2. Se cada termo f,: X — R é uma fungéo continua, com fn(z) >0
para todo z € X e asérie Y f, converge para uma fungio continua
f: X — R no compacto X ento a convergéncia ¢ uniforme.

3. Se cada f,: [a,b] — R é integravel e ) f, converge uniforme-

. - X b
mente para f: [a,b] — R entdio f é integravel e [ fo(z) dz =
b
> ) ful(z) da.

4. Se cada fn: [a,b] — R é de classe C', se Y f;, converge uniforme-
mente em [a, b] e se, para algum ¢ € [a, ], a série ) | fu(c) converge
entdo Y f, converge uniformemente para uma fungéo de classe C !

/ /
e (E:fﬁ) ZZE:f%'
Ay o 2 2yn ; . 3 P
Exemplo 10. A série Y oo z?/(1 + x°)?, cujos termos sdo fungoes
continuas, definidas em toda a reta, converge para a soma 1 + x?, para
todo z # 0. No ponto = = 0, todos os termos da série se anulam, logo
sua soma é zero. Segue-se que a série dada converge simplesmente em
toda a reta mas a convergéncia nao é uniforme, pois a soma é uma fungao

descontinua.
O teorema bésico sobre convergéncia uniforme de séries de funcaes,

demonstrado a seguir, nao tem andlogo para seqiiéncias.

Teorema 5. (Teste de Weierstrass.) Dada a segiéncia de fungies
fn: X — R, seja Y. a, uma série convergente de numeros reais a, > 0
tais que | fn(2)| < an para todo n € N e todo x € X. Nestas condigdes,
as séries > | fnl € > fa s@o uniformemente convergentes.
Demonstracao: Pelo critério de comparagdo, para todo z € X a série
S| fal)] (e portanto a série Y, fn(z)) é convergente. Dado € > 0, existe
np € N tal que )| an < €. Pondo

n>ng

Ru(z) =Y |fs(@)] e rala) =) fulo),

k>n k>n
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tem-se imediatamente |rn(z)] < Rp(2) < >, . ar < € para todo
n>mng. Logo 3 |fa| € 3 fa séo uniformemente convergentes. O

3 Séries de poténcias

As fungbes mais importantes da Andlise podem ser expressas como soma
de séries da forma ‘

f(g;):Zan(m_fﬂo)n:ao+a1($—$0)—l—-~-+an(x_$0)"+..._

n=0

Estas séries, que constituem uma generalizag¢do natural dos polind-
mios, sao chamadas de séries de poténcias.

Para simplificar a notacio, trataremos de preferéncia o caso em que
zo = 0, isto &, as séries de poténcias do tipo

o0
Z&nwnZao+a1$+-~~+an$”+---.

n=0

O caso geral reduz-se a este pela mudanca de varidvel y = 2 —
zo . Os resultados que obtivermos para as séries D om0 Gnx™ podem ser
facilmente adaptados para o caso Yoo (T — 30)™

O primeiro fato a destacar sobre uma série de poténcias } 0 ) an(z—
%)™ é que o conjunto dos valores de z para os quais ela converge é um
intervalo de centro . Esse intervalo pode ser limitado {aberto, fechado
ou semi-aberto), igual a R ou até mesmo reduzir-se a um tnico ponto.
Isto serd demonstrado logo a seguir. Antes vejamos um exemplo que
ilustra todas essas possibilidades.

Exemplo 11. Pelo teste de d’Alembert, a série > z"/n! converge para
todo valor de @. A série 3 [(—1)"/(2n+1))2***! converge se, e somente
se, z € [~1,1]. A série 3 [(—1)"+!/n]a™ convergese x € (—1, 1] e diverge
fora desse intervalo. O conjunto dos pontos © € R para os quais a série
geométrica 3 7 x™ converge é o intervalo aberto (—1, 1). Finalmente, a
série ) n"z™ converge apenas no ponto z = 0.

Dada uma série de poténcias > anx™, alocalizacio dos pontos para
0s quais ela converge se faz por meio do teste de Cauchy (Teorema 6,
Capitulo 4), o qual pde em evidéncia o comportamento da sequéncia

(¥/lan]).
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Se a seqiiéncia (m) ¢ ilimitada entdo a série Y a, 2™ converge
apenas quando z = 0. Com efeito, para todo z # 0 a seqliéncia de
nimeros {/|a,2™| = |z] {/]a,] é ilimitada e o mesmo ocorre com lanz™],
logo o termo geral da série 3 a,2" nio tende a zero.

Se, entretanto, a seqiiéncia ( W) é limitada entdo o conjunto

R={p>0; ¥an| < 1/p para todo n € N suficientemene grande}

é ndo-vazio. Na realidade, é facil ver quese p € Re( <z < pentdo
z € R. Logo R é um intervalo, do tipo (0,7), (0,7] ou (0,4c0), onde
r = supR. O ntmero r é chamado o raio de convergéncia da série
2 anz™. (Convencionaremos escrever r = oo quando R for ilimitado.)

O raio de convergéncia r da série de poténcias > a,z" goza das

seguintes propriedades:

1) Para todo z € (—r,r) a série > anx™ converge absolutamente.
Com efeito, tomando p tal que |z| < p < r temos Van| < 1/p,
e conseqiientemente {/|anz™| = [z]{/]a,| < |2|/p < 1, para todo
n € N suficientemente grande. Logo > apx™ converge absoluta-
mente, pelo teste de Cauchy.

2) Se |z| > r entdo a série >, anx™ diverge. Com efeito, neste caso
lz[ ¢ R, logo nao se tem {/|a,| < 1/|z| para todo n suficientemente
grande. Isto significa que {/]a,] > 1/|z/, e conseqiientemente
lana™ > 1, para uma infinidade de valores de n. Logo o termo
geral da série > a,z™ nio tende a zero, e ela diverge.

3) Se & = %7, nada se pode dizer em geral: a série > a,a" pode
convergir ou divergir, conforme o caso.

4) Se existir L = limy,_,q /lan| entdo r =1 /L. (Entendendo-se que
7 =400 se L = 0.) Com efeito, para todo p € Rexiste ng € N tal
que n > ng = {/Ja,] < 1/p. Fazendo n — co obtemos L <1/p,
donde p < 1/L. Segue-se que r = sup R < 1/L. Supondo, por
absurdo, que fosse r < 1 /L, tomarfamos c tal que r < ¢ < 1/L,
donde L < 1/c. Pela defini¢io de limite, terfamos W < 1/c
para todo n suficientemente grande, donde ¢ € Re daf ¢ < T, uma
contradigao. Logo r = 1/L.

Podemos resumir a anglise feita acima no

Teorema 6. Uma série de poténcias 3" ana™, ou converge apenas para
T =0 ou emiste 7, com 0 < r < 400, tal que a série converge absolu-
tamente no intervalo aberto (—r,r) e diverge fora do intervalo fechado
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[—=r,r]. Nos extremos —r e v, a série pode convergir ou divergir. Se
existir L = lim {/]a,| entdo r = 1/L. O nimero r chama-se o raio de
convergéncia da série. Além disso, tem-se 0 < p < 7 & ¥]an| < 1/p
para todo n € N suficientemente grande.

Observagao. Segue-se do Teorema 7, Capitulo 4, que se os coeficientes
an forem diferentes de zero e existir lim |a,+1|/]an| = L, entao o raio de
convergéncia da série > apz™ é r = 1/L.

Teorema 7. Uma série de poténcias Y anx™ converge uniformemente
em todo intervalo compacto [~p, p], onde 0 < p < raio de convergéncia.

Demonstragao: A série > a,p™ é absolutamente convergente e, para
todo = € [—p,p|, tem-se |a,z™| < |ay|p™. Pelo teste de Weierstrass
(Teorema 5), segue-se que a série > a,a™ converge uniformemente no
intervalo [—p, p]. O

Corolario. Ser > 0 € o raio de convergéncia da série > a,z™, a fungdo
fi(=rr)— R, definida por f(z) = anz™, é continua.

Exemplo 12. A série > a,z™ pode nao convergir uniformemente em
todo o intervalo (—r,r), onde r é o raio de convergéncia. Isto é claro
no caso da série > z™/nl, cujo raio de convergéncia é infinito, para a
qual r(z) = >4, 2 /Kl > 3™ /(n 4 1)! quando 2 é positivo. Dado
€ > 0, ndo importa qual n se tome, é impossivel ter r,(z) < € para todo
T positivo.

Teorema 8. (Integragédo termo a termo.) Seja 7 o raio de conver-
géncia da série de poténcias ) anz™. Se [a, ] C (—r,7) entdo

s .
/{1 (Zanm‘n>d:;: = Z e (B — amty,

Demonstracao: A convergéncia de ) a,z™ é uniforme no intervalo
[, ] pois se escrevermos p = max{|al, ||} < r teremos [, 8] C [~p, pl.
Logo é permitido integrar termo a termo, pelo Teorema, 3. O

Teorema 9. (Derivagdo termo a termo.) Seja r o raio de con-
vergéncia da série de poténcias ) > jana™. A fungio f: (—r,7) — R,
definida por f(x) = > 07 ana", € derivdvel, com f'(z) = >.00 n-

anx™ ! e a série de poténcias de f'(x) ainda tem raio de convergéncia r.

Demonstragao: Seja r’ o raio de convergéncia da série Y <, naz™ 7,
a qual converge se, e somente se, T+ Y., -1 Na "1 =3 o na,z™ con-
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verge. Logo 7’ é também o raio de convergéncia desta tltima série. Abre-
viemos a expressao “para todo n suficientemente grande” por
“p > 17, Se 0 < p < r entdo, tomando ¢ com 0 < p < ¢ <7,
temos {/]an] < 1/¢c, n > 1. Por outro lado, como 1i1.1l Yn = 1, vale
Yn <c/p,n> L Multiplicando as duas ultimas des1gualda/des, vem
Y/|nany| < 1/p, n > 1. Portanto, 0 < p <7 = 0<p<r /Como
é Gbvio que 0 < p < ' = 0 < p < 7, concluimos que 7 = 7. As-
sim, as séries de poténcias Y ons00nT" € anl na,z"”"! tém o mesmo
rajo de convergéncia. Fixado qualquer z € (-, r), tomamos p tal que
|z| < p < r. Ambas as séries convergem uniformemente em [—p, p] logo,
pelo Teorema 4, temos f'(z) = 3,51 nae" L. 0
Corolario 1. Seja r o raio de convergéncia da série de potén;ias/
Sanz™. A fungdo f: (—r,r) — R, definida por flz) = > ana™, €
de classe C®°. Para quaisquer © € (—r,7) e k € N tem-se
F® () = Zn(n ~1)...(n—k+ Danz" "
n>k

Em particular, a, = f%)(0)/k!.

Portanto, ag -+ a1 + - - + a,a™ é o polindmio de Taylor de ordem n
da funcdo f(z) = 3. aa™ em torno do ponto = = 0.

Coroldrio 2. (Unicidade da representagao em Série de Potén-
cias.) Sejam Y a,a™ e Y, bna” séries de poténcias convergentes no
intervalo (—r,r) e X C (—r,7) um conjunto tendo 0 como ponto de
acumulacdo. Se Y apa™ = S~ bpa™ para todo T € X entdo a, = by para
todo n > 0.

Com efeito, a hipétese assegura que as fungoes f, g: (—r,7) —->-R, de-
finidas por f(z) =Y a,z™ e g(z) = ) bpz™, tém as mesmas d)erwadas,
F(0) = g™ (0), n = 0,1,2,.... Logo an = f™(0)/n! = g™(0)/n! =
by, para todo n > 0. O

4 Funcoes trigonométricas

Mostraremos agora, de modo sucinto, como se podem definir precisa-
mente as funcoes trigonométricas sem apelo & intuicdo geométrica.
As série de poténcias

(=D 5 (=" g2t
o) = g ((272;! 2" e s(z) = T;m on-+
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tém raio de convergéncia infinito logo definem fungdes c: R — R e
s: R — IR, ambas de classe C*.

B imediato que ¢(0) = 1, s(0) = 0, c(-z) = c(x) e s(—z) = —s(x).
Derivando termo a termo, vem s'(z) = c(z) e ¢ (z) = —s(z).

A funcdo f(z) = c(z)? + s(z)? tem derivada igual a

2¢c 4 288’ = —2cs + 2¢s = 0,

logo 6 constante. Como f(0) = 1, concluimos que c(z)* + s(z)? = 1 para
todo z € R.
De maneira anéloga se provam as férmulas de adigao

s(z +y) = s(z)c(y) + c(z)s(y),

c(z +y) = c()ey) — s(z)s(y)-
Basta fixar y € R e definir as fungdes f(z) = s(z + y) — s{z)c(y) —
c(z)s(y) e glz) = clz +y) - C( )e(y) + s(z)s(y). Tem-se f' = g e
g = —f. Dai resulta que f? + g tem derivada identicamente nula, logo
é constante. Como f(0) = g(0) = 0, segue-se que f(z)+g(z)? = 0 para
todo z € R. Portanto f(z) = g(z) = 0 para todo = € R e as férmulas
estdo provadas.

Afirmamos agora que deve existir algum z > 0 tal que c(z) = 0.
Do contrério, como ¢(0) = 1, terfamos c¢(z) > 0 para todo = > 0 e,
como ¢ é a derivada de s, a fungio s seria mescente na semi-reta RY.
Entao pala, qualquer 2z > 1 valeria c(z) = ¢(1) — [" s(t)dt > 0, donde

) > [{s(t)dt > s(1)(z — 1), a dltima de81gualdade resultando de s
ser c1escente Mas a desigualdade ¢(1) > s(1)(z — 1) para todo z > 1
é absurda. (Note que s(1) > 0 pois s é crescente.) Logo deve existir
algum z > 0 para o qual ¢(z) = 0.

O conjunto dos ntimeros > 0 tais que ¢(z) = 0 é fechado porque ¢
é continua. Logo possui um menor elemento, o qual nao & zero porque
¢(0) = 1. Chamaremos 7/2 este menor niimero positivo para o qual se
tem ¢(m/2) = 0.

Veremos agora que as funcdes c(z) e s(z) séo periddicas, com periodo
2m. Com efeito, a segunda férmula de adigdo da: c¢(2z) = c(z)? —
s(z)? = 2¢(2)% — 1, logo ¢(rr) = —1 e ¢(27) = 1 e daf s(7m) = s(27) =
0. Novamente as férmulas de adicio mostram que s(z + 27) = s(z) e
c(z + 27) = c¢(z), o que prova a alegagao feita.

As notacdes usuais para estas funcdes sdo ¢(z) = cosx e s(z) = sen z.
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Este pequeno resumo justifica o uso das fungdes senz e cosz em
Andlise. A partir dai se definem as demais fungdes trigonométricas da
maneira habitual: tgz = senz/cosz, secx = 1/ cosz, etc.

Em particular, lim,_gsenz/z = 1 porque, sendo sen0 = 0, este
limite é a derivada de senx no ponto z = 0, a qual é igual a cos0, ou
seja, 1.

5 Séries de Taylor

Quando a série de poténcias Y an(x — 2o)" tem raio de convergéncia
r > 0, diz-se que ela é a série de Taylor, em torno do ponto zg, da
funcdo f: (zg—7,z0+7) — R, definida por f(z) =) an(z —x0)". Esta
denominacao se deve ao fato de que a soma dos primeiros n + 1 termos
desta série constitui o polindmio de Taylor de ordem n de f no ponto
xo. Veremos agora as séries de Taylor de algumas funces conhecidas.
As vezes a série de Taylor de uma funcdo em torno do ponto zp = 0
chama-se “Série de Maclaurin” mas nao adotaremos esta terminologia.

1. Fungoes seno e cosseno

Suas séries de Taylor em torno do ponto z = 0 sao

$3 $5 {L’2 $4

sen:c:at—§+a-~- e cosm~1—§+z—~--

em virtude da prépria definigdo dessas funcoes.
2. Fungao 1/(1 —z)

A série de poténcias 1 4+ + 22 + - -+ é uma série geométrica. Ela
converge para a soma 1/(1—z) quando |z| < 1, e diverge quando |z| > 1.

Logo é a série de Taylor da funcdo f: (—1,1) — R, definida por f(z) =
1/(1 - z).

Segue-se que 1 —z +a? —--- = 3 - (—1)"z" ¢ a série de Taylor da
funcdo 1/(1 + z), convergente para |z| < 1 e divergente se |z| > 1.
Também resulta dai que 1 — 22 +2% — .- =3 (=1)"z?" é a série

de Taylor da funcio g(z) = 1/(1 + %) em torno do ponto = = 0. Neste
caso, a funcdo g: R — R estd definida para todo z € R porém sua série
de Taylor converge apenas no intervalo (—1,1). (Este fendmeno estd
ligado ao fato de que a funcio de varidvel complexa g(z) = 1/(1 + 2?)
nao estd definida nos pontos z = ++/—1, ambos de valor absoluto igual
al)
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Se desejarmos desenvolvimentos finitos poderemos escrever respecti-
vamente

1 " mn+1
=1 o : 1.
- +z+-+uw +1_m,1:7é
1 ‘ (_1)n+1$n+1
—— =1zt —1Yt —1.
e T (D)™ + e , T #
1 (_1)n+1$2n+2
=1 -4 (g N 2 R.
a2 4 (=) 2+ a2 , T €

Em cada uma das expressGes acima, a ltima parcela é o resto da

férmula de Taylor. Com efeito, se chamarmos 7, s e  essas ultimas -

parcelas, vemos facilmente que

tim ") g 8@ g U

xz—0 ™ z—0 g z—0 p2n

3. Fungao exponencial
A série 3 >° ja™/nl converge para todo z € R, logo a fungio
f: R — R, definida por f(z) = > 7 z"/nl, é de classe C*. Deri-
vando termo a termo, vemos que f'(z) = f(z). Como f(0) = 1, segue-se
do Teorema 10, Capitulo 11, que f(z) = e* para todo x € R. Portanto
2 3
T _ ror
€ =14a+ o+ o+
é a série de Taylor da funcdo exponencial em torno do ponto z = 0.
4. Funcao logaritmo
Como logx ndo tem sentido para z = 0, consideraremos a funcao
log(1 + z), definida para todo z > —1. Por defini¢io, log(1 + z) =
Jo dt/(1+1). Integrando termo a termo a série de Taylor de 1/(1 + ),
vista cima, obtemos

) z2 2 gt = ny1 T
1 —p DT — il
og(l+z) ==z 5 + 3 1 + ;:1( 1) —

série de Taylor de log(1 + z), convergente no intervalo aberto (—1,1),
pois 1 é seu raio de convergéncia. Acontece que, pelo Teorema de Leibniz
(Teorema 3, Capitulo 4) esta série converge também para z = 1 (mas
diverge para = — 1). Seria interessante saber se a funcao f: (—1,1]—R,
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definida por f(z) = 3,51 (=1)""a™/n, a qual coincide com log(1 + )
quando |z| < 1, também coincide com log(1 + =) no ponto = = 1. Isto é
verdade, conforme mostraremos agora. Com efeito, integrando termo a
termo o desenvolvimento finito de 1/(1 4 z) visto acima, obtemos (indo
até a ordem n em vez de n +1):

2?28

n
log(1+a) =o — -+ % ~---+(~1)""1%+7’n(z),

rn(x>:(~1)“/0$ "

1+t

onde

Para z = 1, temos |ry(1)| < fol thdt = Lo

o
Portanto limy,—co 7 (1) = 0. Segue-se que
11 —1)nt
10g2:1ﬁ-2_+§-...+(___2_+...

Esta ¢ uma expressdo interessante de log 2 como soma de uma série al-
ternada. Ela mostra que a série de Taylor Y o2, (—1)"*!2™ /n representa
log(1 + z) no intervalo (—1,1].

5. Funcao arctg «

Sabe-se do Célculo que a funcdo tg: (—7/2,7/2) — R é uma bijecio
C, com derivada positiva, e que sua inversa arctg: R — (—m/2,7/2)
tem derivada igual a 1/(1+2?), para todo € R. O desenvolvimento de
tgz em série de Taylor é complicado, enquanto o de arctg z é bem mais
simples, por isso o exporemos agora. Temos arctgz = fom dt/(1 + %),
para todo z € R. Quando |z| < 1, podemos integrar termo a termo o
desenvolvimento de Taylor de 1/(1 + 2?) visto acima, obtendo

3 45 pntl 00 g2l
retex = — — 4 — — ook (—1)" - —1\" .
arctgr =2 — - + 5 +(—1) 2n+1+ n;)( ) S

Este argumento (integragio termo a termo) garante a validez da igual-
dade acima quando —1 < & < 1. Acontece que a série em questao con-
verge também nos pontos = 1 e z = —1. E natural, portanto, esperar
que o desenvolvimento de arctg z em série de Taylor seja vdlido em todo
o intervalo fechado [—1, 1]. Para ver isto, integramos o desenvolvimento
finito de 1/(1 + #2) obtendo

3 5 2n—1
ctep =g — ST —pt E
arctgx = 5t +(=1) 2n_1+7"'n(-'1?)»
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onde rp(z) = (—1)" [* £ gy

0 142

Para todo z € [~1, 1] temos

Im‘Qn—{—l - 1
2n+1 ~ 2n+1°

Jl
[ ()| g/ 20 dt =
0

logo limy,_,o 7, (z) = 0, portanto vale a igualdade

:L,2n+1

2n+1

oo
arctgx = Z(—l)”
n=0

para todo z € [~1,1]. Em particular, para z = 1, obtemos a férmula de
Leibniz

_7[_1 1+1 1
4 T35 T

6 Exercicios

Secao 1: Convergéncia simples e convergéncia uniforme

1.

Mostre que a seqiiéncia de funcdes fn: [0,+00) — R, dadas por
fn(z) = 2" /(1 + 2™), converge simplesmente. Determine a funcéo
limite, mostre que a convergéncia ndo é uniforme.

. Prove que a seqiiéncia do exercicio anterior converge uniforme-

mente em todos os intervalos do tipo [0,1 — 6] e [1 + §, +00),
0<é<.

- Prove que a série 3_°° , 2™(1 —2™) converge quando x pertence ao

intervalo (—1,1}. A convergéncia é uniforme em todos os intervalos
do tipo [~1+ 6,1~ 6], onde 0 < § < 1/2.

. A fim de que a seqiiéncia de fungdes f,: X — R convirja uniforme-

mente, € necessério e suficiente que, para todo £ > dado, exista
no € N tal que m,n > ng = [fin(z) - fu(z)] < & qualquer que seja
z € X. (Critério de Cauchy.)

Se a seqliéncia de funcdes fni X — R converge uniformemente
para f: X — R, prove que f é limitada se, e somente se, existem
K >0eng €N tais que n > ng = |fn(z)] < K para todo z € X.
Se a seqiiéncia de fungdes fani X — R étal que f > fo >
2 fa > e fn — 0 uniformemente em X , Prove que a série
2(=D"f, converge uniformemente em X
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7.

Se Y |fn(z)| converge uniformemente em X, prove que Y. f(z)
também converge uniformemente em X.

Secao 2: Propriedades da convergéncia uniforme

1.

Se fn — f e go — g uniformemente no conjunto X, prove que
fo +9n — [+ g uniformemente em X. Prove ainda que se f
e g forem limitadas entdo f, g, — f - g uniformemente em X.
Finalmente, se existir ¢ > 0 tal que |g(z)] > ¢ para todo = € X,
prove que 1/g, — 1/g uniformemente em X.

Seja p: R — R um polinémio de grau > 1. Mostre que a seqiiéncia
de fungoes f,: R — R, dadas por f,,(z) = p(z)+1/n, converge uni-
formemente para p em R porém (f2) néo converge uniformemente
para p°.

Seja a seqiiéncia de fungbes fy,: [0, 1] = R, onde fr(z)=sen(nz)/\/n.
Prove que (f,,) converge uniformemente para 0 mas a seqiiéncia das
derivadas f; néo converge em ponto algum do intervalo [0, 1].
Mostre que a seqiiéncia de funcdes g,(z) = z + z™/n converge
uniformemente no intervalo [0, 1] para uma funcéo derivével g e a
seqiiéncia das derivadas g}, converge simplesmente em [0, 1] mas ¢’
néo é igual a lim g/, .

Seja g: Y — R uniformemente continua. Se a seqiiéncia de funcdes
ot X — R converge uniformemente para f, com f(X) C Y e
fn(X) C Y para todo n € N, prove que go f, — g o f uniforme-
mente em X. Analise também a questdo mais simples f,0g — fog.
Sejam X compacto, U abertoe f: X — R continua tal que f(X) C
U. Se uma seqiiéncia de fungdes f,: X — R converge uniforme-
mente para f, prove que existe ng € N tal que n > ng = f,,(X) C
U.

Se uma seqiiéncia de fungdes continuas f,: X — R converge uni-
formemente num conjunto denso D C X, prove que (f,,) converge
uniformemente em X.

A seqiiéncia de fungdes fr: [0,1] — R, fu(z) = nz(1 — z)", con-
verge, porém nao uniformemente. Mostre que, apesar disso, vale

1 1
S Glimge) = Jim ([ 1)
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9.

10.
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Dada uma seqiiéncia de fungdes f,: X — R, suponha que exista
c e Rtal que {/|fn(z)] < c <1 paratodoz € X etodon € N
suficientemente grande. Prove que Y |f, ()] e 3. fu(z) convergein
uniformemente em X.

No exercicio anterior, suponha que f; ¢ limitada, que fro(z) # 0
para todo z € X e todo n € N e, em vez de ¥/|fn(2)] < ¢ < 1,
suponha que |fri1(x)/fr(z)] < ¢ < 1 para todo z € X e todo
n € N suficientemente grande. Obtenha a mesma conclusao.

Secao 3: Séries de poténcias

1.

Seja 7 0 raio de convergéncia da série de poténcias >’ a, (& —zq)™.
Prove que se r € Rt entdo r = 1/L, onde L é o maior valor
de aderéncia da seqiiéncia limitada ({/]an|). Assim temos, r =

1/(limsup {/[an]).

Se lim {/|a,| = L, prove que as séries de poténcias

0 0
E :an$2n e 2 :an$2n+1

tém ambas raio de convergéncia igual a 1/+/L.

Determine o raio de convergéncia de cada uma das séries seguintes:

2 logn
g a™ z", E V" e n on g

- Prove que a fungdo f: (—r,7) — R, dada por f(z) = Y om0 Gnx™,

onde 7 é o raio de convergéncia desta série, é uma funcao par
(vespectivamente, fmpar) se, e somente se, a,, = 0 para todo n
fmpar (respectivamente, par). (Ver Exercicio 2.4, Cap. 8.)

- Seja 0° ; ana™ uma série de poténcias cujos coeficientes sio deter-

minados pelas igualdades ag = a1 = 1 € a1 = an+an_1. Mostre
que o raio de convergéncia desta série é igual a (—1 4 /5)/2.

Prove que a funcao

o= Er
n=0

/

estd bem definida para todo z € R e que f” + & + f = 0 para
T
todo z # 0.



