6.2 Limite e continuidade
Nocgoes topolégicas

Sempre que falarmos em “ndmero” sem qualquer qualificacdo, entenderemos
tratar-se de um ntmero real. Como os ndmeros reais sio representados por
pontos de uma reta, através de suas abscissas, é costume usar a palavra “ponto”
em lugar de “ndmero”; assim, “ponto z” significa “ntimero z”.

A Diz-se que um ponto x é ponto interior de um dado conjunto C, ou ponto
interno a C, se esse conjunto contém um intervalo (a, b), 0 qual, por sua vez,
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contém x, isto é, = € (a, b) C C. Segundo essa defini¢ao, todos os elementos
de um intervalo aberto sao pontos interiores desse intervalo. O interior de um
conjunto C' é o conjunto de todos os seus pontos interiores. Assim, o intervalo
(a, b) é seu préprio interior; é também o interior do intervalo fechado [a, b].

Diz-se que um conjunto C é aberto se todo ponto de C é interior a C, isto
é, se o conjunto coincide com seu interior. E esse o caso de um intervalo (a, b),
do tipo que ja vinha sendo chamado “aberto”.

J4& definimos “vizinhancga £” na p. 75. De um modo- geral, vizinhanga de um
ponto é qualquer conjunto que contenha a internamente. Mas, a menos que o
contrario seja dito explicitamente, “vizinhanca” para nds significard sempre um
intervalo aberto. Em particular, dado & > 0, o intervalo V.(a) = (a — &, a + ¢)
é uma vizinhanca de a, chamada naturalmente vizinhanca simétrica de a, ou
vizinhanca € de a. As vezes interessa considerar uma vizinhanca € de a, excluido
o préprio ponto a, a chamada vizinhanca perfurada. Vamos denoté-la V.(a):

VI(a) = V.(a) ~{a} = {z: 0 < |z —a] < e}.

Diz-se que um niimero a é ponto de acumulagcdo de um conjunto C' se toda
vizinhanca de o contém infinitos elementos de C. Isso equivale a dizer que (ve-
ja o Exercicio 1 adiante) toda vizinhanga de a contém algum elemento de C
diferente de a; ou ainda, dado € > 0,V/(a) contém algum elemento de C.

Um ponto de acumulagdo de um conjunto pode ou nao pertencer ao conjunto;
por exemplo, os extremos a e b de um intervalo aberto (a, b) sdo pontos de
acumulagao desse intervalo, mas ndo pertencem a ele. Todos os pontos do
intervalo também sao seus pontos de acumulacdo e pertencem a ele.

Um ponto x de um conjunto C diz-se isolado se néo for ponto de acumulagao
de C. Isso é equivalente a dizer que existe ¢ > 0 tal que V/(z) nao contém
qualquer elemento de C. Chama-se discreto todo conjunto cujos elementos sao
todos isolados. Por exemplo, o conjunto

1 2 3 n
A=<= = = ..,
{2 31 n+1 }
¢ discreto, pois seus pontos séo todos isolados. Seu tnico ponto de acumulacao
é o nlimero 1, que nao pertence ao conjunto.
Diz-se que um ntmero x € ponto aderente a C, se qualquer vizinhanca de
x contém algum elemento de C. Isso significa que z pode ser um elemento
de C ou ndo, mas se ndo for certamente serd ponto de acumulacao de C. O
leitor deve tomar cuidado para néo confundir ponto de aderéncia com ponto de
acumulacado. No caso de seqiiéncias, um ponto de aderéncia (p. 96) pode ou
nao coincidir com um elemento da seqiiéncia; e se ndo coincidir, serd ponto de
acumulagdo do conjunto de valores da seqiéncia.
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O conjunto dos pontos aderentes a C é chamado o fecho ou aderéncia de C,
denotado com o simbolo €. Como se vé, € é a unido de C com o conjunto ¢’
de seus pontos de acumulacio. Por exemplo, o fecho do conjunto A considerado
hé pouco € o conjunto

1 2 3 n
B=AU{l}= {17 3 m}

Diz-se que um conjunto é fechado quando ele coincide com seu fecho (C =
C = C U, ou seja, quando ele contém todos os seus pontos de acumulacao:
C’ < C. E esse o caso de um intervalo [a, b], do tipo que j4 vinha sendo chamado
“fechado”. I também fechado o conjunto B que acabamos de considerar.

Vamos introduzir uma no¢éo referente a dois conjuntos A e B, que é utilizada
com freqiiéncia quando A C B, embora esta condiciio nio seja necessaria na
definicdo que vamos dar. Diz-se que um conjunto A é denso num conjunto B se
todo ponto de B que néo pertencer a A é ponto de acumulacdo de A. Dito de
outro modo, todo ponto de B ou ja estd em A ou é ponto de acumulacio de A,
de sorte que se juntarmos a A seus pontos de acumulagao, o conjunto resultante
conterd B. Em particular, A ser denso em R significa que todo ntmero real é
ponto de acumulagdo de A. Por exemplo, o conjunto Q é denso em R; também
é denso em R o conjunto dos nimeros irracionais.

As definicoes de limite e continuidade

Historicamente, o conceito de limite é posterior ao de derivada. Ele surge da
necessidade de calcular limites de razdes incrementais que definem derivadas. E
esses limites sdo sempre do tipo 0/0. Por af j4 se vé& que os exemplos interessantes
de limites devem envolver situagdes que sé comecam a aparecer no Céalculo
depois que o aluno adquire familiaridade com fungdes mais complicadas, como
as funcgbes trigonométricas. Alids, os primeiros limites interessantes a ocorrer
no Célculo sao os das fungdes

senx e l—cosa?7 (6.1)

T xz

com x tendendo a zero. Isso acontece no cdlculo da derivada da funcio y = sen z.
Mais tarde, no estudo das integrais impréprias, surge a necessidade de considerar

limites de fung¢des como
“ sent
——dt, 6.2
= (62)
com z tendendo a 1.

Observe que, em todos esses casos e outros parecidos, a varidvel z deve
aproximar um certo valor, sem nunca coincidir com esse valor; e que o valor do
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qual = se aproxima deve ser ponto de acumulagao do dominio da funcao. Essas
observacoes ajudam a bem compreender a definicdo que damos a seguir.

6.2. Definicao. Dada uma funcio f com dominio D, seja a um ponto de
acumulaggo de D (que pode ou nao pertencer a D). Diz-se que um nimero L
¢ o limite de f(x) com z tendendo a a se, dado qualquer € > 0, existe § > 0 tal
que

zeD, 0<|z—al<d=|f(z)— L] <e. (6.3)

Para indicar isso escreve-se

lim f(z) =L, ii‘r)%f(a:):L, f(z) — L comz — a,

r—a

ou lim f(x) = L, omitindo a indicagdo “z — a” quando for ébvia.

A condigéo (6.3) pode ainda ser escrita das seguintes trés maneiras equiva-

lentes:
zeVi(a)ND=|f(z) - L] <e,

zeVi(a)ND=L—¢e< f(z) < L+e,
z € Vi(a) = f(z) € Ve(L).

A Defini¢go 6.2 costuma ser chamada a defini¢ao -6 de limite, por razdes
6bvias. H4 uma outra maneira equivalente de definir limite, a chamada definicdo
sequencial de limite, caracterizada no Teorema 6.10 adiante.

A exclusio do ponto = = a na definicio de limite é natural, pois o limite L
nada tem a ver com o valor f(a), como vemos pelos muitos exemplos concretos,
como em (6.1) e (6.2). O concelto de limite é introduzido para caracterizar o
comportamento da funcdo f(x) nas proximidades do valor a, porém mantendo-se
sempre diferente de a. Assim, podemos mudar o valor da funcao no ponto como
quisermos, sem que isso mude o valor do limite, ¢ é assim mesmo que deve ser.
Agora, se a funcdo ja estd definida em a, e seu valor af coincide com seu limite,
entao ocorrerd a continuidade no ponto. E por isso mesmo que, quando a funcao
ainda nao esta definida, mas tem limite num ponto a, costuma-se defini-la nesse
ponto como sendo o valor do limite. o que fazemos em exemplos como (6.1)
e (6.2).

Sempre que nos referirmos ao limite de uma funcio com z — a deve-se enten-
der que a é ponto de acumulacdo do dominio D da fungao, mesmo que isso nao
seja dito explicitamente. Entendemos também que a seja ponto de acumulagio
desse dominio, ao investigarmos se f é continua no ponto a.
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6.3. Definicao. Diz-se que a funcao f € continua mno ponto z = a de D
se existir o limite de f(x) com z tendendo a a e esse limite for igual a f(a); e
diz-se que f € continua em seu dominio, ou continua, simplesmente, se ela for
continua em todos 0s pontos desse dominio.

Propriedades do limite

6.4. Teorema. Se uma funcdo | com dominio D tem limite L com z — a,
entdo |f(z)| tem limite |L|. Em particular, se f ¢é continua em = = a, entdo
\f(z} também ¢ continua nesse ponto, isto €, lim,_q |f(2)| = | f(a)].

Para a demonstragdo, observe que ||f(x)] — |L|| < |f(z) — L|. Por hipdtese,
dado € > 0, existe 6 > 0 tal que z € V{(a) N D = |f(z) — L| < . Portanto,
teremos também = € V{{a) N D = ||f(z)| — |L|| < &, como querfamos provar.

6.5. Teorema. Se uma funcdo f com dominio D tem limite L com z — a,
e se A< L < B, entio existe 6 >0 tal que x € V{(a)ND = A < f(z) < B.

Demonstracdo. Como na demonstracdo do Teorema 4.6 (p. qq), basta tomar
e <min{L — A, B— L}; o § que for determinado em correspondéncia a esse ¢
satisfard a condicao do teorema, pelas mesmas razoes explicadas na demonstra-
¢ao do Teorema 4.6.

6.6. Corolario. Se uma funcdo f com dominio D tem limite L com z — a,
entao existe § > 0 tal que f(x) € limitada em Vi (a) N D.

A demonstracdo é imediata, considerando, por exemplo, A =L —1e B =
L + 1 no teorema anterior.

6.7. Corolaric (permanéncia do sinal). Se uma funcédo f com dominio
D tem limite L # 0 com = — a, entdo existe 6 > 0 tal que, z € V{(a) N D =
fle)>L/2 se L >0 e f(z) < L/2 se L <0; ou seja, |f(x)] > |L|/2 em ambos
08 Casos.

Para a demonstragio, se L > 0 faga A = L/2 no teorema; e se L < 0 faca
B = L/2. Este resultado é conhecido como o teorema da permanéncia do sinal,
justamente porque, numa vizinhanga do ponto a, a funcido permanece com o
mesmo sinal de L. Porém, mais do que permanéncia do sinal, é importante ob-
servar que a fungao permanece afastada de zero, ou seja, |f(z)| > |L}/2 em
Vi(a) N D. Observe a utilizagao deste resultado na demonstragio do item d) do
teorema seguinte.
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6.8. Teorema. Se duas funcdes f e g com o mesmo dominio D tém limites
com x — a, entdo (Nos limites indicados a seguir, é claro, z — a.)

a) f(z)+ g{x) tem limite e lim{f(z) + g(x)] = lim f(z) + lim g(z);

b) sendo k constante, kf(z) tem limite e limlk f(z)] = k - lim f(z);

¢) f(z)g(z) tem limite e lim [f(x)g(z)] = lim f(z) - lim g(z);

d) se, além das hipdteses feitas, lim g(x) # 0, entdo f(x)/g(z) tem limite e
o 1) )

g(z)  limg(z)

Demonstracdo. Vamos demonstrar apenas o item d), deixando os demais a
cargo do leitor, j& que as demonstragoes de todos eles sdo inteiramente andlogas
as do Teorema 4.8 da p. 80.

Sendo L # 0 o limite de g, vamos provar que 1/g(z) — 1/L com z — a. O
procedimento é o mesmo da demonstragio dada para o item d) do Teorema 2.8.
Dado qualquer ¢ > 0, sabemos que existe § > 0 tal que

o el?
Se necessario, diminuimos o § de maneira a termos também, de acordo com o
Corolario 6.7,

v € Vi(a)N D = lg()| > |LI/2. (6.5)

Entéo, com = € V{(a) N D, teremos

_lg@-Ll __el* el 2
T @] T 2Lelw) T2 2O

e isso completa a demonstracao.

1
9(z) f‘

| 1
i

Se g(z) tende a zero e f(z) tem limite diferente de zero, entdo o quociente
f(x)/g(x) pode tender a £oo (limites infinitos serdo tratados mais adiante),
tudo dependendo do comportamento particular de f e g. Quando f(z) e g(z)
tendem ambas a zero, o quociente f(x)}/g(z) pode ter limites os mais variadgs,
dependendo novamente do comportamento particular de f e g. Trata-se aqui de
um tipo de “forma indeterminada”, muito estudada no Céalculo, principalmente
em conexao com a chamada “regra de 'Hopital”.

6.9. Corolario. Se f e g sdo fungbes continuas em x = a, entGo sGo
também continuas em x = a as fungoes [ +g, fg e kf, onde k é uma constante
qualquer; e € também continua em © = a a funcdo f/g, desde que g(a) # 0.




146 Capitulo 6: Fungdes, limite e continuidade

O teorema seguinte permite definir limite de uma fun¢io em termos de limite
de seqiiéncias, uma definicdo equivalente & Definicao 6.2.

6.10. Teorema. Uma condi¢do necessdria e suficiente para que uma fun-
cao f com dominio D tenha limite L com x — a € que, para toda seqiiéncia
xn € D —{a},z, — a, se tenha f(z,) — L. Em particular, f € continua num,
ponto a se, e somente se, para toda seqiéncia z, € D — {a}, z, — a, se tenha

f(@n) = fla).

Comentdrio. O teorema afirma a equivaléncia de duas proposigoes 4 e B,
que sao:

Proposigao A: dado qualquer ¢ > 0, existe § > 0 tal que z € VJ(a) N D =
F(z) € Ve(L).

Proposicio B: zn, € D — {a}, 2, — a = f(z,) — L.

Demonstragdo. Vamos provar primeiro a parte mais facil: a condicao é
necesséria, ou seja, A = B. Supomos, entdo, que f(z) —> L com z — a. Seja
zn € D — {a}, z, — a; devemos provar que f(z,) — L. Ora, dado qualquer
€ > 0, existe § > 0 tal que z € V{(a) "D = f(z) € V.(L). Com esse § > 0
determinamos N tal que n > N = z, € VJ(a); logo, n > N = f(z,) € V.(L),
e isso prova B. :

Provaremos em seguida que a condigdo é suficiente, ou seja, que B = A.
Raciocinaremos por absurdo, provando que a negagio de A acarreta a negacao
de B. Vamos escrever essas negacoes em detalhe, j4 que elas sao freqilentemente
um tropeco para o aluno menos experiente.

Negacao de A: existe um £ > 0 tal que, qualquer que seja & > 0, sempre
existe z € Vi(a) N D com f(z) ¢ Vo(L).

Negagdo de B: existe uma seqiiéncia z, € D — {a}, z, — q, tal que f(z,)
nao converge para L.

Como estamos negando A, existe um & > 0 com o 'qual podemos tomar
qualquer §; tomemos entdo toda uma seqiiéncia §, = 1/n. Em correspon-
déncia a cada um desses d,, escolhemos e fixamos um z, € Vf /n(a) N D com
f(zn) & Vo(L). Dessa maneira produzimos a negacio de B, como desejdvamos,
pois exibimos uma seqiiéncia z,, € D,z # a, z, — a, tal que f(z) ndo converge
para L. Isso completa a demonstragao do teorema.

O teorema que acabamos de demonstrar permite deduzir o Teorema 6.8 do
Teorema 4.8 (p. 80). Por exemplo, supondo que f(z) e g(z) tenham limites
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F e @, respectivamente, com x ~ a, vamos provar que o limite do produto
é o produto dos limites. Seja z, € D — {a} uma seqiiéncia convergindo para
a. Ento, pela hipétese do Teorema 6.8, f(z,) — F e glzn) — G; e, pelo
Teorema 4.8, f(z,)g(x,) — FG, donde o Teorema 6.10 nos leva a concluir que
f(x)g{z) — FG, que é o item c) do Teorema 6.8.

6.11. Corolario. Uma condicdo necessdria e suficiente para que uma
funcdo f com dominio D tenha limite com z — a € que f(zy) tenha limite,
qualquer que seja a seqiéncia T, € D — {a}, x, — a.

Demonstracdo. Tendo em conta o Teorema 6.10, a Unica coisa que deve-
mos provar é que o limite de f(z,) é o mesmo, qualquer que seja a seqléncia
Zn € D —{a}, z, — a. Em outras palavras, basta provar que se tivermos duas
seqiiéncias, r, € D —{a}, z, — a ey, € D—{a}, yn — a, entdo f(z,) e f(yn)
tém o mesmo limite. Sejam L’ e L” esses limites, respectivamente. Devemos
mostrar que I/ = L”. Formemos a sequéncia (z,), onde zop = =i € 2op—1 = Yk-
E claro que z, — a (Exercicio 3 da p. 83), logo, f(2,) converge para um certo
ntmero L. Mas f(z,) e f(y,) sio subseqiiéncias de f(z,), logo convergem para
o mesmo limite L, donde L' = L' = L, como queriamos demonstrar.

6.12. Teorema (critério de convergéncia de Cauchy). Uma condi¢cio
necessdria e suficiente para que uma funcao f(x) com dominio D tenha limite
com x — a € que, dado qualquer € > 0, exista 6 > 0 tal que

2,y e Vi) nD = |f(@) - fy)] <e. (6.6)

Demonstracdo. Para provar que a condigao é suficiente, seja z,, € D — {a}
uma seqiiéncia qualquer, convergindo para a. Entao, em virtude de (6.6), dado
qualquer £ > 0, existe N tal que

n,m > N = |f(zn) ~ flzm)] <&

Pelo critério de convergéncia de Cauchy para seqiiéncias (Teorema 4.25, p. 97)
segue-se que f(z,) converge; e pelo Corolario 6.11, concluimos que f(z) tem
limite, como querfamos provar.

Deixamos ao leitor a tarefa de provar que a condigdo é necesséria, que é a
parte mais facil.

6.13. Tecrema (continuidade da funcdo composta). Sejam f e g
funcées com dominios Dy e Dy respectivamente, com g(Dy) C Dy. Se g €
continua em g e f'é conlinua em yo = g(zo), entdo h(z) = f(g(x)) € continua
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em xg.

Demonstracao. Pela continuidade da funcao f, dado qualquer £ > 0, existe
8" > 0 tal que
y € Vy(wo) N Dy = |f(y) = fwo)| <e.

Analogamente, pela continuidade da fung¢éo g, existe § > 0 em correspondéncia
a ¢’ tal que
z € Vs(zo) N Dy = |g(z) — g(0)] < 0",

E claro entdo que

z e V()N Dy = [f(g(x)) = Flg(z0))| <,

que completa a demonstracao.

Exercicios
1. Prove que a é ponto de acumulagdo de um conjunto X se e somente se dado qualquer
£ > 0 existe z € X tal que z € V/(a).

2. Prove que o limite de uma fungao, quando existe, é unico.

3. Verifique que a fungdo de Dirichlet, f(z) = 1 se z é racional e f(z) = 0 se z ¢
irracional, pode ser expressa como

f(z) = lim [ lim (cosnlrz)?*.

n—oco k—oo

4. Dé exemplo de uma funcdo f que seja descontinua para todo z, enquanto |f] seja
sempre continua.

5. Prove que a fungfo f(z) = z para z racional e f(z) = —z para x irracional sé é
continua em z = 0, mas |f(x)| é continua para todo x.

6. Prove, diretamente da Definicao 6.2, que f(z) = 1/z é continua em todo o seu
dominio z # 0.

7. Prove que +/z é uma fungdo continua em seu dominio z > 0.

2

8. Prove, diretamente da Defini¢do 6.2, que f(z) = z° é uma funcéo continua em todo

o seu dominio.

9. Prove que a fungdo f(z) =sen(1l/z) ndo tem limite com z ~ 0.
16. Prove que a fungéo f(z) =1se z > 0e —1 se z < 0 néo tem limite com z — 0.

11. Prove o Teorema 6.8 utilizando o Teorema 6.10.

ey
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12. Prove os trés primeiros itens do Teorema 6.8 diretamente, sem utilizar o Teorema
6.10.

13. Dadas duas fungdes continuas f e g, prove que max{f, g} e min{f, g} também
s&o continuas.

14. Prove, diretamente da Defini¢do 6.2, que hm6 T
-6 L —

1
15. Prove, diretamente da Definigao 6.2, que lim Yo
z—17T 41 2

16. Prove que um polinémio é uma funcéo continua em todo ponto z = a, 0 mesmo
sendo verdade do quociente de dois polinémios, nos pontos que ndo anulam o
denominador.

17. (Critério de confronto ou da funcgao intercalada.) Sejam f, g e h trés funcgbes
com o mesmo dominio D, sendo f(z) < g(z) < h(z). Prove que se f(z) e h{z) tém
o mesmo limite L com 2 — a, entdo ¢g{z) também tem limite L com z — a.

18. Prove que se f{z) é continua em z = a e f(z) > 0, entdo g(z) = +/ f(z) é continua
em zr = a.

19. Sejam f uma funcio com dominio D, E C D e a um ponto de acumulagio de E.
Prove que se f(z) — L com £ — a em D, 0 mesmo ¢ verdade com z — a em E.
Dé um contra-exemplo, mostrando que uma fungdo pode ter limite quando restrita
a um sub-dominio £ de D e nao ter limite em seu dominio D.

20. Seja f uma funcao continua em toda a reta, que se anula nos racionais. Prove que
f ¢ identicamente nula. Prove, em geral, que toda fungdo continua num dominio
D, que seja nula num subconjunto denso de D, é identicamente nula.

Sugestoes e solucoes

2. Deve-se provar que é impossivel haver dois limites distintos L e L’. Veja o Exercicio
5 da p. 83.

& — af
[az|
|F(@) ~ fla)] < (2/a)]z — af

Dado qualquer € > 0, basta tomar § igual ao menor dos nimeros aZe/2 e |al/2
(esta dltima condigdo é necessdria para garantir |z| > |a|/2. Prove isto também.)
para termos |z —a| < § = |f(z) — f(a)| < e.

6. Sendo a # 0, |f(z) — fla)| =

. Com |z| > |a|/2,

7. Observe que, sendo a > 0,

©—a _|z—a

Virva S Ve

Portanto, dado € > 0, basta tomar § = £/a para satisfazer a condigdo (6.3). O
caso a = 0 é mais simples ainda: /zx <& <z < 2.

VE -Vl =
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8. Sea#0, |22 —a*| = |z +allz — a|] < (|z| + |a])|z ~ a| < 3|a||z — al, esta ltima
desigualdade sendo verdadeira se restringirmos z de forma que |z| < 2|a|, 0 que é
suficiente para acomodar = = a no intervalo (—2|a|, 2|a]), como bem mostra um
gréfico simples. E, em conseqiiéncia, |22 — a?| < ¢ se |z —a| < § < £/3a. Para
garantir a condicdo |z| < 2]al, notamos que |z| = |[(z—a)+a| < |z—al+]a] < 5+lal;
portanto, devemos tomar 6 < 2|al, além de § < ¢/3a. O caso a = 0 é mais facil:
2? <e bz <e=4.

9. Utilize o Corolério 6.11, seja construindo uma seqiiéncia z, — 0 tal que f(z,) néo
convirja, seja construindo duas seqiéncias z, — 0 e y, — 0 tais que f{z,) e f(yn)
tenham limites distintos. Outro modo seria usar a desigualdade do tridngulo para
mostrar que a Definicao 6.2 é violada com um € < 2.

10. Proceda como no exercicio anterior.
12. O procedimento é andlogo ao da demonstracdo do Teorema 4.8 da p. 80.

13. Veja o Exercicio 16 da p. 139.

14. B preciso provar que pode-se fazer — 1 em mddulo menor que qualquer € > 0

prescrito, fazendo |z ~ 6] < §. Ora,

5 7l:m7a

z—1 lz -1}

Como o x vai estar numa viginhanca § de 6, podemos supor ¢ < 1, garantindo
|z — 1] > 4. Faga uma figura para ver que deve ser assim, embora tal fato precise
ser provado. E para isto usamos a desigualdade do tridngulo, assim:

|t -1 =|(z~6)+5>5—|z—6>5-0>5-1=4

Entéao,
5

z -1

~1‘< I‘r;(j‘.

Isto serd menor do que £ se fizermos |z — 6] < 4e, donde se vé que ¢ deve ser o
menor dos ndmeros 4¢ e 1.

15. O procedimento é andlogo ao do exercicio anterior. Fsses dois exercicios servem
para ilustrar a eficicia do Teorema 6.8, mediante o qual os resultados pedidos
nos Exercicios 5, 10 e 11 dispensam todo esse trabalho de provar diretamente da
definicao de limite.

16. Use repetidamente o Teorema, 6.8.

19. Como contra-exemplo considere a fungdo f(z) = sen(1/x), que ndo tem limite com
x — 0. Tome, por exemplo, D' = {1/nw, n=1,2,3...}.
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6.3 Limites laterais e fungoes mondétonas

As definicoes de limite e continuidade sao gerais e abrangem também os casos
chamados limites a direita e 4 esquerda, bem como continuidade o direita e
continuidade & esquerda. Essas nogdes surgem quando lidamos com uma fungao
f cujo dominio s6 tenha pontos a direita ou a esquerda, respectivamente, do
ponto z = a, onde desejamos considerar o limite. Por exemplo, a funcao y =
/7 tem dominio x > 0; podemos considerar seu limite com z — 0 segundo
a definicdo dada, porém isso resultard numa aproximacao de z = 0 somente
por valores positivos. Dai escrevermos, para enfatizar esse fato, “c — 0+ 7.
Igualmente, o limite de v/—z com x — 0, serd um limite com “z — 0—".

De um modo geral, sendo f uma funcao cujo dominio D sé contenha pontos
4 direita de um ponto z = a, que seja ponto de acumulagao de D, entdo o limite
de f(z) com z — a, se existir, serd um limite ¢ direita. Ao contrario, se D sé
contiver pontos a esquerda de z = a, o limite de f(z) com z — a, se existir,
serd um limite o esquerda. Esses limites sdo indicados com os simbolos

lim f(z) ou fla+) e lim f(z) ou f(a—),

T—QT T—a—
respectivamente. Diz-se que f € continua & direita (resp. ¢ esquerda) em = = a
se f estd definida nesse ponto, onde seu limite & direita (resp. & esquerda) é
#la).

Se o dominio de f contiver pontos & direita e & esquerda de z = a, devemos
restringir esse dominio aos pontos © > a ou z < a para considerarmos seus
limites & direita e a esquerda respectivamente. Evidentemente, para que isso seja
possivel é preciso que = = a seja ponto de acumulacao dos dominios restritos.
Diremos que = = a € ponto de acumulagio ¢ direita do dominio D se ele é ponto
de acumulagdo do dominio restrito a valores z > a; e ponto de acumulagdo a
esquerda se é ponto de acumulacdo do dominio restrito a valores z < a. Por
exemplo, a funcéo f(z) = z/|z|, que éiguala +1sez >0ea —1sexz <0 tem
limites laterais em x = 0:

z —

xz
li — = = 1 —
S g =0 =1 e i o

f0=) =1,

Ela sera continua & direita em x = 0 se definirmos f(0) = 1; e serd continua &
esquerda nesse mesmo ponto se pusermos f(0) = —1.

O teorema que consideramos a seguir € um resultado fundamental na teo-
ria das fungbes monétonas, o andlogo do Teorema 4.12 (p. 85) para seqiiéncias
mondtonas. Foi para demonstrar esse teorema que Dedekind sentiu necessidade
de uma fundamentacao adequada dos ntmeros reais.
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6.14. Teorema. Seja f uma fungdo mondtona e limitada, definida num
intervalo I, do qual x = a € ponto de acumulacdo d esquerda ou & direita. Entdo
fz) tem®imite com © — a— ou x — a+, respectivamente.

Demonstracdo. Suponhamos, para fixar as idéias, que f seja funcdo néo
decrescente e © = a seja ponto de acumulacdo & esquerda. Neste caso, basta
supor que f seja limitada superiormente. Seja L o supremo dos valores de f(z),
para todo z € I, z < a. Provaremos que f(a—) = L. De fato, dado qualquer
e >0, existe § > 0 tal que L — ¢ < f(a —8) < L. Mas f é ndo decrescente, de
sorte que f(a—0) < f(z) paraa—9d <z e z € I; logo,

zel,a—d<z<a=L—e< f(z) <L,

que prova o resultado desejado.
As demonstragoes nos outros casos sao feitas por raciocinio andlogo e ficam
a cargo do leitor.

6.15. Teorema. Uma condicdo necessdria e suficiente para gue uma fungdo
seja continua num ponto a de seu dominio, que seja ponto de acumulacdo ¢ di-
reita e & esquerda desse dominio, € que os limites laterais da funcdo existam
nesse ponto e sejam ambos iguais a f(a).

A demonstracao é ficil e fica para os exercicios.

Limites infinitos e limites no infinito

A defini¢ao de limite de uma fungao se estende aos casos em que, ou a funcao, ou
a varidvel independente, ou ambas, tendem a valores infinitos. Dizer que uma
varidvel tende a +oo significa dizer que ela fica maior do que qualquer ndmero
k > 0. Uma semi-reta do tipo = > k é, por assim dizer, uma “vizinhanca de
+00”. Analogamente, x < k, qualquer que seja k, em particular £ < 0, é uma
“vizinhanca de —o0™.

As definicdes seguintes sio bastante naturais e dispensam maiores comenta-

rios.

6.16. Definicdes. Seja f uma funcdo com dominio D e seja a um ponto de
acumulagdo de D. Diz-se que f(z) tende a +o0o com z — a se, dado qualquer
ndmero k > 0, existe 6 > 0 tal que x € V{(a)ND = f(z) > k. De modo andlogo,
diz-se que f(x) tende a —oo com z — a se, dado gqualquer k > 0, existe § > 0
tal que z € Vi(a)N D = f(z) < —k. Indicam-se esses limites, respectivamente,
com o0s stmbolos

lim f(z) = +o0 e lim f(z) = —o0.

T—a L—=a
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Suponhamos agora que D seja ilimitado superiormente. Diz-se que f(x) tem
limite L com z — oo se, dado qualquer € > 0, existe um ndmero k > 0
tal que x € D, = > k = |f(z) — L| < e. Analogamente, sendo D ilimitado
inferiormente, diz-se que f(x) tem limite L com x — —oo se, dado qualquer
€ >0, existe um miimero k > 0 tal que x € D, = < —k = |f(z) — L| < e. Esses
limites sdo indicados, respectivamente, com os simbolos

lim f(z)=1L e IEIP flz)=1L.

T—-+00

Definem-se também, de maneira obvia,

lim f(z) = 4oco, lim f(z)= —co, lim f(z)= +oo,
T—a+ T—ra-+ &b (L

lim f(z) = —oo, lim f(z)=4oc0, lim f(z)= —oo0,

T—ra— LT—+00 L= 00

lim f(z) =400, e lim f(x)= —oo0.
L —0Q Zr——0Q
Viérios dos resultados anteriores sobre limites permanecem vélidos com as
nogoes de limites aqui introduzidas, s vezes com pequenas e dbvias adaptacses;
outros ainda podem ser formulados e estabelecidos com procedimentos anslogos
aos usados anteriormente. Veremos, a seguir, alguns desses resultados.

6.17. Teorema. a) Toda fungdo mondtona e limitada, cujo dominio con-
tenha um intervalo do tipo [c, +00), possui limite com x — +oo; b) toda funcio
mondtona e limitada, cujo dominio contenha um intervalo do tipo (—oco, ¢, pos-
sut limite com x — —oco.

Demonstragdo. Esse teorema é o andlogo, para x — =00, do Teorema 6.14,
e a demonstragao também é andloga. No caso a) suponhamos que f seja nao-
crescente, bastando entdo supor que f seja limitada inferiormente. Seja A o
infimo de seus valores f(z). Entdo, dado qualquer ¢ > 0, existe k > 0 tal que
A< f(k) < A+e Como f é nao-crescente, x > k = f(z) < f(k), logo
x>k =A< f(z) < A+e; isso conclui a demonstracio no caso considerado.
Deixamos ao leitor a tarefa de terminar a demonstracio nos demais casos.

Para o proximo teorema notemos que aproximacdes laterais, consideradas
na se¢ao anterior, ocorrem também com os valores de uma funcio, e nio apenas
de sua variavel independente. Isso pode ser ilustrado em exemplos simples como
estes:

. . : T — sen x
3 . .
lim Yz = 04; 11»%11(2 —2)? =07 lim " =0+,

z—0+ T— z—0+ z
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De um modo geral, f(z) — L+ com z — a significa: dado qualquer € > 0, existe
§ > 0 tal que, sendo D o dominio de f,

zeVilaynD=L< f(z)<L+e.

Para a definicio de f(z) — L— basta trocar as tltimas desigualdades por
L—e< f(z) < L.

6.18. Teorema. Seja f uma funcdo com dominio D, f(x) # 0. Se
f(z) — 0+ com & — a, entdo 1/f(x) — 400 com x — a; e se f(z) — 0—
com x — a, entdo 1/f(x) — —oc0 comx — a.

Demonstracio. Pela hipétese, dado qualquer k& > 0, existe § > 0 tal que
z € Vi(a)nD =0 < f(z) < 1/k, portanto 1/f(x) > k. Isso prova a primeira
parte. A segunda parte é anéloga e fica a cargo do leitor.

6.19. Teorema. Suponhamos que f(z) — A e g(x) — B com © — +00.
Entéo, com x — o0, a) f(z) 4+ g(x) — A+ B; b) sendo k constante, kf(z) —
kA; ¢) flx)g(z) — AB; d) f(z)/g9(x) — A/B, desde que B # 0.

Este teorema é andlogo ao Teorema 6.8; a demonstracao também é andloga
e fica a cargo do leitor.

6.20. Teorema. a) Se f(z) — +oo com z — a, e se g(z) > k, entao
Flz) + g(z) — 400 com x — a. Além disso, se k > 0, f(z)g(z) — +oo com
x — a.

A demonstracio fica a cargo do leitor.

Os teoremas acima sao ilustracoes de vérios resultados envolvendo limites no
infinito ou limites infinitos. Deixamos ao leitor a tarefa de verificar a validade
de resultados andlogos, seja com a varidvel independente ou com os valores das
fungdes tendendo a —oo.

Convém observar que muitos resultados validos para limites finitos nao sao
véalidos no caso de limites infinitos. Por exemplo, se duas funcdes tendem a +00,
sua diferenca pode ter limite +o00, —o0o ou qualquer valor finito. Esse é um dos
casos de forma indeterminada, do tipo oo — 0o, estudada no Célculo. Outros
tipos de formas indeterminadas sédo oo/o0, 0%, 1° e oo”. Nao vamos nos deter
na consideracao dessas formas, por serem elas bastante estudadas no Calculo.
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As descontinuidades de uma funcao

Do mesmo modo que s6 consideramos continuidade de uma funcao em pontos
de acumulacédo de seu dominio, a nogdo de descontinuidade serd igualmente
considerada nesses pontos.

Sendo a um ponto de acumulacio do dominio D de uma funcio f, dizemos
que f é descontinua em z = a se, ou f nfo tem limite com x — a, ou esse limite
existe e é diferente de f(a), ou f nao estd definida em = = a. Analogamente
definimos descontinuidade d direita e descontinuidade d esquerda.

De acordo com essa defini¢io, estamos admitindo que um ponto possa ser
descontinuidade de uma fun¢o, mesmo que ele nao pertenca ac dominio de f. A
rigor, ndo deveria ser assim, s deveriamos admitir descontinuidades em pontos
pertencentes ao dominio da fung¢fo. Mas é natural considerar o que se passa nas
proximidades de pontos de acumulagdo do dominio de uma fungdo, mesmo que
tais pontos ndo pertencam ao dominio. Assim, as funcoes

sen Jz|

, —, — e sen 57 (6.7)
z x z x

sdo todas continuas em seus dominios (iguais a R — {0}); e, embora x = 0 nao
pertenca a esse dominio, é natural considerar o que acontece com essas funcoes
quando z tende a zero.

Assim, a primeira das funcbes em (6.7) seria classificada como descontinua
em z = 0 simplesmente por nao estar ai definida, pois tem limite 1 guando
z — 0. Atribuindo-lhe o valor 1 em z = 0, ela ficard definida e serd continua
em toda a reta; por isso mesmo dizemos que esse tipo de descontinuidade é
removivel. (Faca o grafico desta fungio.) A segunda tem limites laterais dife-
rentes com x — 0; ela serd continua a direita se pusermos f(0) = 1 e continua
a esquerda se definirmos f(0) = —1. A terceira funcao tende a +o0o com z — 0
pela direita ou pela esquerda, respectivamente. Finalmente, a quarta funcio
nao tem limite com =z — 0. (Esboce seu grifico.) Nao hé, pois, como remover a
descontinuidade, mesmo lateralmente, no caso das duas dltimas funcdes.

As descontinuidades de uma fungdo costumam ser classificadas em trés tipos:
removivel, de primeira espécie e de segunda espécie. A descontinuidade re-
movivel é aquela que pode ser eliminada por uma conveniente definicao da funcao
no ponto considerado, como no primeiro exemplo de (6.7). Como se vé, ela nem
¢ bem uma descontinuidade, pois a funcao tem limite no ponto considerado,
apenas nao estd adequadamente definida nesse ponto. A descontinuidade é de
primeira espécie ou do tipo salto quando a fungao possui, no ponto considerado,
limites & direita e & esquerda, mas esses limites sao distintos. E esse o caso da
segunda funcdo em (6.7). Finalmente, a descontinuidade é de sequnda espécie
quando a fungdo tende a +00 no ponto considerado (terceiro exemplo em (6.7)),
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ou nao tem limite nesse ponto (quarto exemplo em (6.7)).
O teorema seguinte é um resultado interessante sobre as funcoes mondtonas
limitadas.

6.21. Teorema. Os pontos de descontinuidade de uma funcdo mondtona
f num intervalo I (limitado ou ndo) sé podem ser do tipo salto; e formam um
conjunto no mdximo enumerdvel. '

Demonstraciao. Que as descontinuidades sé podem ser do tipo salto é ime-
diato, pois a funcdo possui limites laterais em cada ponto.

Seja D o conjunto dos pontos de descontinuidade da funcao, a qual supo-
mos ser nao-decrescente. Inicialmente supomos também que I seja um intervalo
fechado [a, b]. Se z1, z2,..., z, (z1 < 23 < ... < z,) s&0 pontos de descon-
tinuidade nesse intervalo, entédo

fla) < f(z=), fl@igi—) = flzi+) 20, e flzat) < f(B).
Assim, os saltos de f nos pontos z;, definidos como sendo!
sp(zi) = fzit) — fl@i—),

sao tais que

n

> gl

1=1

[—flz1—=) + flze-0)] + [ flza—) + flzat)] + ...

+ [f(mn—) + f(zat)]
= —flz—) - Z[ﬂxiﬂ“) ~ flzit)] + f(znt)

< flznt) — flz—) < f(0) — fla).

Isso prova que para todo inteiro m > 0 sé pode haver um ntimero finito de
pontos de descontinuidade em [a, b] onde sy(z;) > 1/m; em outras palavras, o
conjunto Dy, = {z € [a, b]: sp(x) > 1/m} é finito. Ora, qualquer ponto de
descontinuidade da funcéo em [a, b] estd num desses conjuntos D,,, cuja unido
é o conjunto D de todos os pontos de descontinuidade em [a, b]; portanto, esse
conjunto D é no maximo enumeravel, pelo mesmo argumento usado para provar
a enumerabilidade do conjunto dos nidmeros racionais (p. 34). Isso completa a
demonstragéo no caso I = [a, b].

Se I for um intervalo aberto em pelo menos uma de suas extremidades e/ou

LA notagio [f(x)] é também fregilentemente usada para denotar o salto de f no ponto .
Repare que f pode nao ser definida nesse ponto z.
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nao limitado, podemos exprimi-lo como uniao enumerdvel de intervalos fechados.
Por exemplo,

(a, ) = Ui, [a+1/4, b= 1/5}, (a, +o0) = U2 [a+1/], j],

onde v é wm nimero inteiro suficientemente grande para que [a + 1/7, b — 1/7]
e [a+ 1/r, r] continuem a ser intervalos. Em vista disso e do Teorema 2.1 da
p- 34, chegamos a mesma conclusao de que o conjunto D é enumerdvel.

O caso de uma fungao ndo-crescente é andlogo e fica por conta do leitor. Nos
dois exemplos seguintes exibimos fungdes nio-decrescentes, com infinitos pontos
de descontinuidade.

205/144
5/4 4+ 1/9
5/4
1
—1 ~12 [ —1/4 0
~1/3
Figura 6.3
6.22. FExemplo. Consideremos a seqiiéncia r, = —1/n e seja f a funcio
1
flz) = 2 2
Tn<T

onde o somatério, como se indica, estende-se a todos os indices n tais que r,, < .
Assim,

f(z) =0 para z < —1; f(z)=1 para — 1<z < —1/2;

flz)=1+1/4 para —1/2 <z < —1/3;
flz)=1+1/4+1/9 para —1/3 <2< —1/4;

e assim por diante. Como se vé, f é continua em todos os pontos x # r, e
continua & esquerda em todos os pontos z = 7,. Seu grafico tem o aspecto
indicado na Fig. 6.3. Deixamos ao leitor a tarefa de verificar, como exercicio,
que

o 1
m f(z) =) — = f(y) para y=0. (6.8)

z—0—
n=1
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O leitor deve notar que funcdes como essa podem ser construidas com qual-
quer seqliéncia crescente 7, que tenha limite zero ou outro qualquer valor, e
qualquer série convergente de termos positivos > a,,, pondo, simplesmente,

T <X

6.23. Exemplo. Seja (r,,) uma seqliéncia densa na reta, por exemplo, uma
sequéncia obtfida pela enumeragao dos niimeros racionais. Vamos construir uma
fancdo crescente e limitada, definida em toda a reta, e que tenha saltos em todos
esses numeros r,. Para isso escrevemos

flz) = Z 3 (6.9)

T <T

Como se vé, estamos somando sobre todos os indices n para os quails 7, é menor
do que z. Como a série ) 1/n* é convergente, é claro que a soma em (6.9) é
convergente. E claro também que a funcdo aqui definida é crescente, pois

<y=fly) - fla)= >, —>0

<y, <y
Deixamos para os exercicios a tarefa de verificar que

O
floco) = lim f(a)=0, fltoo)= lim f@)=3 5.  (610)

n=1}
bem como a de provar que a fun¢io aqui definida é continua em todo = # 7y,;
¢ continua pela esquerda e descontinua pela direita em todo z = r,, onde seu
salto é 1/n?. O leitor deve deter-se num exame atento dessa funcao, tentar e
verificar a impossibidade de construir seu grafico, para bem entender que estd
diante de um exemplo de funco que é interessante e bastante geral. Finalmente,
cabe observar que esse é um exemplo extremo de fungdo monétona descontinua,
pois as descontinuidades da funcdo jé formam um conjunto enumerdvel e denso

na reta, nao sendo possivel, pelo teorema anterior, amplid-lo ainda mais.

Exercicios

1. Faga as demonstracoes do Teorema 6.14 nos casos omitidos.

2. Demonstre o Teorema 6.15.

3. Defina cada uma das quatro expresstes contidas em lim,_, 1o flz) = too.

e}

i -

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.
17.

18.

Faca a demonstragio do Teorema 6.17 nos casos omitidos.

. Faca a demonstragao da segunda parte do Teorema 6.18.

. Demonstre os Teoremas 6.19 e 6.20.

Suponha que f(z) — +o0 e g(z) — B com z — a. Prove que f(z)g(z) — +00 se
B>0e f(z)g(z) — —ocose B <.

. Prove que f(z) = 2® — 7z + 2z — 9 — 400 com z — +00.

. Prove que todo polinémio p(z) =™+ Gp1 2™ T4 .+ a1z +ap tende a 400 com

{ — — - 00
z — +oo se n for par; e se n for fmpar, p(m) tende a —o0 com £ — —cO € & +
com z — +00.

Estude os limites de um polinémio
p(z) = anz™ + G127 4 a1zt ag, an £ O,

com x — 00. Mostre, em particular, no caso n impar, que se an > 0, mnp(x) =
+00 com © — +oo (havendo correspondéncia de sinais); e se an, < 0, imp(z) =
Foo com & — +00.
622 —5r+1 . mz—a:Jrl_O i :L’3+7r~4:
Prove que lim ————0——2 =3, lim —g——0— =1, I_l)rzl@«————erl
e—koo 222 + Tz — 8 zofoo 2945
+00.

Dados os polindmios p(z) = ¢z +...+mZ+ag € g(z) = bpz™+. .. +b1:cP+ ba,

N B )
onde anbm # 0, estude os limites de p(z)/q(z) com x — +00 €T — oo: rgxe
que esses limites sdo iguais a Gp, /b, s€ 1= M; 580 am}?os nulos se n < m; am os
iguais a +o0o se n > m,n —m é par e anbm > 0. Examine estas e todas as demals
possibilidades.

Seja [ uma fungao crescente e limitada num intervalo (a, b). Estabeleca as de-
sigualdades f(a+) < f(x) < f(b—).

(Critério de convergéncia de Cauchy) Prove que uma condigao r/lecesséria e
suficiente para que uma funcéo f tenha limite finito com  — —+oo é que, dado
qualquer ¢ > 0, exista k > 0 tal que

z, y >k =|flz) - fly)l <e
Enuncie e prove propriedade andloga com £ — —co.
Prove a relagao (6.8).
Prove as relagoes (6.10)
Prove que a funcdo (6.9) é continua em x # r,, para todo n.

Prove que a fungao (6.9) é continua pela esquerda em x = ry € descontinua pela
direita, com salto [f(zn)] = 1/N%.
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19. No somatdrio em (6.9) troque r, < z por 7, < z e prove que a nova funcéo obtida
¢ cont{nua pela direita e descontinua pela esquerda em todo ponto z = r,, , onde o
salto ainda é 1/n2.

20. Seja f uma fungéo mondtona num intervalo [a, b], cuja imagem é todo wm intervalo
[e, d]. Prove que f é continua.

Sugestoes e solugoes

6. Para provar a parte ¢) do Teorema 6.19, veja a demonstracio da parte ¢) do Teo-
rema 4.8 da p. 80; para a parte d), veja o item d) do Teorema 6.8.

8. Aplique o Teorema 6.20, notando que f(z) = z®(1 ~ 7/z + 2/2% — 9/2%) e que a
expressao entre parénteses tende a 1 com x — 00, logo, é maior do que qualquer
k, 0 < k < 1 para |z| maior do que um certo N.

9. Pode-se usar 0 mesmo procedimento do exercicio anterior. Qutro modo de resolver
o problema é o seguinte:

lp(z)] =

m”’<1+%;3+...+ ! +93)‘
T pn—1 g

> (1 )
el ]

Tomando z suficientemente grande, podemos fazer |a;/x" 7% < 1/2n, 0 < i <n—1,
de sorte que |p(z)| > |z™|/2.

Qp 1 a ag
— 4+ ...+

xn—1 ;;

Apn—1 ag

ITL

+ .o+

pn—1

14. Transfira o problema para ¢ = 0 com a transformagio ¢ = 1/z.

15. Para provar a segunda das relagbes, referente ao limite com z — -+0o, devemos
provar que, dado qualquer € > 0, existe X tal que

x>X:>ii2*Ziz<5'
n*ln n

Tn<

Da convergéncia da série > 1/n® segue-se que existe IV tal que essa soma, a partir
den = N+1,¢é < e Tomemos X tal que ry,...,ry sejam todos < X. Entdo, sendo
z > X, a segunda soma na diferenca acima inclui todos os termos correspondentes
an=1,...,N,; logo,

o 0 n
1 1 1 1
ﬁ*27<27* 3 ¢
n=1 Tn <z n=1 n=1
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16. Observe que, sendo h > 0,

fesh) - f@= Y e f@-f@-h= Y o
z<ry<z+h z—h<rp<z
17. Com b > 0, f(ry + ) = flry) = 3 7;1-5 e firy) — flry — h) =

TN Sra<rN+h

1
>

rN—h<rp<rn

6.4 Funcgoes continuas em intervalos fechados

O primeiro teorema que vamos demonstrar nesta se¢do, o assim chamado Teo-
rema do Valor Intermedidrio, tem wma visualizagio geométrica muito evidente.
Em linguagem corrente ele afirma que o grafico de uma fun¢éo continua definida
num intervalo, ao passar de um lado a outro do eixo dos z, necessariamente tem
de cortar esse eixo. Até o final do século XVIII esse resultado foi aceito como evi-
dente, sem que ninguém pensasse em demonstra-lo, uma atitude muito de acordo
com o espirito da época. Foi Bolzano o primeiro matematico a fazer uma ten-
tativa séria de demonstrar esse teorema, de maneira puramente analitica, num
trabalho de 1817, trabalho esse que mais tarde seria visto como um dos marcos
principais do inicio do rigor na Anslise das primeiras décadas do século XIX.
Vamos apresentar esse teorema em sua versdo mais geral, como enunciamos a
Seguir. '

6.24. Teorema do Valor Intermediaric. Seja f wma funcao continua
num intervalo I = [a, b], com f(a) # f(b). Entdo, dado qualquer mimero d
compreendido entre [(a) e f(b), existe c € (a, b) tal que f(c) = d. Em outras
palavras, f(x) assume todos os valores compreendidos entre f(a) e f(b), com x
variando em (a, b).

Demonstragdo. Vamos fazer a demonstragao supondo que f(a) < f(b). O

caso oposto se reduz a esta considerando a funcio g(z) = —f(z). Suporemos
também que d = 0, notando que o caso geral se reduz a este para a funcao
g(z) = flz) - d.

Faremos a demonstracao pelo método de bisse¢io, como na demonstracao do
Teorema de (Bolzano-Welerstrass, p. 96). Sejal o comprimento de /. Comegamos
dividindo esse intervalo ao meio, obtendo dois novos intervalos, digamos, [a, 7]
e [r, b]. Se f(r) =0, o teorema estard demonstrado. Se f(r) > 0, escolhemos o
intervalo [a, r]; e se f(r) < 0, escolbemos o intervalo [r, b]. Em qualquer desses
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dois casos, teremos um novo intervalo, que denotaremos I = lay, b1] C I, de
comprimento [/2, e tal que f(a;) < 0 e f(b1) > 0. (O leitor deve usar l4pis e
papel para acompanhar a demonstragio.) Novamente dividimos este intervalo
ao meio e repetimos o procedimento anterior; com isso, ou encontramos uma raiz
de f(x) = 0, ou teremos um novo intervalo I, = [ay, by] C Iy, de comprimento
1/4, com f(az) < 0 e f(by) > 0. Prosseguindo assim, sucessivamente, ou esse
processo termina com o encontro de uma raiz de f(z) = 0, ou obtemos uma
familia (1,,) de intervalos encaixados, I, = [an, by), de comprimento /2" e tal
que f(az) < 0 e f(by) > 0. Portanto, pelo teorema dos intervalos encaixados
(Teorema 4.22, p. 95), a intersecdo desses intervalos reduz-se a um tnico ponto
¢ € I, o qual é o limite tanto de a, como de b,. Daqui, da continuidade de f, e
do fato de ser f(a,) < 0 < f(b,), segue-se que

0> lim f(an) = f(c) = lim f(b,) > 0;
donde, f(c) = 0, como querfamos demonstrar.

Guiados pela intuicdo, podemos ser levados a pensar que toda funcio que
goze da propriedade do valor intermedidrio seja continua. No século XIX chegou-
se mesmo a acreditar, erroneamente, nesse fato, como nos conta Lebesgue na p.
96 de [7]. Um contra-exemplo é dado pela funcio f(x)=sen(1/x)se z # 0, ¢ f(0)
igual a qualquer valor do intervalo [—1, +1] (faga o grafico desta funcgo). Assim
definida, f satisfaz a propriedade do valor intermedidrio em qualquer intervalo
[—a, a], mas ndo é continua em z = 0. Neste exemplo a funcdo s6 é descontinua
num unico ponto; entretanto, existem fungdes descontinuas em todos os pontos
e que, nao obstante, gozam da propriedade do valor intermedidrio em qualquer
intervalo, como nos mostra Lebesgue.

6.25. Exemplo. O Teorema do Valor Intermedidrio tem importantes apli-
cagoes, tanto de natureza tedrica como pratica. Por exemplo, ele permite provar
que todo polinémio p(z) = 2"+ ap_12" 1z + ...+ a1z + ap, de grau impar, tem
pelo menos uma raiz real. Para isso lembramos o Exercicio 8 atrds, segundo
o qual p(z) muda de sinal com z passando de uma certa vizinhanca de —oo a
uma vizinhanga de +o0o. Mais precisamente, existem vizinhancas V. de —oo ¢
V4 de 400, tais que p(x) é negativo em V_ e positivo em V. Em conseqiiéncia,
existem ntmeros a € V., b € Vi, a < b, tais que p(a) < 0 < p(b). Daqui e
do teorema do valor intermedidrio segue-se que existe ¢, a < ¢ < b, tal que
p(c) = 0. (E claro que pode haver mais de um ntimero ¢ nessas condigdes; o
que podemos garantir, em geral, é a existéncia de pelo menos um.) Em con-
trapartida, um polindmio de grau par, como p(z) = 2?41, pode nunca se anular.
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O teorema seguinte é mais uma aplicagdo do Teorema do Valor Intermediario.

6.26. Lema. Toda funcio continua num intervalo limitado e fechado
I = [a, b] € limitada nesse intervalo.

Demonstragio. Seja f a referida funcdo. Raciocinando por absurdo, supon-
hamos que ela nao seja limitada. Dividimos o intervalo I ao meio, obtendo dois
novos intervalos fechados, digamos, [a, r] e [r, b]. Em um destes f ndo serd
limitada. Seja Iy = [a1, b1] C I esse novo intervalo. Ele tem comprimento [/2, e
nele f nao é limitada. Repetimos o procedimento com [ay, b1], obtendo um novo

imtervalo Is = ag, ba] € I, de comprimento {/4, e no qual f ndo é limitada.
Prosseguindo assim, sucessivamente, obtemos uma famfilia de intervalos encai-
xados I, = [an, by], de comprimento /2", onde f ndo é limitada. Portanto,

pelo teorema dos intervalos encaixados Teorema 4.22, p. 95}, a intersecio desses
intervalos reduz-se a um tnico ponto ¢ € I.
Finalmente, dado € = 1, existe § > 0 tal que

rxeVslc)= flo)—1< f(z) < fle)+ 1.

Como | f{c)+ 1] <|f(c)| +1, isso significa que | f{z)| < |f{c)] + 1 em V;(c); por-
tanto, f é limitada em Vs(c). Mas, sendo n suficientemente grande, Vs(c) D I,
o que nos leva a um absurdo, pois f nao é limitada em 7,. Assim, temos de
afastar a hipétese inicial e concluir que f é limitada em I.

6.27. Teorema. Toda funcao continua num intervalo limitado e fechado
I = la, b] assume valores mdzimo e minimo nesse intervalo.

Demonstracao. Seja f areferida funcao e seja M seu supremo em 7. Racioci-
nando por absurdo, suponhamos que |f(z)] < M em [. Entéo, 1/(M — f(z))
¢é uma funcéo positiva e continua em I; e, pelo lema anterior, ela tem supremo
M’ em I, isto é,

1
donde f(z)< M — —

< M’ 0

1
M- f(z) =77
Isto contradiz o fato de que M é o supremo de f e nos leva a concluir que existe
algum zo € I tal que f(xzo) = M, provando que f efetivamente assume valor
maximo em 1.
Para provar que f assume valor minimo, considere a fungdo g(z) = —f(z),
que também é continua em I; portanto, pelo que acabamos de demonstrar, existe
um ponto z; € I tal que

el = g(z) < g(z;), donde =z el = f(z)> f(zp),
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0 que completa a demonstracao do teorema.

Observagbes. As hipéteses de que o intervalo I seja limitado e fechado
s80 essenciais. Veja estes contra-exemplos: f(z) = 1/z com dominio o intervalo
(0, 1] néo é limitada porque o dominio nao é fechado; a funcio f(x) = z°
limitada em [1, co) porque este dominio nao é limitado.

Por outro lado, uma fungao pode assumir valores maximo e minimo mesmo
que seu dominio nao seja limitado ou fechado.

nao é

6.28. Teorema. Seja f € uma funcdo continua num intervalo limitado
e fechado I = [a, b]. Entdo f(I) também € um intervalo limitado e fechado
Im, M) (que pode se reduzir a um ponto), onde m e M sido o0s valores minimo
e mdximo, respectivamente, da funcdo f.

Demonstragdo. Como f é continua, ela assume valores minimo e maximo
em I, isto €, existem pontos ¢ e d em I, tais que f(c) = m e f(d) = M. (Nao
sabemos se ¢ < d ou d < c.) Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, f{x) assume
todos os valores entre m e M, com z variando no intervalo de extremos ¢ e d.
Portanto, a imagem desse intervalo de extremos ¢ e d j4 é o intervalo [m, M];
logo, f(I) = [m, M], pois m < f(z) < M qualquer que seja z € I.

6.29. Teorema. A imagem de qualquer intervalo por uma funcdo continua
[ € um intervalo (que pode se reduzir a um ponto).

Demonstragio. (O teorema se refere a um intervalo qualquer, nio ape-
nas limitado e fechado, como no teorema anterior.) Observe que para provar
que um conjunto J é um intervalo, como (a, b), |a, b}, {—oco, b], ou qualquer
outro tipo de intervalo, basta provar que J contém qualquer intervalo [a, b],
com A < a <b< B,onde A =infJe B = supJ (ndo estando excluidas
as possibilidades de ser A = —oo e/ou B = +o0). Provado isso, é facil ver
que J D (A, B), pois (A, B) = Ulan, by], onde (a,) e (b,) sao seqiiéncias
decrescente e crescente, respectivamente, a, — A e b, — B. Isso prova
que J é um dos quatro intervalos de extremos A e B, isto é, [A, B], (A, B),
[A, B) ou (4, BJ.

Seja I um intervalo qualquer, contido no dominio da fungio f; e seja J =
f(I). Supomos que J nao se reduza a um tnico ponto, quando nada temos a
demonstrar. Entao, dados quaisquer dois pontos distintos y1 e yo em J, eles
serdo imagens de pontos em I, digamos, z; € zg, com x; # x2: y = f(z) e
y2 = f(z2). Para fixar as idéias, suponhamos z1 < z3. (O leitor deve verificar
que a hipdtese xg < z1 leva a0 mesmo raciocinio}. Pelo teorema do valor inter-

medisrio, todos os valores entre y; e yo sdo assumidos pela funcgdo f em valores
compreendidos entre z, e 29, de sorte que J O f([z1, z2]) D [y1, y2]. Final-
mente, dado qualquer intervalo fechado [a, b] com A < a < b < B, tomamos,
no raciocinio anterior, y1, 12 € J, A <11 < aeb <y < B, e teremos
J D f([z1, z2]) D [y1, y2] D [a, b], como querfamos provar.

Como exemplos da situacio descrita no teorema, y = senz leva (0, 27)
m [—1,1] e [0, 37/2) em (=1, 1] y = tg(rz — /2) leva (0, 1) em (—o0, 00);
y=1/{z? +1) leva [0, c0) em (0, 1]. ‘

Veremos, a seguir, outro resultado importante, demonstrado como conse-
giiéncia do Teorema do Valor Intermediério.

6.30. Teorema. Toda funcdo f, continua e injetiva num intervalo I, € cres-
cente ou decrescente. Sua inversa g, definida em J = f(I), também ¢é continua.

Demonstracdo. Se f ndo fosse crescente ou decrescente, existiriam nimeros
Ty, 79 € @3 em I tais que z1 < 72 < z3 e f(zi) < f(za) > f(zs), ou
Flz) > flzw) < flzz). Na hipétese de ser f(z1) < f(za) > flzs), se
f(z3) > f(z1) (faga um grafico para acompanhar o raciocinio), pelo Teorema
do Valor Intermedidrio, deveria existir um ntmero z’ entre z; e z2 tal que
f(z') = f(x3), contradizendo a injetividade de f; e se fosse f(z3) < f(zy1), pelo
mesmo teorema, deveria existir ' entre z3 e 23 tal que f(z1) = f(z), novamente
contradizendo a injetividade de f. O raciocinio, no caso f(z1) > f(z2) < f(=3),
é andlogo. Concluimos, entdo, que f é estritamente crescente ou decrescente,
como querfamos provar.

Quanto & funcio inversa, ji sabemos que ela tem o mesmo carater de mo-
notonicidade que a funcio f (Exercicio 5 da p. 138). Suponhamos, para fixar
as idéias, que f seja estritamente crescente, de forma que g também é. Vamos
provar que g é continua em qualquer valor b € J = f(I). Seja a = g(b), de sorte
que f(a) = b. Se a for interior ao intervalo I (faca um grafico para acompanhar
o raciocinio), dado qualquer e > 0, seja &’ > 0, ¢ < ¢, tal que Vo(a) C 1.
Ora, f(Vi(a)) = (b— 61, b+ &) C J. Seja agora § o menor dentre o e dy , de
sorte que ¢(V3(b)) C Vir(a) C Vi(a), e isso prova a continuidade da funcao g no
ponto b. Um raciocinio andlogo se aplica no caso em que b é um dos extremos
do intervalo J. A demonstracéo no caso de fungao estritamente decrescente g é
também aniloga e fica a cargo do leitor.

O teorema que acabamos de demonstrar é muito interessante, pois nos diz
que as funcdes crescentes e as decrescentes sdo as tnicas fungdes continuas
definidas em intervalos que sao invertiveis. [sso nos leva, naturalmente, a per-
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guntar: serd que séo essas as tnicas fungbes (definidas em intervalos) invertiveis?
A resposta é negativa, como vemos pelo seguinte contra-exemplo: seja f assim
definida no intervalo I = [0, 1] : f(z) = x se z for racional e f(z) = 1— =
se x for irracional. Faca o grafico dessa fungio e verifique que ela é invertivel,
mas nao é mondtona em qualquer subintervalo de I; em conseqiiéncia, nao é
continua em seu dominio, apenas no ponto z = 1/2 (Exercicio 17 adiante).

O método de bissecao utilizado na demonstragdo dos Teoremas 6.24 ¢ 6.26
€ muito 1til para implementar esquemas numéricos de computacao. Com uma
simples calculadora cientifica é possivel calcular raizes polinomiais com boas
aproximacoes. (Veja o Exercicio 2 adiante.)

Fxercicios

1. Faca a demonstracéo do Teorema 6.24 no caso f(a) > f(b).

2. Prove que a equacio z* + 1023 — 8 = 0 tem pelo menos duas rafzes reais. Use uma

calculadora cientifica para determinar uma dessas raizes com aproximaciao de duas
casas decimais.

3. Prove que um polindémio de grau impar tem um ndmero impar de raizes reais,
contando as multiplicidades.

4. Prove que se n é par, p(z) = 2™ + Opx™ 4+ a1z + ap assume um valor
minimo m. Em conseqiiéncia, prove que p(z) = a tem pelo menos duas solugoes
distintas se a > m e nenhuma se a < m.

5. Prove que se um polinémio de grau n tiver r raizes reais, contando as multiplici-
dades, entao n — r é par.

6. Prove que todo nimero a > 0 possui raizes quadradas, uma positiva e outra nega-
tiva.

7. Prove que todo numero a¢ > 0 possul uma raiz n-ésima positiva; e se n for par,
possuird também uma raiz n-ésima negativa.

8. Seja f uma fungdo continua num intervalo, onde ela é sempre diferente de zero.
Prove que f é sempre positiva ou sempre negativa.

9. Sejam f e g funcdes continuas num intervalo [a, ], tais que f(a) < g(a) e f(b) >
g(b). Prove que existe um ndmero ¢ entre a e b, tal que f(c) = g

(c). Faga um
grafico para entender bem o que se passa.

10. Seja f uma funcéo continua no intervalo [0, 1], com valores nesse mesmo intervalo.

Prove que existe ¢ € [0, 1] tal que f(c) = ¢. Interprete este resultado geometrica-
mente.

11. Nas mesmas hipéteses do exercicio anterior, prove que existe ¢ € [0, 1] tal que
f(e) = 1 —¢. Interprete este resultado geometricamente.
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12. Seja f uma fungdo continua no intervalo [0, 1], com f(0) = [ ). Pr}oye Sue
existe um numero ¢ € [0,1/2] tal que f(c) = f(c+ 1/2). Este exercicio tem
uma interpretagao fisica muito interessante: se f represexlrca a temperatura Iflum
determinado instante, ao longo de qualquer curva fechada simples Sf)bfe 2 superticie
terrestre — em particular o equador terrestre —, e o repregenta a d?stancxa ao ¥otng0
dessa, curva a partir de um certo ponto, o resultado anunciado significa que existem
dois pontos, c e ¢+ 1/2, onde a temperatura tem o mesmo valor.

13. Complete a demonstragio do Teorema 6.30, prov.ando que g é Continuabe/xm b, ;a_u
hipétese de que b seja uma das extremidades do intervalo J ‘"Faga tam eén ab’m
monstracio completa do teorema no caso €m que f (e, conseqiientemente, tambe
g) é uma fungdo decrescente.

14. Sejam f e g fungdes crescentes num intervalo I, onde f(z) < g(z). Prove que
£~ (y) > ¢~ (y) para todo y € f(I) Ng(l)-

15. Prove que a imagem de um intervalo aberto por uma fur}gz.io ,co'ntfnua injetiva é
um intervalo aberto. Dé exemplos em que o intervalo-dominio é limitado, mas sua
imagem é ilimitada.

16. Dé exemplo de uma fungdo cujo dominio nao seja nem fechado nem limitado, mas
que tenha valores méximo e minimo.

17. Prove que f(z) = z se z for racional, e f(z) = 1 — =z se z for irracional, ¢ continua
em z = 1/2 e somente neste ponto.

18. Considere a funcdo f assim definida: f(z) = —z se © for racional e f(z) = 1{:3
se z for irracional. Faga o gréfico dessa funcao e mostre que ela é uma bijecao

descontinua em todos os pontos.

Sugestoes

9. Lembre-se de que quando um polindmio com coeficientes reais tiver uma raxz/ com-
‘ j 1 i a
plexa, ele terd também a complexa conjugada como raiz. Veflﬁque que ha um
raiz entre zero e 1 ¢ determine esta raiz pelo método de bissecao.

6. Suponhamos a # 1, j& que 0 caso a = 1é trivial:/Se a > 1, f(z) = z? é ttal qlue
f(1) < f(a); logo, pelo teorema do valor intermediario, existe um numero entre ti
a, designado por /a, tal que f(Va) =a. Sea<l, f(1)>a> f(a)., e nova_J.fnef;
existe um ntmero /a entre a e 1 tal que f(ya) = a. E o caso de raiz negativa!

10, Considere a funcéo g(z) = f(z) — z, se jé nao for f(0) =0ou f(1) =1
11. Use o Exercicio 9 com g(z) =1— .

12. Considere a funcéo g(z) = f(z) — f(z +1/2) no intervalo [0, 1/2].




