Capitulo 2

SEQUENCIAS INFINITAS

Intervalos !

Antes de entrarmos propriamente no assunto deste capitulo, vamos rever algu-
mas definigoes sobre intervalos numéricos, que serao usadas neste e nos capitulos
seguintes.

Dados dois niimeros a e b, com a < b, chama-se intervalo aberto de extremos
a e b, denotado por (a, b), ao conjunto

(a,b) ={z € R:a<z<b}

Se incluirmos os extremos a e b no intervalo, entao ele sera denominado intervalo
Jechado e indicado com o simbolo [a, b]:

[a, 6] ={z € R: a <z < b}

O intervalo pode também ser semifechado ou semi-aberto, como nos exemplos
seguintes: ]

[-3,1)={zreR: -3<z<1l}; (8,53]={zx€R: 3<az <35}

Introduzindo os simbolos —oo e +o00, podemos cousiderar todo o eixo real
como um intervalo:

(—o0, +00) = {&: —oc0 < z < 400}

Adotamos notagéo andloga para semi-eixos fechados ou abertos na extremidade
finita, como

[7, 4o0) ={z: T<z < 400}; (—oc.3)={z: —c0 <z < 3}.
Sempre que nos referirmos aos intervalos (a, b), [a, b], (a, b] ou [a, b),a e b
serao niimeros finitos, com a < b.

Seqiiéncias infinitas

Uma seqiiéncia numérica a1, ag, a3,..., an.... ¢ uma fungdo f, definida no
conjunto dos niimeros naturais N: f: n — f(n) = a,. O niimero n que ai aparece
é chamado o fndice e a, 0 n-ésimo elemento da seqiiéncia, ou termo geral. Um
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exemplo de seqiiéncia é dado pela seqiiéncia dos niimeros pares positivos, an =
2n, n =1, 2, 3,... A seqiiéncia dos nimeros impares positivos também tem
uma formula simples para o termo geral, queé a,, =2n—1,comn =1, 2, 3,..;
ouap,=2n+1,comn > 0. _

Mas nem sempre o termo geral de uma seqiiéncia é dado por uma férmula,
embora, evidentemente, sempre haja uma lei de formacao bem definida que
permite determinar o termo geral da seqiiéncia. I esse o caso das aproximagdes
decimais por falta de v/2, que formam a segiiéncia infinita

ay = 1,4, as =1,41, a3 =1,414, ay4=1,4142,

ag = 1,41421, ag=1,414213, ...

Outro exemplo é a seqiiéncia dos nimeros primos,
2,3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,...;

Como é bem sabido, nao existe formula para seu termo geral, mas todos os
termos estao determinados.

A notagio (a,) é muito usada para designar wa seqiiéncia. Também se es-
creve (ap)nen, (a1, a2, ag,...) ou simplesmente a,. Alguns autores costumam
escrever {a,} em vez de (ap), mas preferimos reservar essa notagio para o con-
junto de valores da seqiiéncia. Essa distingio é importante, pois uma seqiiéncia
possui infinitos elementos, mesmo que seu conjunto de valores seja finito. Por
exemplo, a seqiiéncia

Y, =1, 1y =1, =N

é infinita, com elemento genérico a, = —(—1)* = (=1)*!; mas seu conjunto de
valores possui apenas dois elementos, +1 e —1, de forma que, segundo conven-
cionamos,

{an} ={-1, +1}.

Pela defini¢do, uma seqiiéncia (an) é indexada a partir de n = 1, de forma
que a; é seu primeiro termo. Mas, is vezes, é conveniente considerar seqiiéncias
indexadas a partir de um certo n # 1; é esse o caso da seqiiéncia a, = vn — 6,
que s6 faz sentido paran =6, 7, 8,..., de forma que ag é o primeiro termo dessa
seqiiéncia. Mas, mesmo nesses casos, com uma translagao de indices, pode-se
fazer com que a seqiiéncia tenha primeiro indice n = 1. Assim, no exemplo que
demos, é s6 definir b, = ant+5 = vVn — 1 para que a seqiiéncia fique definida a
partirde n = 1.
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Conceito de limite e primeiras propriedades

De interesse especial sao as chamadas segiiéncias convergentes. Em termos su-
gestivos, uma seqiiéncia (a,) é convergente se, & medida que o indice n cresce,
o elemento a, vai- se tornando arbitrariamente préximo de um certo niimero L,
chamado o limite daeqiiéncia. A proximidade entre a, e L é medida pelo valor
absoluto da diferenca entre esses dois niimeros, isto é, por |a, — L|. Portanto,
dizer que a, vai-se tornando arbitrariamente préximo de L significa dizer que
lan — L| torna-se inferior a qualquer miumero positivo ¢, por pequeno que seja,
desde que fagamos o indice n suficientemente grande. Dai a definigdo precisa de
convergéncia que damos a seguir.

2.1. Definigdo. Diz-se que uma seqiiéncia (a,) converge para o nimero L,
ou tem limite L se, dado qualquer nimero £ > 0, é sempre possivel encontrar
um nimero N tal que

n>N=|a,—L| <c. (2.1)
Escreve-se limp—~ocoan = L, limae, = L ou a, — L. Uma seqiiéncia que
nao converge é dita divergente. Chama-se segiiéncia nule toda seqiiéncia que
converge para zero.

Essa defini¢do requer virias observacdes. Ao dizermos “dado qualquer ¢ >
07, estd implicito que ¢ pode ser arbitrariamente pequeno, ou seja, tio pequeno
quanto quisermos. E a condigao (2.1), uma vez satisfeita para um certo € = £,
estard satisfeita com qualquer £ > ep; portanto, basta prova-la para todo &
positivo, menor do que um certo g, como muitas vezes se faz, para que ela fique
provada para qualquer ¢ > 0. Quanto ao nimero N, podemos supé-lo inteiro
positivo, portanto, um indice da seqiiéncia; pois se nao for assim, é claro que ele
pode ser substituido por qualquer inteiro maior. Mas fique claro também que
N pode nao precisa ser inteiro, como veremos nos exemplos adiante.

O primeiro sinal de desigualdade em (2.1) tanto pode ser > como >, do
mesmo modo que o segundo tanto pode ser < como <. De fato, se existe um
inteiro positivo N’ tal que n > N’ = |an, — L| < &, entdo, é claro que (2.1)
vale com N = N’ — 1. E se é possivel fazer |ap — L| < & com qualquer £ > 0,
certamente é possivel fazer |a, — L| < /2, portanto, |a, — L| < &.

Observe também que tanto faz fazer |ap — L| < € ou |a, — L] < ke, onde k
é uma constante positiva, pois se é possivel fazer |a, — L| < ke com qualquer
£ > 0, certamente é possivel fazer |an — L| < k(e/k) = ¢.

Se suprimirmos de uma seqiiéncia (an) um nimero finito de seus termos, em

particular, se eliminarmos seus k primeiros termos, isso em nada altera o cardter
da seqiiéncia com n — co. Assim, se a seqiiéncia original converge para L, ou
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diverge, a nova seqiiéncia convergird para L ou divergird, respectivamente.

Definicao de vizinhanga

Dado um nimero L qualquer, chama-se vizinhanga € de L a todos os niimeros
z do intervalo (L — &, L + ). Denotaremos esse intervalo com o simbolo Vz(L).
Observe que a condigdo = € V(L) pode ser escrita das seguintes trés maneiras
equivalentes:

lr—Ll<eso —e<z—-—L<es L-e<z<L+e.
Assim, ao definirmos limite, estamos dizendo que n > N = a, € V.(L), ou seja,
n>N=lap—Ll<e, ou n>N=L-c<a,<L+c¢,

ouainda,n>N =L —es<ap<L+4e.

E importante observar também, na definigio de limite, que uma vez dado
o niimero &, esse nimero permanece fixo; a determinag¢ioo de N depende do ¢
particular que se considere, de sorte que, mudando-se ¢, deve-se, em geral, mudar
também o nimero N. Em outras palavras, € pode ser dado arbitrariamente,
mas, uma vez prescrito, ndo pode ser mudado até a determinagdo de N. Isso
esté ilustrado no exemplo que consideramos a seguir. '

2.2. Exemplo. Vamos provar, segundo a Definicdo 2.1, que a seqiiéncia

( )_ n - 1 2 3 n )
S Nada]  \ B 1 Y ag e

converge para o nimero 1. Para isso observamos que, dado qualquer £ > 0,

|an-—1|:I s 1‘:

12
- e S 2.2
n+ 12 R A o

n+12
Isso quer dizer que, dado qualquer £ > 0, existe N (= 12/¢ — 12) tal que
n>N=la,—1| < e,

que é precisamente a condigdo (2.1) exigida na definicio de limite.

Esse exemplo mostra que quanto menor o £ tanto mais exigentes estaremos
sendo quanto & proximidade entre a, e o limite 1, exigéncia essa que se traduz
em termos de fazer o indice n cada vez maior. De fato, quanto menor o e,
tanto maior o nimero N = 12/¢ — 12. Assim, se ¢ = 1/10, N = 108; se
e = 1/100, N = 1188; em geral, se ¢ = 1075, N = 12 10F — 12. Isso ilustra
o que dissemos antes: a determinagdo do nimero N depende do nimero &
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particular que se'considere. Ao contrério, se dermos um £ muito grande, pode
até acontecer que nao haja qualquer condigio no indice n; é o que acontece com
& = 2 no exemplo que estamos considerando, que resulta em N = —6.

O raciocinio usado em (2.2) permite escrever:

2
lan — 1] <z & n > 1——12.
€

No entanto, poderiamos também ter racionado assim:

. 12 12 12
]ﬂn—ll—?l+12<?45¢>ﬂ>?< (2‘21)

Mas entdo a equivaléncia indicada é apenas entre as duas ultimas desigualdades,
niao sendo mais verdade que

12
lan—1ll<een> —.
£
O correto agora é a implicagao (numa sé diregao)
12
n>—=lap—1] <¢,
£

que também ¢ suficiente para a comprovagio de que 1 é o limite. Perdemos
a implicagdo contrdria por causa da primeira desigualdade em (2.3), em con-
sequéncia do que 12/(r + 12) < ¢ néo implica n > 12/¢; pode agora ocorrer
12/(n 4+ 12) < £ com n < 12/e, desde que seja n > 12/¢ — 12, Veja: com
£=1/10,12/e =120 e 12/e — 12 = 108.

2.3. Exemplo. Consideremos a seqiiéncia

In
T = ————t
"7 n+sen2n

E ficil ver que seu limite deve ser 3. Para evidenciar isso dividimos o numerador
e o denominador por n e notamos que (sen2n)/n — 0. Assim,

3
T 14 (sen2n)/n

an
\

O que fizemos foi descobrir o limite; devemos agora demonstrar que 3 é
realmente o limite, usando a Definicao 2.1. Comecamos observando que

3|sen 2n)| 3 3 3
Ian - 3l ™ = < =< 1
|n+sen2n| ~ |n+sen2n| ~ n—|sen2n| ~ n—1

(2.4)
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as duas dltimas desigualdades havendo sido obtidas gragas as desigualdades
In+sen2n| > n— |sen2n| > n — 1. Fazendo agora intervir o nimero &, obtemos
uma desigualdade facil de resolver em n:

3 3
. — & i q Fii .
len 3]__11_1‘:5@n>1+E (2.5)

de sorte que
n>1+3/e=lap—3| <e, (2.6)

que estabelece o limite desejado.

O leitor deve notar, nas passagens efetuadas em (2.4), que procuramos chegar
a uma expressio simples, como 1/(n — 1), para depois fazer intervir o ¢, obtendo
entdo uma desigualdade ficil de resolver, como em (2.4). Nio fizéssemos tais
simplificagdes e teriamos de enfrentar a intratdvel inequacio

3lsen2n| *
In+sen2n|

E claro que as transformagées feitas s6 permitem, em (2.6), a implicacdo no
sentido ai indicado, que é suficiente para nossos propésitos.

2.4. Exemplo. I ficil descobrir o limite do quociente de dois polinémios
de mesmo grau, dividindo numerador e denominador pela maior poténcia de n.
Assim,
_3nf+dn  3+4/n
T in—4 1+ 1/n—4/n?

claramente tende a 3, j4 que 4/n,1/n e 4/n” tendem a zero. Para provar isso
diretamente da definigio de limite, notamos que, a partir de n = 2 (que implica
n2+n-—4>0),

n+12 n 4+ 12‘
n?+n—4 5 n?—4'

[an = 3| =

e apartir de n = 12,n +12 < 2n e 4 < n?/2, de sorte que n? —4 > n? —n2/2 =
n?/2. Assim,
2n 4

n'_a“‘-,- ==
ja | n2/2 n

< &,
desde que n seja maior que o maior dos nimeros, 4/¢ e 12, isto é,

n > N = max{4/e,12}.
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Isso conclui a demonstragao.

Este tltimo exemplo mostra, em particular, que, com n tendendo a infinito,
os termos com maior expoente no numerador e no denominador sio dominantes
sobre os demais.

Seqiiéncias limitadas

O célculo de limites pode tornar-se mais e mais complicado, se insistirmos em
fazé-lo diretamente da definicdo de limite. Felizmente, com essa definigdo pode-
mos estabelecer as propriedades tratadas logo adiante, no Teorema 2.8, as quais
permitem simplificar bastante o célculo de limites. Demonstraremos primeiro
dois teoremas de importéncia fundamental, o primeiro dos quais envolvendo a
nogao de “seqiiéncia limitada”. Diz-se que uma seqiiéncia (an) €é limilada a es-
querda, ou limitada inferiormente, se existe um nimero 4 tal que A < a, para
todo n; e limitada 4 direita, ou limitada superiormente, se existe um niimero
B tal que ap < B para todo n. Quando a seqiiéncia é limitada & esquerda e
a direita ao mesmo tempo, dizemos simplesmente que ela é limitada. Como é
ficil ver, isso equivale a afirmar que existe um nimero M tal que |a,| < M para
todo n.

)ﬁ 2.5. Teorema. Toda seqiiéncia convergente ¢ limitada.

Demonstragdo. Dado qualquer £ > 0, existe um indice IV tal que
n>N=L-et<apn<L+c¢,

Isto nos diz que, a partir do indice n = NV + 1, a seqiiéncia é limitada: & direita
por L + ¢ e a esquerda por L — . Para englobarmos a seqiiéncia inteira, basta
considerar, dentre todos os numeros

ay, a2,..., an, L —&, L +¢,

aquele que é o menor de todos, digamos, A, e aquele que é o maior de todos,
digamos, B; entdo serd verdade, para todo n, que

A<a, < B,

o que completa a demonstragao.
Podiamos também ter atalhado um pouco, como é costume, procedendo
assim: seja

M = max{]“l'r JGZL"H |"1NI! lL"'Ei' [L+E|}
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Entao lan| < M para todo n, o que prova que a sequenua é limitada.

=y Cg‘w\_/}_aﬂx_ru CO 8 JA."‘-‘ A
/2.6. Teorema. Se uma seqiiéncia (an) converge para um limite L, e se

;ﬁ' < L < B, entdo, a partir de um certo indice N, A <a, < B.

I,—" Demonstragdo. Dado qualquer € > 0, existe N tal que, a partir desse indice,

/ L—g < an<L+e. Portanto, é apenas uma questéo de prescrever, de inicio, &
/" menor que o menor dos nimeros L—A e B—L, paratermos L—z > L—(L—A4) =
/ A e L+ex L+(B~—L)=B. Em conseqiiéncia,n > N = A < a,, < B, como

queriamos demonstrar. Pl ‘m‘:&_] 2 ==

| __— Coroldrio 2.7. Se uma segiiéncia (an) converge para um limite L # 0,
entdo, a partir de certo indice N, |ag| > |L|/2.

Para a demonstracéao, se L > 0, tome A = L/2. Se L < 0, tome B = L/2.

O teorema anterior e seu coroldrio sio muito tteis nas aplicagbes e serfo
usados repetidamente em nosso estudo, como o leitor deverd notar. Observe
que, sempre que tivermos uma seqiiéncia com limite diferente de zero, poderemos
encontrar niimeros A e B de mesmo sinal nas condiges do teorema. Em geral,
nas aplicagdes, utilizamos apenas uma das desigualdades, ou A < a,, oua, < B.

Operagoes com limites

2.8. Teorema. Sejam (an) e (bn) duas segiiéncias convergentes, com li-
mites a e b respectivamente. Entdo, (an + bn), (anbn) e (kay), onde k uma
constante qualquer, sdo seqiiéncias convergentes, além do que,

im(an + by) =lima, + limb, = a + b;

b) lim(ka,) = k(lima,) = ka; em particular, k = —1 nos dd o, — a =
—an — —0;

Nim(anby) = (lim ag)(lim by,) = ab; .

d) se, além das hipdteses acima, b # 0, enldo existe o limite de a,,/b,, tguaa’
a afb.

Demonstragdo. Demonstraremos os dois ultimos itens, deixando os dois
primeiros, que s3o mais faceis, para os exercicios.
Para demonstrar a terceira propriedade, utilizamos a desigualdade do

triangulo e o fato de que a seqiiéncia b, € limitada por W

tiva M, de sorte que podemos escrever:
p————

_|(an — a)bn +a(bp = b)| < |an — al|ba| + |a||by — b]
Mlan — a| + |a]|bn — b].

|anby — ab|

I

IA

Ora, tanto |a,—a| como |b, —b| podem ser feitos arbitrariamente pequenos, desde
que n seja suficientemente grande. Assim, dado qualquer £ > 0, podemos fazer
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n)N::-ianbn—-ab|<%+%=s,

como queriamos demonstrar.

53

|an — | menor do que ¢/2M a partir de um certo indice Nj e |bp, — b| < z/2]a] a
partir de um certo No; entdo, sendo N o maior desses indices, n > N satisfara
n > Ny en > No simultaneamente; logo,

Observe, nesse raciocinio, que se nos contentdssemos em fazer |a, — a| e

n >N = |a,b, —ab|l < (M + |a|)s = ke

1 1‘_|bn—b|
bp b [bab

T =3

bn b

b%/2
bj2/2

n>N=

e isso completa a demonstragio.

) ] om—— e—

|b, — b| menores do que &, em vez de |a, —a| < &/2M e |by, — b| < =/2|a|. O
resultado final seria

[sse procedimento é tio satisfatorio quanto o anterior, como ji tivemos opor-
tunidade de observar; se quiséssemos terminar com &, bastaria comecar com o
numero /k em vez de €.

Para a demonstragao da quarta propriedade, observamos que o quociente
an/bn, pode ser interpretado como o produto an(1/by), de forma que, em vista
da propriedade ji demonstrada, basta provar que 1/b, — 1/b. Temos:

Como b # 0, a partir de um certo Ny, |bn| > [b]/2; e, dado £ > 0, a partir de
um certo Na, |b, — b| pode ser feito menor do que |b|%/2, de sorte que, sendo
N = max{Ny, N}, teremos:

Em vista deste dltimo teorema, fica facil lidar com certos limites; como

vemos pelo exemplo seguinte:

3n’+4n g 3E 4/ _ lim(3 +4/n)
5n2 -7 5—7/n2 " lim(5 — 7/n2)
lim3 +lim(4/n) 3

lim5 — Lim(7/n2) ~ 5’

—
=

Terminamos esta se¢do com dois exemplos importantes de limites.

3

©2.9. Exemplo. Dado um nimero a > 0, {fa — 1. Isso é evidente se
a = 1, quando a seqiiéncia é constantemente igual a 1. Suponhamos o > 1,
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logo, ¥a = 1+ hy,, onde h, é um nimero positivo conveniente. Utilizando a
desigualdade de Bernoulli, teremos: — —;{\\
ﬂ+ hy)" > 14 nhn > nhy. '_ h h Y,
.~, z @

Assim, h, = [f—@ < a/n e isso sera menor do que qualquer e > Enimclo de
antemao, desde que n > a/e.

No caso 0 < a < 1, temos que 1/a > 1, donde 1/{/a — 1. Ento, pelo item
d) do Teorema 2.8, concluimos que ¥a — 1.

2.10. Exemplo. {n — 1. Ainda aqui temos que {n = 1+ h,, onde
hn, novamente é um mimero positivo conveniente. Mas agora a desigualdade de
Bernoulli é insuficiente para nossos propésitos, pois, com ela,

= (14 hn)" > 14+ nh, > nhy,, donde h, <1,

e essa desigualdade nio basta para provar que h, tende a zero.
Apelamos para a férmula do binémio, que permite escrever, ji que hy, > 0:

-1 -1
=(1+hn)"=1+nhn+E~[P—2-)-hi+...+h2> %hg,

donde h2 < 2/(n —1). Agora sim, dado €> 0, 2;"(7;, — 1) serd menor do que:%
desde que n seja maior do que 2/e% 4+ 1 = V. Consegiientemente,

ﬂ)N:;‘-]{‘/H—l[_:h,:;<€,
provando o resultado desejado.

Exercicios
1. Escreva os cinco primeiros termos de cada uma das seguintes seqiiéncias:

d) (_1}11

2) an=——; b) an=3+2(-1)" ) an= "=y

n+1

n .
n?41’

2. Em cada um dos casos seguintes, sio dados os primeiros termos de uma seqiiéncia. Supondo
que persista a tendéncia observada em cada caso, escreva a forma geral de cada uma das
seqiiéncias.

a) 1/2, 2/3, 3/4, 4/5,...: :b) 1, —1/2, 1/3, —1/4...;
Q) 1, 1/4,1/8, 1/16,...; d) 1, —1/2, 1/6, —1/24, 1/120,....

3. Use a Definigio 2.1 para provar que

. n 271 ] . Bnvm
a) I:mn2+1—-0, b) llm T+ 7 =2 ¢ hmn\/ﬁ+5_3'
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4. Descubra o limite de cada uma das seqiiéncias seguintes e, em seguida, demonstre que o
suposto limite satisfaz a Definigio 2.1.

. p] 3 _
o g i BN, o o MRV, i, W]
nz4+1 dn—1 2nd —n

5. (Unicidade do limite) Prove que uma seqiiéncia sé pode convergir para um tnico limite.
3 6. Prove que se a, tem limite L, entdo |an| tem limite |[L|. Dé exemplo de uma seqiiéncia

(an) tal que |an| converge, mas nao an.

7. Sejam (an) e (bn) duas seqiiéncias tais que |an — | < Clbn|, onde a é um certo mimero
real e C' uma constante positiva. Usando a definigio de limite, mostre que se b, — 0 entio

_an—a.
:@Prove que se (an) é uma seqiiéncia que converge para zero e (bn) uma seqiiéncia limitada,
nio necessariamente convergente, entdo (anb,) converge para zero. -
‘@vae que a seqiiéncia a, = v + h — y/n tende a zero.
# 10. Faga o mesmo para a seqiiéncia an = a".onde0<a<l.
11. Si:}:mndo que an > 0 para todo n e a, — 0, prove que /an — 0.
12. Supondo que a, — z > 0, prove que a, > 0 a partir de um certo V.

13. Prove os itens a) e b) do Teorema 2.8. Generalize a propriedade da soma, provando que o
limite de uma soma qualquer de seqiiéncias convergentes é a soma dos limites. Generalize
também a propriedade do produto para o caso de virios fatores.

14. Prove que se (a,) é uma segiiéncia convergente, com a, < b, entdo lima, < b. Mostre
com contra-exemplo que, mesmo que seja a, < b, nio é verdade, em geral, que lima, < b.
Enuncie e demonstre propriedade andloga no caso an > b.

15. Sejam (an) e (b,) seqiitneias convergentes, com a, < b.. Prove que lima, < limb,.
Mostre por meio de contra-exemplo que também aqui pode ocorrer a igualdade dos limites
mesmo que seja an < bn. [Observe que o exercicio anterior é um caso particular deste, com
seqiiéncia (bn) = (b, &, ...).]

(Critério de confronto ou Teorema da seqiiéncia intercalada.) Sejam (an), (ba)
(cn) trés seqiiéncias tais que an < by < cn, (an) € (cn) convergindo para o mesmo limite
L. Demonstre que (b,) também converge para L.

17. Prove que Y/ ¥/n — 1.

18. A negagio da Definigiio 2.1 é “a, nao converge para L"”. Mas como escrever essa negaticao
em termos de £ e N7 ‘
Sugestoes e solugoes
2.a) nf(n+1), n>1; b) (-1)""Yn.n>1, ou (-1)"/(n+1),n>0;
¢) 1%, n>1; - d) - (-1)"/nl, n>1

n 1 14 14
%8 bl =gy B) e -A= < o

0 e g R e 1

15 15

n—3 = ——« 1
3 le i nyn+5  ayn

dn—-1~ 4dn-n N
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5. Suponha existirem dois limites distintos, L e L' e tome £ < |L — L'|/2. Entéo, |la, — L| < ¢
a partir de um certo Ni e |a, — L'| < £ a partir de um certo N2. Seja N = max{N, N2},
de forma que n > N acarreta simultaneamente n > Ny e n > N». Assim, n > N acarreta
|IL=L'| = (L —an) + (an — L)| < |an — L] + |an — L'| < 2= < |L — L’|, 0 que é absurdo.

9. Multiplique numerador e denominador pela soma das raizes que aparecem na definicio da
seqiiéncia.
10. Comob=1f/a > 1, b=1+¢, com ¢ > 0. Entdo,
1

b = —]':=(1+c)“ >1+nec>ne logo, a" < —.
a ne

Outro modo, utilizando o logaritmo, baseia-se no seguinte:

loge

loga’

a" <e e nloga < loge & n >

Nessa iiltima passagem, ao dividir a desigualdade por loga, levamos em conta que esse
niimero é negativo, daf a mudanga de sinal da desigualdade.

11. Deseja-se provar que /@, < ¢ a partir de um certo N. Observe que isto equivale a a, < .
12. Use o Teorema 2.6.

13. |[(@n + ba) — (2 4 b)| < |an — a| + |bn — b].

17. Use o critério de confronto, notando que 1 < ﬁ < /.

18. “Existe um £ > 0 tal que, qualquer que seja o nimero natural NV, existe um indice n > N
tal que |an — L| > ¢”. Isto é o mesmo que: “Existe um ¢ > 0 tal que, qualquer que seja o
ntimero natural IV, existe uma infinidade de indices n > N tais que |an — L| > £".

Seqiiéncias monétonas

H4 pouco vimos que toda seqiiéncia convergente é limitada. Mas nem toda
seqiiéncia limitada é convergente, como podemos ver através de exemplos sim-
ples como os seguintes:

1) an = (—1)™ assume alternadamente os valores +1 e —1, portanto, ndo
converge para nenhum desses valores;

2) ap = (—1)*(1+1/n) é um exemplo parecido com o anterior, mas agora a
seqiiéncia assume uma infinidade de valores, formando um conjunto de pontos
que se acumulam em torno de —1 e +1. Mas a seqiiéncia nio converge para
nenhum desses valores. Se ela fosse simplesmente 1 4 1/n, entdo convergiria
para o nimero 1. . mE

Veremos, entretanto, que hd uma classe importante de seqiiéncias limitadas
— as chamadas seqiiéncias “mondtonas” — que sio convergentes.

2.11. Definigdes. Diz-se que uma segiéncia (a,) € crescente se a; <
as < ... < ap < ... e decrescente se a; > az > ... > an > ... Diz-se que
a segiiéncia € ndo decrescente se a1 € a3 < ...an < ... e nio crescente se
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ay > ay > ... > a, > ... Diz-se que a seqiiéncia é mondtona se ela satisfaz
qualquer uma dessas condigdes.

As seqiiéncias mondtonas limitadas sio convergentes, como veremos logo a
seguir. Esse é o primeiro resultado que vamos estabelecer, em cuja demons-
tragio utilizamos a propriedade do supremo. Alids, foi a necessidade de fazer
tal demonstragao para “func¢oes mondtonas”™ (Veja o Teorema 4.14, p. 114) a
principal motivagao que teve Dedekind em sua construgao dos niimeros reais.

2.12. Teorema. Toda seqiiéncia mondtona e limitada € convergente.

Demonstragdo. Consideremos, para fixar as idéias, uma seqiiéncia nao de-
crescente (an) (portanto, limitada inferiormente pelo elemento a;). A hipétese
de ser limitada significa que ela é limitada superiormente; logo, seu conjunto de
valores possui supremo S. Vamos provar que esse niimero S ¢ o limite de ap.

Dado £ > 0, existe um elemento da seqiiéncia, com um certo indice N, tal
que § —e& < ay £ 5. Ora, como a eqiliéncia é nao decrescente, ay < a, para
todo n > N, de sorte que

n>N=>8—-c<an<S+e¢,

que é o que desejdvamos demonstrar.
A demonstragio do teorema no caso de uma seqiiéncia nao crescente é
andloga e fica para os exercicios.

O numero ¢

O niimero e, base dos logaritmos naturais, aparentemente surgiu na Matematica
pela consideragio de um problema de juros compostos instantaneamente (veja
nosso livro de Cadlculo 1). Nesse contexto ele é delinido mediante o limite

1 m
e:lim(l-{-—) ;
n

Trata-se, evidentemente, de uma forma indeterminada do tipo 1°°, pois enquanto
o expoente tende a infinito, a base 1+ 1/n tende decrescentemente a 1.

Vamos provar que a seqiiéncia que define e € crescente e limitada, portanto,
tem limite. Pela f6rmula do binémio de Newton,

1 mn
an = (l+;)

= (n—1)...n—-(n-1 1
SRS S | SN PP L L |
n 2! n nl nnt

+ -:—1(1.- %)El—%)...(ln—“;;l). (2.7)
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Uma expressao para ap4+1, como esta iltima, conterd um termo a mais’i;cl
final, além dos que af aparecem, com n + 1 em lugar de n, exceto em n! Mesmo
sem levar em conta o termo a mais, pode-se ver que cada um dos termos de (2.7)
€ inferior a cada um dos correspondentes com n + 1 em lugar de n. Isso prova
que a, < ap4+, isto €, a seqiiéneia (a,) é crescente. Para provarmos que ela é
limitada, basta observar que cada parenteseb que aparece em (2.7) é menor do
~ que 1, de sorte que

1 1
an-<2+|+ ey <2—h (2.8)

21!

Sendo crescente e lumta.da, (an) tem limite, que é o nimero e. Fica claro

também que esse nimero estd compreendido entre 2 e 3. : +
Da expressao (2.7) para am decorre que, sendo m > n, MO

. 2\ : 5 _1
am32+ (1= =)+ (1o D) (1= 2) L (1220,
2' m . nh m o =
B =N N T O . R

Mantendo fixo o mimero n, fazemos/m — oo, 0 que nos dd: e > 24+ 1/21 4, +
1/n!. Daqui e de (2.8) obtemos, finalmente, com n — oo,

2 —
' 2 e=lim(2+£+...+i). . (2.9)
1 n! J

n

"

. Ly .
Mostremos também que lim (1 - —) = e. Para isso, notamos que, sendo

m=n-—1,

1 n-1_ 1 1 1 _ 1 .
n n  naftn—=1)" (m+4+1)/m 1+1/m’

(2= (2 (o 2) e

Em vista disso podemos escrever:

1 n
e = nll-’iloo(l —l—;) :

Subseqiiéncias

Quando eliminamos um ou virios termos de uma dada seqiiéncia, obtemos o que
se chama uma “subseqiiéncia” da primeira. Assim, a seqiiéncia dos niimeros
pares positivos é uma subseqiiéncia da seqiiéncia dos niimeros naturais. O

c) 5.0
O

N
U
23

- ¢
."f X 4_ & ,"I - [.'
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mesmo € verdade da seqiléncia dos niimeros fmpares positivos; da seqiiéncia
dos nimeros primos; ou da seqiiéncia 1, 3, 20, 37, 42, 47,..., isto é,

a1 =1, apg =13, a3 =20, ap, = 5n + 17 para n > 4.
Uma definigao precisa desse conceito é dada a seguir.

2.13. Definigao. Uma subseqiéncia de uma dada seqiéncia (an) € uma res-
tricdo dessa seqiiéncia a um subconjunto infinito N’ do conjunto N dos nimeros
naturais. Dito de outra maneira, uma subseqiéncia de (a,) € uma seqiéncia do
tipo (b;) = (an,) oride [a;} é umn seqibnein erescente de infeiros positivos; dste

g, nyp<ng<.
Como conseqiiéncia dessa definicao, 1 < nj, 2 < ng,..., e, em geralgp:‘ij

Mas, como j < nj para algum j (a ndo ser que a subseqiiéncia seja a pro
seqiiéncia dada), esta desigualdade permanecerd vilida para todos os indices
subseqilentes ao primeiro indice para o qual ela ocorrer. -
A seqiiéncia (a,) = (—=1)"(L + 1/n) tem subseqiiéncias (az,), (ain),
(agn) etc., todas convergindo para 1; e subseqiiéncias (azn-1), (24n-1), (a6n-1)
ete. toda.s convergmdo para —1. Mas tem também subseqiiéncias dwergentes,
como (an2) = (a1, as, ag, ass,...) = (-2, 5/4, —10/9, 17/16,).

= 2.14. Teorema. Se uma seqiiéncia (an) converge para um limite L, entdo

>

toda sua subseqiiéncia (an,) também converge para L.

Demonstragao. De a, — L segue-se que, dado qualquer ¢ > 0 existe NV tal
que n > N = |a, — L| < e. Como vimos acima, nj > j, de forma que j > N =

(nj>N = lan; = L| < €), 0 que completa a demonstragao.

-
Limites infinitos

Certas seqiiéncias, embora nido convergentes, apresentam regularidade de com-
portamento, o termo geral tornando-se ou arbitrariamente grande ou arbitraria-
mente pequeno com o crescer do indice. Diz-se entdo que a seqiiéncia diverge
para 4+oo ou para —oc respectivamente. Damos a seguir as definiges precisas
desses conceitos.

2.15. Definigdes. Diz-se que a seqiiéncia (a,) diverge (ou tende) para +oco0
e escreve-se lim anp = +00 ou liman, = co se, dado qualquer nimero positiv 0 h

emste N tal quen > N = an > k.| | Analogamente, (a,) diverge (ou tende) para

s s¢, dado qualquer nimero negatwo k, existe N tal quen > N = a, < .k
neste caso, escreve-se lima, = —co.

Por exemplo, é ficil verificar, 4 luz dessas defini¢oes, que as seqiiéncias a, =
n,an, = n?+ 1 e a, = /n tendem, todas elas, a +oo, enquanto que a, =
—n, an =3 —n?ea, =6 — /n tendem a —co.

-
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