Capitulo 6

Funcoes, limite e continuidade

O leitor vem se familiarizando com a idéia de funcdo desde o ?nsino médio. Tei?do
em conta a importancia desse conceito no Célculo e na AnéNhse,' va,nfzos retorr?a—lo
neste capitulo, comecando com alguns aspectos de sua evolugdo histdrica aj partir do
século XVIl. Embora a idéia de funcdo possa ser identiﬁcada'em obras dgsecuNIo X1V,
foi s6 a partir do século XVII que ela teve grande desen\{olwmento e ut1||za<;ao; !sso
porque, nessa época surgiu a Geometria Analitica, e.muvtos problemas matv.elﬂa‘tzcos
puderam ser convenientemente formulados e resolvidos em termos de varidveis ou
incégnitas que podiam ser representadas em eixos de coordenadas.

f

6.1 Conceitos basicos

Uma das questoes que ocupou a atencao dos mateméti(.:os do século XVII foi o
problema de tracar a reta tangente a uma dada curva (Fig. 6.1) .ANe‘sse problema
intervém varias grandezas, como a ordenada do ponto de tangéncia 7', os com-
primentos da tangente OT', da subtangente OA, da normal T'N e da subnorn}al
AN. E as investigacoes que sobre isso se faziam giravam em torno de e?quagoes
envolvendo essas vérias grandezas, as quais eram encaradas~como diferentes
varidveis ligadas & curva, em vez de serem vistas como fungoes se‘:;/)arfadas de
uma unica varidvel independente. Mas, aos poucos, uma dessas variaveis —ino
caso, a abscissa de T — foi assumindo o papel do que hoje chamamos a varidvel
; nte.

ani)eggleavra “funcao”foi introduzida por Leiblliz em 1673, justamente gl)acli‘a
designar qualquer das vérias varidveis geométricas assgmadas com uma ‘a a
curva. S6 aos poucos é que o conceito foi-se tornando mdepen.dlente de curvas
particulares e passando a significar a dependéncia de uma varlav.el em term?s
de outras. Mas, mesmo assim, por todo o século XVIII, o conceito de fungac?
permaneceu quase sé restrito & idéia de uma variavel (dependente) expressa por
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alguma férmula em termos de outra ou outras varisveis (independentes).
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Figura 6.1

Ao lado da defini¢do de funcao surgia o conceito de continuidade. Euler en-
tendia por continua a funcéo que fosse dada por uma tnica expressao analftica,
e por descontinua quando fosse dada por expressoes diferentes em diferentes
partes de seu dominio de definicdo. Mas isso resultava em interpretacdes con-
traditérias. Por exemplo, por um lado, a expressdo

2 [ 2z
=— ———dt
- /0 x? + 12
estaria definindo y como funcio continua de z por ser dada por uma unica

expressao analitica. Acontece que essa integral pode ser facilmente calculada
com a substituigdo ¢ = zs, resultando em (faga o grafico)

y=z sex>0 e y=-x sex <0

Agora, de acordo com Euler, a funcio seria descontinua, por ser dada por difer-
entes expressoes analfticas em diferentes partes de seu dominio, uma clara con-
tradicdo com a interpretacdo anterior.

O exemplo de funcao que acabamos de dar, em termos do processo infinito de
integragao, mostra que as idéias de funcdo e continuidade entéo adotadas eram
inadequadas, coisa que se tornou ainda mais evidente com o tratamento de
fungGes por outro processo infinito, o das “séries trigonométricas”. Essas séries
Jja haviam sido utilizadas em meados do séeculo XVIII por Daniel Bernoulli no
estudo das vibragdes de uma corda esticada, mas quem mais se valeu dessas
séries foi o fisico-matemdtico Joseph Fourier em seus estudos sobre propagacao
do calor em sélidos. Com efeito, Fourier realizou muitas Investigagoes sobre esse
fendmeno, partindo de uma equagao a derivadas parciais, chamada “equacao
do calor”. O procedimento de Fourier, que ficou consagrado até os dias dé
hoje, consistia em obter solugGes particulares da equagao, com as quais se mon-
tava uma série infinita com coeficientes a determinar. Estes eram encontrados



pela imposicao de certas condi¢es & solucio do problema, dentre as quals as

! . ~ . . . . |
chamadas “condicées iniciais”. Isso resultava em certas fungdes serem conheci-
das pelo seu desenvolvimento nas tais séries trigonométricas. Eis um exemplo
simples de tal func¢éo:

flz) = Z (Lln)n—Jrlsennx.
n=1

Observe que os termos dessa série sao fun¢des regulares, bem comportadas. Isso
fazia supor aos matemdticos da época que a soma infinita também fosse uma
fungao bastante regular. O préprio Cauchy chegou a lidar com séries infinitas
como se fosse assim. Acontece que a soma da série em pauta pode ser obtida em
forma bem simples, e revela um fenémeno surpreendente: ela tem uma infinidade
de pontos de descontinuidade, agora pontos onde ocorrem rupturas do grafico
da fungdo. De fato, efetuada a soma (cujo procedimento nao serd considerado
aqui), obtemos

f@)=%se —m<a<m f(m)=flr)=0,

cujo grafico, ilustrado na Fig. 6.2, é um segmento retilineo que se repete pe-
riodicamente, com a aparéncia de uma serra, exibindo descontinuidades nos
pontos = nw. Como os termos da série inicial que define a funcéo sdo todos
eles fung¢des continuas e muito regulares, concluimos que foi o processo de soma
infinita que fez surgir as descontinuidades do grafico. '
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Figura 6.2

Exemplos de fungdes como esses dois que demos aqui deixam claro que os
conceitos de funcao e continuidade entdo em voga eram mesmo inadequados. A
defini¢ao mais geral de funcao que utilizamos hoje e que é dada logo a seguir,
evoluiu principalmente dos trabalhos de Fourier e Dirichlet no século XIX, e
sobre os quais falaremos mais em nota no final do capitulo.

6.1. Definicao. Uma funcdo f: D — Y € uma lei que associa elementos
de um conjunto D, chamado o dominio da fungdo, a elementos de um outro

conjunto Y, chamado o contradominio da fungao.

Em geral, o contradominio é um conjunto fixo, o mesmo para toda uma
classe de funcdes sob consideragdo, ndo acontecendo necessariamente que todo
elemento de Y provenha de algum elemento do dominio pela agao da fungao que
esteja sendo considerada. Ja com o dominio a situagao é diferente, pois cada
funcéo tem seu dominio préprio, e a fungdo age sobre todos 0s elementos de seu
dominio.

Em nosso estudo estaremos interessados tio somente em fungoes cujos domi-
nios sejam subconjuntos dos niimeros reais, principalmente intervalos dos vérios
tipos considerados logo no infcio do Capitulo 4. O contradominio sera sempre 0
mesmo, o conjunto dos nlimeros reais.

Terminologia e notagao

Costuma-se denotar com f(z) o elemento que uma fungao f associa a0 elemento

z. Escreve-se:
frzeDmy=f(z),

significando com isso que y é a imagem de z pela f. Outro modo consiste
em identificar a funcdo com seu grdfico, que é o conjunto f = {(z, f(z)) :
z € D}. E muito comum dizer “seja a funcao y = f(z)”, em cujo caso
estamos usando o préprio simbolo y = f(x) para denotar a funcao f, embora
com certa impropriedade, pois f(z) é o valor da fungao num valor particular
de D. Portanto, quando essa notagio é usada, deve-se entender que denota
qualquer valor no dominio D, por isso mesmo chama-se varidvel de dominio D,
a chamada varidvel independente, enquanto que y é a imagem de z pela fungdo
f, a chamada varidvel dependente.
O conjunto de todos os valores da funcao,

I ={y=f(z): z€ D},

é chamado a imagem de D pela f, e freqiientemente indicado por f (D). De um
modo geral, sendo A um subconjunto de D, define-se a imagem de A mediante
a expressao ‘
fA) ={f(z): =€ A},
Para caracterizar uma fun¢ao nao basta préscrever a lei de correspondéncia
f; é necessario também especificar seu dominio D). Freqiientemente as funcoes
sdo dadas por féormulas algébricas ou analiticas, como

fl) =241, f(z)= /w e Cdt, fla) = 7; 7%;
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Mas nem sempre é assim; teremos oportunidade de lidar com funcées dadas por
leis bem gerais, que nao se enquadram nessas categorias.

Muitas vezes o dominio de uma, fungéo nao é mencionado, ficando subenten-
dido tratar-se do maior conjunto para o qual a expressio que define a funcao
faz sentido. Assim, nos dois primeiros exemplos acima, o dominio é o conjunto
de todos os ntimeros reais, enquanto no 1ltimo é o semi-eixo > 1.

Uma, fungdo f com dominio D é dita, limitada & esquerda ou limitada infe-
riormente se existe um nimero A tal que A < f(z) para todo = € D; e limitada
a4 direita ou limitada, superiormente se existe um ntmero B tal que f(z) < B
para todo z € D. Uma fungio que é limitada & direita, e a esquerda ao mesmo
tempo ¢ dita, simplesmente, limitada; é claro que isso equivale a dizer que existe
um nimero M tal que |f(z)| < M para todo z € D.

Diz-se que uma funcio g é extensio de uma fungéo f, ou que f é restricao
de g, se o domfnio de J esta contido no dominio de g e as duas fungées coinci-
dem no domfnio de f. As operagoes sobre funcdes, como adigdo, multiplicacdo,
diviséo, etc., sio definidas de maneira 6bvia, em termos das mesmas operagcoes
sobre nimeros.  claro que as fungdes sobre as quais se fazem essas operacgoes
devem ter o mesmo dominio; e se nao for esse o caso, € necessario restringir
os dominios ao conjunto interse¢do dos dominios das fungGes envolvidas. Por
exemplo, embora a funcio f (z) = 2? esteja definida, para todo z real, o produto
9(x) = z*\/z é uma funcio com domfnio 2 0, 0 mesmo da funcao h(z) = \/z.

Varios tipos de funcao

Sejam f e g duas fungoes, com dominios D 7 € Dy, respectivamente. Suponhamos
que g(D,) C Dy; assim, qualquer que seja z € Dy, g(x) € Dy e podemos
considerar f(g(x)). A funcéo h : z — f(9(2)), com dominio Dy, é chamada
funcdo composta das fungbes f e g, fregiientemente indicada com o simbolo
“fog”. Por exemplo, h(z) = /z2 -1 é funcdo composta das funcdes flz) =z
e g(z) = 2z? — 1. Como o dominio de J é o semi-eixo x > 0, o dominio de h é o
conjunto dos nimeros z tais que lz] > 1.
Diz-se que uma funcgio f: D+ Y é injetiva ou invertivel se

z# 3= f(2) # f@).

Isso é 0 mesmo que afirmar: (@) = f(&') = = = 2/, e significa que cada
elemento y da imagem de J provém de um tnico elemento z no dominio de
i y = f(z). Isso nos permite definir a chamada fun¢ao inversa da funcao 7,
fregiientemente indicada com o simbolo 7Y queleva y € f(D) no elemento
z € D tal que f(z) = y. E facil ver entio que f~1(f(z)) = & para todo z D e
F(f7H(y)) = y para todo y € #(D).

Diz-se que uma fungdo f: D Y é s.oln."ejetz'va se f(~D)d:ﬁY-.d;J;fl tf;gz
¢Ao que é a0 mesmo tempo injetiva e sobrejetiva tem inve?lsa te? r;ls L om todo
o conjunto Y. Ela estabelece assim uma correspondéncia endlAe 5 someno
z € D e os elementos y = f(z) € Y, que é chanada correspon enczaD N un;
justamente por ser univoca nos dois sentidos: cada elemento em er :
e um s6 correspondente em Y pela f; e cada elefnento de YV (ge.en} ul? i (im CS;;
correspondente em D pela inversa f~1. Uma fungao nes;sas. cion' 1(;o/es é Z biiaéo
uma bijecdo ou funcdo bijetiva. B claro que toda funcao injetiva € uma bijeg
- I];isz(?:; Zlfe( fr)ria funcao f definida num intervalo (hrlnitado ounao) é clre%scegzﬁ
se ¢ < o' = f(@) < f(&'); decrescente se z < &’ = f(m/’) > f(q;>),f7(z ;
decrescente se © < =’ = f(z) < f(z') e ndo-crescente se x <z’ = f(z) = f(z').
FEm todos esses casos f é chamada funcdo monét/m?a. o .

Diz-se que f é uma funcdo par se seu dominio D é simetuch.o ernr; 1@ ’ Sge °
4 origem (isto é, z € D & —z € D) ef{()—x) = f(x); f ¢ fungdo imp

nio é ipo e f(—z) = —f(z). B
domgzgaeuﬁaﬁii?;ot}p: Dfr(—> Y) e B um subconjunto de Y, define-se f YB)

(mesmo que f néo seja invertivel) mediante
F1(B)={zeD: f(z) € B}.
Entdo, f'(Y)=D e f7}(B)=¢ se B Nf(D)=¢.

Exercicios

1. Considere a funcio f(z) = sen(1/z), definida para tﬂodo z # 0. Estude seu grsiizsz—,
notando particularmente o comportamento da funcio quando [z tornau—se1 ar
riamente grande ou préximo de zero. Determine os pontos onde f se anula.
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2. Faca o grafico das fungdes f(z) = zsen(l/z) e g(z) = z?sen(l/z), que estao
definidas para todo z # 0. o

3. Considere a seguinte fungdo, conhecida como fun¢do fle Dirichlet: f(z) =1sexé
racional e f(z) = 0 se = é irracional. Descreva a fungio g(z) = F(V/z).

4. Se f é a funcao de Dirichlet, descreva o conjunto {z: f(z) < z}. Descreva tambem
o conjunto {z: f(z) < z?}. | , t

5. Prove que toda funcdo crescente (decrescente) é invertivel e sua inversa ¢ crescente
(decrescente). ~ | N

6. Defina convenientemente o dominio de cada uma das fungdes seguintes, de forma
que elas sejam invertiveis, e calcule suas inversas:

b) flz)=-—attz+2 /

d) fla) =~V

o) f(z)=a" -2 —3;

¢) fl@)=V1-a%



10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.
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Faca o grifico da fungéo y = ————.
Vz? 41

Prove que ela é injetiva, provando que y = ¢ = z = «’. Calcule sua inversa.

Prove que sua imagem é o intervalo |y| < 1.

Prove que toda fungao com dominio simétrico em relagéo & origem decompde-se de
maneira tnica na soma de uma fungéo par com uma fungio fmpar.

Se f é uma fungao com dominio D e A e B sao subconjuntos de D, prove que
f(AUB) = f(A)U f(B) e f(ANB) C f(A)N f(B). D& um contra-exemplo para
mostrar que f(A N B) pode ser diferente de f(A) N f(B). Prove que a tltima
incluséo € a igualdade se f for injetiva. :

Prove, de um modo geral, que quaisquer que sejam a funcio f com dominio D
e (A; )fil uma seqiiéncia enumelavel de subconjuntos de D, valem.as seguintes

relacoes:
FIUZ1A) = U f(A); AN, As) € N2y f(Ad)
Prove ainda que esta tltima inclusdo é a igualdade se f for injetiva.
Prove que se f: D — Y é uma funcdo qualquer e B um subconjunto de Y, entdo
J7UY —B) = D - f(B).

Sejam f: D — Y uma fungio qualquer ¢ A e B subconjuntos de Y. Prove que

FFHAUB) = AU H(B);, fHANB) =M (A)n fY(B).

Generalize o resultado anterior, provando que

FTHURA) = U1 fHA) e fTH0RA) = N2y 71 (A,
onde f: D~ Y é uma fungéo qualquer e (4;)$2, é uma seqiiéncia enumeravel de
subconjuntos de Y.

Prove que se f: D+ Y é injetiva e A C D, entdao f~*(f(4)) = A. Mostre, por
contra-exemplo, que isso n&o é necessariamente verdade se f nao for injetiva.

Prove que se f: D +— Y é sobrejetiva e B C Y, entdo f(f~1(B)) = B. Mostre, por
contra-exemplo, que isso nao é necessariamente verdade se f nao for sobrejetiva.

Se f é uma funcio qualquer, seja |f| a funcdo mddulo, assim definida: |f|(z) =
| f(z)|. Dadas duas fungoes f e g, com o mesmo dominio, expresse

(max{f, g})(z) = max{f(z), g(z)} e (min{f, g})(z) = min{f(z),

em termos da funcao mdédulo.

glz)}.

Seja [ uma fun¢io com dominio D. Por sup, f, sup f(z), ou simplesmente sup f,

designa-se o supremo do conjunto f(D) = {f(z ): © € D}; e analogamente para

infp f, injg f(z), ou inf f. Sendo f e g fungdes limitadas num dominio D, prove
z€

que

sup(f+g) <supf+supg e inf(f+g)>inff+infg.

Dé exemplos mostrando que os sinais de desigualdade podem ser estritos ou nao.
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18.

Seja f uma fungdo limitada num dominio D. A oscilagdo de f em D, denotada
por w ou, mais precisamente, w(f, D), é definida por w = M —m, onde M = sup f
em =inf f. Prove que w =sup A, onde A = {f(z) — f(y): z€ D, y € D}.

Sugestoes e solucoes

1.

3.

11.

16.

17.

18.

- flz) = 3 + 5

- Com referéncia & inclusdo, se y € f(AN B), y = f(z), com = € AN B, logo

Essa funcao ¢ estudada detalhadamente em nosso livro de Calculo [1].

Nos pontos z da forma (p/q)?, com p e g primos entre si, g(z) = 1; nos demais
pontos, g{z) = 0.

f@)+ f(=2) | f@) -~ f(=2)

y € f(A)N f(B). Pode acontecer que um certo y esteja em f(A) N f(B) sem estar
em f(AN B). Para isso basta que y seja igual a f(a) e igual a f(b), coma € A
e b € B, sem que haja um c € AN B tal que y = f(c). Dé um exemplo concreto
dessa situagao.

Observe que z € f7H(Y — B) = f(z) € Y e f(z) ¢ B; e que isto implica z € D ¢
z ¢ f71(B). Observe também que essas implicacOes sdo reversiveis.

max{f, g} = Lw e expressao andloga para min{f, g}.
Observe que (f + g)(D) = {f(z) + g(z): = € D} C f(D)+ g(D) e aplique o °

resultado dos Exercicios 15 ¢ 18 da p. 65. Ou, entdo, observe que, qualquer que

sejax € D,
inf f+inf g <inf f4g(z) < f(z)

+g(z) e f(z)+g(z) <sup f+g(z) < sup f+supg.

E claro que sup A < w. Por outro lado, dado qualquer & > 0, existem = e y em D
tais que f(z) > M —¢/2 e f(y) < m+e/2, donde f(z)— Fy) > w—g; e isso prova
que w < sup A.



