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Algumas Nocoes Topoldgicas

A Topologia é um ramo da Matematica no qual sao estudadas, com
grande generalidade, as nogoes de limite, de continuidade ¢ as idéias
com eclas relacionadas. Neste capitulo, abordaremos alguns conceitos
topolégicos elementares referentes a subconjuntos de R, visando estabe-
lecer a base adequada para desenvolver os capitulos seguintes. Adota-
remos uma linguagem geométrica, dizendo “ponto” em vez de “nuInero
real”, “a reta” em vez de “o conjunto R”.

1 Conjuntos abertos

Diz-se que o ponto a é interior ao conjunto X C R quando existe um
ntmero & > 0 tal que o intervalo aberto (a —¢,a+¢) estd contido em X.
O conjunto dos pontos interiores a X chama-se o interior do cornjunto
X e representa-se pela notacao int X. Quando ¢ € it X dig-se que 0
conjunto X é uma vizinhanc¢a do ponto a. Um conjunto A C R charmma-
se aberto quando A = int A, isto é, quando todos os pontos de A sao0
interiores a A.

Exemplo 1. Todo ponto ¢ do intervalo aberto (a,b) € tm pmto interior
a (a,b). Os pontos a e b, extremos do intervalo fechado [, b] nao S&0
interiores a [a,b]. O interior do conjunto Q dos nimeros racionais é
vazio. Por outro lado, intfa,b] = (a,b). O intervalo f:chado [a, b] 180

é uma vizinhanca de a nem de b. Um intervalo aberts é un conjunto
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aberto. O conjunto vazio é aberto. Todo intervalo aberto (limitado ou
néo) é um conjunto aberto.

O limite de uma seqiiéncia pode ser reformulado em termos de con-
juntos abertos: tem-se a = limz,, se, e somente se, para todo aberto A
contendo a existe ng € N tal que n > ng = z,, € A.

Teorema 1.

a) Se Ay e Ay sdo conjuntos abertos entdo a wntersecdo A1 N Ay é um
conjunto aberto.

b) Se (A)),ep € uma familia qualquer de conjuntos abertos, a reunido
A= yer 4Ar € um conjunto aberto.

Demonstragao: a) Sez € AjNAsentdoz € Aj ex € Ag. Como Ay
e Ay sfo abertos, existem €1 > 0 e €9 > 0 tais que (z—en,z+e)C Ay
e (T —e9,x+e9) C Ay. Seja € o menor dos dois nimeros €1, €2. Entao
(x—ex4+e)Chie(z—¢ez+e) C Ay logo (x—e,z+e) C A NA,.
Assim todo ponto z € A1 N Ay é um ponto interior, ou seja, o conjunto
A1 N Ag é aberto.

b) Se z € A entdo existe A € L tal que z € Ay . Como Ay é aberto,
existe € > 0 tal que (z — e,z +¢) C Ay C 4, logo todo ponto z € A &
interior, isto é, A é aberto. O

Exemplo 2. Resulta imediatamente de a) no Teorema 1 que a in-
tersegao A1 M-+ N A, de um nimero finito de conjuntos abertos é um
conjunto aberto. Mas, embora por b) a reunifio de uma infinidade de
conjuntos abertos seja ainda aberta, a intersecdo de um nidmero infi-
nito de abertos pode néo ser aberta. Por exemplo, se A = (—1,1),
Ay = (-1/2,1/2),...,An = (~1/n,1/n),... entdo A1 NAsN---NA,N
- = {0}. Com efeito, se z # 0 entdo existe n € N tal que lz| > 1/n
logo © ¢ A, , donde z ¢ A.

2 Conjuntos fechados

. Diz-se que um ponto a é aderente ao conjunto X C R quando a é limite
de alguma seqiiéncia de pontos z, € X. Evidentemente, todo ponto
a € X ¢é aderente a X: basta tomar z,, = a para todo n € N.

Chama-se fecho de um conjunto X ao conjunto X formado por todos
0s pontos aderentesa X. Tem-se X C X. Se X C Y entdo X ¢ V. Um
conjunto X diz-se fechado quando X = X, isto é, quando todo ponto
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aderente a X pertence a X. Seja X C Y. Diz-se que X é denso em YV
quando Y C X, isto é, quando todo b € Y é aderente a X. Por exemplo,
@ é denso em R.

‘Teorema 2. Um ponto a € aderente ao conjunto X se, e somente se,
toda vizinhanga de a contém algum ponto de X.

Demonstragao: Seja a aderente a X. Entdo a = limz,, , onde z, € X
para todo n € N. Dada uma vizinhanca qualquer V 3 a temos z, ¢
V' para todo n suficientemente grande (pela defini¢do de limite), logo
VN X # @. Reciprocamente, se toda vizinhanca de a contém pontos de
X podemos escolher, em cada intervalo (a — 1/n,a+1/n), n € N, um
ponto z, € X. Entdo |z, —a|] < 1/n, logo limz, = a e a é aderente
aX. [

Pelo teorema acima, a fim de que um ponto a nfo pertenca a X
¢ necessario e suficiente que exista uma vizinhanca V > a tal que
VNnX =0.

Coroldrio. O fecho de qualquer conjunto é um conjunto fechado. (Ou
seja, X = X para todo X C R.)

Com efeito, se a é aderente a X entdo todo conjunto aberto A con-
tendo a contém algum ponto b € X. A é uma vizinhanca de . Como b é

aderente a X, segue-se que A contém algum ponto de X. Logo qualquer
ponto a, aderente a X, é também aderente a X, isto é, a € X. ]

Teorema 3. Um conjunto F C R € fechado se, e somente se, seu
complementar A =R — I é aberto.

Demonstragao: Sejam F fechado e a € A4, isto é, a ¢ F'. Pelo Teorema,
2, existe alguma vizinhanga V' 3 a que ndo contém pontos de F, isto é,
V C A. Assim, todo ponto a € A é interior a A, ou seja, A é aberto.
Reciprocamente, se o conjunto A é aberto e o ponto a é aderente a
F =R~ A entdo toda vizinhanca de a contém pontos de F. logo a nao
é interior a A. Sendo A aberto, temos a ¢ A, ou seja, a € F. Assim,
todo ponto a aderente a F' pertence a F, logo I é fechado. o

Teorema 4.

a) Se Fi e Fy sdo fechados entio Fy U Fy é fechado.

b) Se (Fa)rer € uma famdlia qualquer de conjuntos fechados entdo a
intersecdo ' = (N, F\ é wm conjunto fechado.
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Demonstracao: a) Os conjuntos A7 = R—F1 e Ay = R— I3 S840
abertos, pelo Teorema 3. Logo, pelo Teorema 1, AjNAs =R— (FyUFy)
é aberto. Novamente pelo Teorema 3, Fy U Fy é fechado.

b) Para cada A € L, Ay = R — F) é aberto. Segue-se que A = [Jyep, Ar
é aberto. Mas A = R — F. Logo [I' é fechado. ]

Exemplo 3. Seja X C R limitado, ndo-vazio. Entao a = inf X e
b = sup X sdo aderentes a X. Com efeito, para todo n € N, podemos
escolher z, € X coma < z, < a+1/n, logo a = limz, . Analogamente,
vé-se que b = limyn , ¥, € X. BEm particular, a e b séo aderentes a (a,b).

Exemplo 4. O fecho dos intervalos (a,b), [a,b) e (a,b] é o intervalo
[a,b]. Q é denso em R e, para todo intervalo I,Q NI é denso em I.
Uma reunido infinita de conjuntos fechados pode nao ser um conjunto
fechado; ¢om efeito, todo conjunto (fechado ou néo) é reuniao dos seus
pontos, que sao conjuntos fechados.

Uma cisdo de um conjunto X C R é uma decomposicdo X = AU B
tal que ANB =@ e AN B = &, isto é, nenhum ponto de A ¢é aderente
a B e nenhum ponto de B é aderente a A. (Em particular, A e B séo
disjuntos.) A decomposicio X = X U@ chama-se a cisdo trivial.

Exemplo 5. Se X = R—{0}, entdo X = Ry UR_ € uma cisao. Dadoum
nimero irracional a, sejam A = {z € Qz < a} e B={z € Q;z > a}.
A decomposicio Q = AU B é uma cisdo do conjunto Q dos racionais.
Por outro lado, se a < ¢ < b, entdo [a, b] = [a,c] U (c, b] ndo é uma cisao.

Teorema 5. Um intervalo da reta sé admite a cisdo trivial.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que o intervalo I admita a
cisdo nao trivial I = AUB. Tomemos a € A, b € B, digamos com a < b,
logo [a,b] C I. Seja c o ponto médio do intervalo [a, b]. Entdo c € A ou
c € B. Sece A, poremos a; = ¢, by = b. Se c € B, escreveremos aj = a,
b1 = c¢. Em qualquer caso, obteremos um intervalo la1,b1] C [a,b],
com by —a; = (b—a)/2 e a1 € A, by € B. Por sua vez, o ponto
médio de [ay,b1] o decompde em dois intervalos fechados justapostos de
comprimento (b — a)/4. Um desses intervalos, que chamaremos [ag, ba],
tem ay € A e by € B. Prosseguindo analogamente, obteremos uma
seqiiéncia de intervalos encaixados [a,b] D [a1,b1] D -+ D [an,bn] D -
com by, — an = (b—a)/2", an € A e by € B'para todo n € N. Pelo
Teorema 4, Capitulo 2, existe d € R tal que a, < d < by para todo
n € N. O ponto d € I = AUB néo pode estar em A pois d = limb, € B,
nem em B pois d = lima, € A. Contradigao. 4

Secao 3 Pontos de acumulacdo 53

Corolario. Os tnicos subconjuntos de R que sdo simultaneamente aber-
tos e fechados sdo @ e R.

Com efeito, se A C R é aberto e fechado, entdo R =AU (R — A) ¢
uma cisdo, logp A= eR—-—A=Rouentio A=ReR-A=0. O

3 Pontos de acumulacao

Diz-se que a € R é ponto de acumulagdo do conjunto X C R quando
toda vizinhanca V de a contém algum ponto de X diferente do préprio
a. (Isto é, VN (X —{a}) # @.) BEquivalentemente: para todo & > 0
tem-se (a — &,a +¢) N (X — {a}) # @. Indica-se com X' o conjunto
dos pontos de acumulacio de X. Portanto, a € X' & a € X — {a}. Se
a € X ndo é ponto de acumulagéo de X, diz-se que a é um ponto isolado
de X. Isto significa que existe ¢ > 0 tal que a é o tinico ponto de X
no intervalo (a — €,a -+ €). Quando todos os pontos do conjunto X séo
isolados, X chama-se um conjunto discreto.

Teorema 6. Dados X C R e a € R, as seguintes afirmacoes sao
equivalentes:

(1) a € um ponto de acumulagio de X;
(2) a € limite de uma seqiiéncia de pontos zn, € X — {a};

(3) Todo intervalo aberto de centro a contém uma infinidade de pontos
de X.

Demonstragao: Supondo (1), para todo n € N podemos achar um
ponto =, € X, &, # a, na vizinhanga (a—1/n,a+1/n). Logo limz, = a,
o que prova (2). Por outro lado, supondo (2), entéo, para qualjuer ng €
N, o conjunto {z,;n > no} é infinito porque do contrario exstiria um
termo z,, que se repetiria infinitas vezes e isto forneceria uma seqiiéncia
constante com limite z,, # a. Pela definigdo de limite, vé-se portanto
que (2) = (3). Finalmente, a implicagdo (3) = (1) é ébvia. ]

Exemplo 6. Se X é finito entdo X' = & (conjunto finito ndo tzm ponto
de acumulagio). Z ¢é infinito mas todos os pontos de Z sao isolados.
Q' =R. Se X = (a,b) entdo X' = [a,b]. Se X = {1,1/2,....1/n,...}
entdo X' = {0}, isto é, 0 é o tnico ponto de acumulagdo de X. Note
que todos os pontos deste conjunto X sdo isolados (X ¢é discreto).

Segue-se uma versao do Teorema de Bolzano-Weierstrass e termos
de ponto de acumulagao.
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Teorema 7. Todo conjunto infinito limitado de nimeros reais admite
pelo menos wm ponto de acumulacdo.

Demonstracao: Seja X C R infinito limitado. X possui um sub-
copjunto enumerdvel {z1,x,...,%n,... }. Fixando esta enumeracio,
temos uma seqiiéncia (x,) de termos dois a dois distintos, pertencen-
tes a X, portanto uma sequéncia limitada, a qual, pelo Teorema de
Bolzano-Weierstrass, possui uma subseqiiéncia convergente. Despre-
zando 0s termos que estao fora dessa subseqiiéncia e mudando a notacao,
podemos admitir que (z,) converge. Seja a = limx,. Como os ter-
mos T 820 todos distintos, no maximo um deles pode ser igual a a.
Descartando-o, caso exista, teremos a como limite de uma, seqiiéncia de
pontos z, € X — {a}, logo a € X'. O

4 Conjuntos compactos

Um conjunto X C R chama-se compacto quando é limitado e fechado.

Todo conjunto finito é compacto. Um intervalo do tipo [a,b] é um
conjunto compacto. Por outro lado, (a,b) é limitado mas nao é fechado,
logo néo é compacto. Também Z nédo é compacto pois é ilimitado, em-
bora seja fechado (seu complementar R — Z é a reunifo dos intervalos
abertos (n,n +1), n € Z, logo é um conjunto aberto).

Teorema 8. Um conjunto X C R é compacto se, e somente se, toda
sequéncia de pontos em X possui uma subsegiiéncia que converge para
um ponto de X.

Demonstracdo: Se X C R é compacto, toda seqiiéncia de pontos de
X ¢ limitada, logo (por Bolzano-Weierstrass) possui uma subseqiiéncia
convergente, cujo limite ¢ um ponto de X (pois X ¢ fechado). Reciproca-
mente, seja X' C R um conjunto tal que toda seqiiéncia de pontos z,, € X
possui wma subseqiiéncia que converge para um ponto de X. Entio X
¢ limitado porque, do contrédrio, para cada n € N poderfamos encontrar
Tn € X com |z, > m. A seqiiéncia (1), assim obtida, ndo possuiria
subseqiiéncia limitada, logo n&o teria subseqiiéncia convergente. Além
disso, X ¢ fechado pois do contrdrio existiria wm ponto a ¢ X com
a=limz,, onde cada z, € X. A seqgiiéncia (2,,) nao possuiria entéo
subseqiiéncia alguma convergindo para um ponto de X pois todas suas
subseqiiéncias teriam limite a. Logo X é compacto. U
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Observagao. Se X C R é compacto entao, pelo Exemplo 3, a = inf X e
b =sup X pertencem a X. Assim, todo conjunto compacto contém um
elemento minimo e um elemento méximo. Ou seja, X compacto = Iz,
z1 € X tais que 29 <z < z7 para todo 7 € X.

O teorema a seguir generaliza o principio dos intervalos encaixados.

Teorema 9. Dada wma seqiiéncia decrescente X DX D DX, D
de conjuntos compactos nédo-vazios, existe (pelo menos) um nimero real
que pertence a todo 0s X, .

Demonstragao: Definamos uma seqiiéncia (xn) escolhendo, para cada
n € Ny um ponto z,, € X,,. Esta seqiiéncia esté no compacto X , logo
possul uma subseqiiéncia (Znys Tog, - - ,Tny, ... ) convergindo para wm
ponto a € X;. Dado qualquer n € N, temos ZTn, € Xy sempre que
ng > n. Como X, é compacto, segue-se que a € X,,. Isto prova o
teorema. ]

Encerraremos nosso estudo dos conjuntos compactos da reta com a
demonstracdo do teorema de Borel-Lebesgue.

Chama-se cobertura de um conjunto X a uma familia C de conjuntos
Cy cuja reuniao contém X. A condigago X C (J,;, C\ significa que,
para cada z € X, deve existir (pelo menos) um A € L tal que z € C),.
Quando todos os conjuntos C' sao abertos, diz-se que C é uma cobertura
aberta. Quando L = {Aq,...,\,} é um conjunto finito, diz-se que X C
Oy U---UC), é uma cobertura finita. Se I' C L é tal que ainda se tem
X cC U/\,eL, Cy , diz-se que ' = <C/\’)/\’e[/ ¢ uma subcobertura de C.

Teorema 10. (Borel-Lebesgue.) Toda cobertura aberta de um con-
Junto compacto possui uma subcobertura finita.

Demonstragao: Tomemos inicialmente uma cobertura aberta [a,b] C
User 4 do intervalo compacto [a,b]. Suponhamos, por absurdo, que
C = (4,) rez hao admita subcobertura finita. O ponto médio do inter-
valo [a, b] 0 decompde em dois intervalos de comprimento (b—a)/2. Pelo
menos um destes intervalos, o qual chamaremos [a1,b1], ndo pode ser
coberto por um nimero finito de conjuntos Ay . Por bissectes sucessivas
obteremos uma seqiiéncia decrescente [a,b] D [a1,b1] D [ag,bs] D -+ D
[@n,bn] D -+ de intervalos tais que b, — a, — (b — a)/2" e nenhum
[@n, by] pode estar contido numa reunido finita dos abertos A. . Pelo
Teorema 4, Capitulo 2, existe um nimero real ¢ que pertence a todos os
intervalos [an, bn]. Em particular, ¢ € [a,b]. Pela definigao de cobertura,

§
i
§
|
;
;
|
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existe A € Ltal quec € Ay . Como A, é aberto, temos [c—¢, c+e] C Ay
para um certo € > 0. Tomando n € N tal que (b — a)/2" < £ temos
entdo ¢ € |an,bn] C [c —€,¢+ €], donde [an,bn] C Ay, logo [an,by]
pode ser coberto por apenas um dos conjuntos Ay . Contradi¢do. No
caso geral, temos uma cobertura aberta X C (J,; 4x do compacto X.
Tomamos um intervalo compacto [a, b] que contenha X e, acrescentando
aos Ay o novo aberto Ay, = R — X, obtemos uma cobertura aberta de
[a,b], da qual extraimos, pela parte j& provada, uma subcobertura finita
[a,b] C AygUA) U---UA,, . Como nenhum ponto de X pode pertencer
a Ay, , temos X C Ay, U---UA,, e isto completa a demonstragao. [

Exemplo 7. Os intervalos 4, = (1/n,2), n € N, constituem uma cober-
tura aberta do conjunto X = (0,1] pois (0,1] C [J,en An . Entretanto,
esta cobertura nao possui subcobertura finita pois, como A; C Ay C
A3 C -+ C A, C -+, toda reunido finita de conjuntos 4, é igual aquele
de maior indice, logo nao contém (0, 1].

O Teorema de Borel-Lebesgue, cuja importéncia é inestimdvel, serd
utilizado neste livio uma sé vez, no Capitulo 10, secao 4. (V. Teo-
rema 7 daquele capitulo.) Pode-se provar, reciprocamente, que se toda
cobertura aberta de um conjunto X C R possui uma subcobertura fi-
nita entdo X é limitado e fechado. (Cfr. “Curso de Anélise”, vol. 1,

pag. 182.)

5 O conjunto de Cantor

O conjunto de Cantor, que descreveremos agora, tem as seguintes pro-

priedades:

1) E compacto.

2) Tem interior vazio (ndo contém intervalos).

3) Nao contém pontos isolados (todos seus pontos sdo pontos de acu-
mulagéo). “

4) B nao-enumeravel.

O conjunto de Cantor K é um subconjunto fechado do intervalo
[0, 1], obtido como complementar de uma reunizo de intervalos abeftos,
do seguinte modo. Retira-se do intervalo [0, 1] seu terco médio aberto
(1/3,2/3). Depois retira-se o terco médio aberto de cada um dos in-
tervalos restantes [0,1/3] e [2/3,1]. Sobra entdo [0,1/9] U [2/9,1/3] U
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[2/3,7/9] U [8/9,1]. Em seguida, retira-se o tergo médio aberto de cada
um.desses quatro intervalos. Repete-se o processo indefinidamente. O
conjunto K dos pontos nao retirados é o conjunto de Cantor.

- - —_—
0 1/3 2/3 1
’_ﬁ"‘l }.——-—1«

—
0 /9 2/9 1/3 2/3 79 8/9 1
— e e —

Figura 1: Construindo o conjunto de Cantar,

Se indicarmos com Iy, Iy, ..., I,,... os intervalos abertos omitidos,

veremos que I = R—| J7°, I, é um conjunto fechado bgo K = [0,1]NF
é limitado e fechado, ou seja, o conjunto de Cantor é compacto.
N Para mostrar que K tem interior vazio, observamos que depois da n-
eésima etapa de sua construgdo restam apenas intervalos de com primento
1/3". Portanto, dado qualquer intervalo J ¢ [0,1] de comprimento
¢ > 0, se tomarmos n tal que 1/3" < ¢, o intervalo J estars mutilado
fiepois da n-ésima etapa da formacdo de K. Assim g nio contém
intervalos.

Os pontos extremos dos intervalos omitidos nas diersas etapas da
construgao do conjunto de Cantor, tais como 1/3, 2/,1/9, 2/9, 7/9,
S /9, fatc, pertencem a K, pois em cada etapa sao retirads apenas pontos
interiores aos intervalos que restaram na, etapa anterior fles constituem
um conjunto enumeravel £, sem pontos isolados. Com %ito. sejac € K
extremidade de algum intervalo, digamos (¢,b), omitii de, [0,1] para
formar K. Quando (c,b) foi retirado, restou um cert: intervalo [a,¢].
Nas. etapas seguintes da construgio de K, restardo selipe tercos finais
de intervalo, do tipo [ay,, ], com a,, € E. O comprimerﬁto c — i tende
a zero, 1ogo a,, — c e assim ¢ nao é ponto isolado de E
N [%u%oréham(;s agora que ¢ € K ndo seja extremo de iigvalo retirado

) urante UCA 8 a
fato tais pontos eiizzéﬁlliﬁiz \C/i:re}rfl‘o (i%e agor'a, e coras 'Se .
s , s logo-mais quedes cormstituem
a maioria dos pontos de K.) Provemos que ¢ nao ¢plado em K.
Com efeito, para cada n ¢ N, ¢ pertence ao interior & ym i mbervalo
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[T, yn] que restou depois da n-ésima etapa da construcdo de K. Temos
Ty < €< Yn COM Tp,Yn € K e yp—xn = 1/3™ Logo ¢ = limz, = limy,
é ponto de acumulagao de K.

Fica entdo constatado que K nao possui pontos isolados.

Provaremos agora que o conjunto de Cantor K nao é enumerdvel.
Dado qualquer subconjunto enumerdvel {z1,%2,...,%n,...} C K, ob-
teremos um ponto ¢ € K tal que ¢ # z, para todo n € N. Para isso,
com centro num ponto de K, tomamos um intervalo compacto nao-
degenerado Ty tal que 23 ¢ J. Como nenhum ponto de K é isolado,
I, N K é um conjunto infinito, compacto sem pontos isolados. Em se-
guida, com centro em algum ponto de K interior a [;, tomamos um
intervalo compacto ndo-degenerado Iz C I1 tal que z9 ¢ Iz. Prosse-
guindo analogamente, obtemos uma seqiiéncia decrescente de intervalos
compactos I} D Iy D -+ D I D -+ tais que zp ¢ I,el,NK # @.
Sem perda de generalidade, podemos supor que I, tem comprimento
< 1/n. Entdo o ponto ¢, pertencente a todos os I, (cuja existéncia é
garantida pelo Teorema 4 do Capitulo 2) é tinico, isto &, ney In = {c}-
Escolhendo, para cada n € N um ponto yn € Ip 0 K, teremos entao
lyn — ¢| < 1/n, donde limy, = c¢. Como K é fechado, segue-se que
¢ € K. Por outro lado, para todo n € N temos ¢ € In, logo ¢ #* Ty,
concluindo a demonstragao.

Os pontos do conjunto de Cantor tém uma caracterizacao interes-
sante e util em termos de sua representagéo em base 3. Dado z € 0,1],
representar z na base 3 significa escrever x = 0, 12223 ..., onde cada
um dos digitos z,, é igual a 0, 1 ou 2, de tal modo que

z1 Z2 In

A fim de que se tenha z = 0,z122 ... 2,000 .. é necessario e suficiente
que z seja um numero da forma m/3", com m, n inteiros e m < 3",
Por exemplo 17/27 = 0,122000... na base 3. Quando o denominador
da fracdo irredutivel p/q ndo é uma poténcia de 3 entao a representacao
de p/q na base 3 é periédica. Por exemplo, 1/4 = 0,020202... e 1/7 =
0,010212010212. .. nabase 3. Os ntimeros irracionais tém representagao
nao-periddica. )

Na primeira etapa da formagao do conjunto de Cantor, ao retirar-se
o intervalo aberto (1/3,2/3) ficam excluidos os nimeros z € [0, 1] cuja
representacéo na base 3 tem z1 =1, com a nica excecdo de 1/3 = 0,1,
que permanece. Na segunda etapa, foram excluidos os ntimeros dos in-
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tervalos (1/9,2/9) e (7/9,8/9) ou seja, aqueles da forma 0 0lzsz ou
da‘forma 0,21z3zy ... (com excecdo de 1/9=10,01 e de 7}9 = 0,42.1. ‘que
gelmar%ecem). De um m?do geral, podemos afirmar que 08 elemén’cos
0 COIl~Ju11tO de Cantor sao os niimeros do intervalo [0,1] cuja repre-
sentacao :Ii: 0,213 ... %, ... na base 3 s6 contém os alé;arismos Oe?2
c.om. excecao daqueles que contém um tnico algarismo 1 como algarismo,
significativo final, como z = 0, 20221, por exemplo. Se observarmos que
0, 0??2 = 0,1 poderemos sempre substituir o algarismo final 1 pela
sequencia 0222... . Por exemplo: 0,20201 = 0, 20200222 . Com esta
Zzngzniao, E)ode—se /aﬁrmar, sem excecoes, que 0s element(.).s'do conjunto
S C:nf:é Iza(?so;l ;1;;?;31122 ((;loe 1;tel‘valo [0, 1] cuja representacdo na base
Dai resulta facilmente que o conjunto de Cantor ¢ nao-enumerivel

(vide Exemplo 3, Capitulo e
. que 1/4 = 0,0202. .. i
junto de Cantor. / perternice ao con

6 Exercicios

Secao 1: Conjuntos abertos

1. ProxTe que,/ para todo X C R tem-se int(int X) =int X e conclua
que int X é um conjunto aberto.

2. Seje.LMA 'C R um conjunto com a seguinte promiedacle: “toda
seqiiéncia (z,,) que converge para um ponto a € A em se us termos

Tn PEr y i
n P t’encentes a A para todo n suficientemente gande”. Prove
que A é aberto.

3. Proye que int(A U B)>intAUint B e int(AN B = int ANint B
qual‘squer que sejam A, B CR. Se A = (0,1] e B- [1 2 ), mostre
que int(A U B) # int A Uint B. o

4. iPir% todo X C R, prove que vale a reunizo disjurg R == int X U
tn d( - X JUF, onde F é formado pelos pontos ;e R tais que
oda vizinhanca de z contém pontos de X e pontsde 2 — X. O

(/:onjunto F' = fr X chama-se a fronteira de X. Pue quie ACR
€ aberto se, ¢ somente se, AN fr A — &,

. E(ar_a gada um dos conjuntos seguintes, determin: g a £ ronteira:
=01, Y =(0,1)u(1,2),2=0 W = Z.
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6. Sejam I; D [ D - D I, D - intervalos limitados dois a dois
distintos, cuja intersecdo I = ()oo; I ndo é vazia. Prove que [ ¢

um intervalo, o qual nunca é aberto.

Secao 2: Conjuntos fechados

1. Sejam I um intervalo nao-degenerado e k > 1 um lelﬁmero natural.
Prove que o conjunto dos nimeros racionais m/k™ pertencentes a
I, cujos denominadores séo poténcias de k com expoente n € N, é
denso em [.

2. Prove que, para todo X C R, vale X = XU fr X. Conclua que X
é fechado se, e somente se, X O fr X. B

3. Para todo X C R, prove que R—int X = R—-X e R - X =
int(R — X). . ’

4. Se X C R é aberto (respectivamente, fechado) e X = AU B ¢ uma
cisdo, prove que A e B sdo abertos (respectivamente, fechados).

5. Prove que se X C R tem fronteira vazia entao X = & ou X__: ]IE

6. Sejam X,Y C R. Prove que X UY = XUY equeXNY C XNY.
Dé exemplo em que X NY # X NY.

7. Dada uma seqiiéncia (z,), prove que o fechf) do conjunto X =
{zp;n € N} é X = X UA, onde A é o conjunto dos valores de

aderéncia de (z,).

Secdo 3: Pontos de acumulagao

1. Prove que, para todo X C R, tem-se X = X U X'. Conclua que
X ¢ fechado se, e somente se, contém todos os seus pontos de
acumulacgao. | |

2. Prove que toda colegio de intervalos néo-degenerados dois a dois
disjuntos é enumerével. |

3. Prove que se todos os pontos do conjunto X C R sao 1s?1ac}os
entdo pode-se escolher, para cada z € X, um intervalo aberto I,
de centro z, tal que z #y = [, NI, = &. .

4. Prove que todo conjunto néo-enumerdvel X C R possui algum
ponto de acumulagdo a € X.

5. Prove que, para todo X C R, X’ é um conjunto fechado.

Secdo 6
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6. Seja a um ponto de acumulagdo do conjunto X. Prove que existe
uma seqiiéncia crescente ou uma seqiiéncia decrescente de pontos
ZTn € X com limz, = q.

Secao 4: Conjuntos compactos

1. Prove que o conjunto A dos valores de aderéncia, de uma seqiiéncia

(zn) é fechado. Se a seqiiéncia for limitada, A é compacto, logo
existem [ e L, respectivamente o menor e o maior valor de aderéncia,
da seqiiéncia limitada (z,). Costuma-se escrever | — liminfx, e
L =limsupz, .

2. Prove que uma reunifo finita e uma intersecao arbitréria de con-

Jjuntos compactos é um conjunto compacto.

3. Dé exemplo de uma, seqiiéncia decrescente de conjuntes fechados

nao-vazios £y O ... O Fn D -+ e uma seqiiéncia decrescente
de conjuntos limitados nao-vazios L1 DD LyD - - tais que
NF,=oenL, =o.

4. Sejam X, Y conjuntos nao-vazios, com X compacto e ¥ fechado.

Prove que existem zg € X, yo € V tais que |zg —yo| < |z —y| para
quaisquer x € X, y €Y.

. Um conjunto compacto cujos pontos sdo todos isolades é finito.
Dé exemplo de um conjunto fechado ilimitado X e un: conjunto
limitado n&o-fechado Y, cujos pontos sdo todos isolados.

Prove que se X é compacto entdo os seguintes conjuntcs também
580 compactos:

a) S={z+y z,ye X}
b) D ={z~y; z,y € X};
) P=A{z y az,yc X}
d) @ =A{z/y; z,y € X} se0¢ X,

Secao 5: O conjunto de Cantor

1.

Determine quais dentre os numeros 1/m, 2 < m < 10, r=rtencem
ao conjunto de Cantor.

Dado arbitrariamente ¢ e (0,1], prove que existem z < / Derten-
centes ao conjunto de Cantor, tais que ¥y — z = q.



Alexandre
Nota como Carimbo

Alexandre
Nota como Carimbo


62

Algumas nocgées topolégicas Cap. 5

. Prove que a soma da série cujos termos sio os comprimentos dos

intervalos omitidos para formar o conjunto de Cantor & ignal a 1.

. Prove que os extremos dos intervalos removidos formam um sub-

conjunto enumeravel denso no conjunto de Cantor.
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