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11. Prove que se (an) é uma seqiiéncia nio crescente e Y a, converge, entdo na, — 0. Isso
pode nao ser verdade se (a,) oscilar, como ilustra o exercicio seguinte. Observe que a
condigdo na, — 0 nao é suficiente para a convergéncia da série; um contra-exemplo é a
série 3 1/(nlogn), que é divergente. (Veja o Exemplo 3.18, p. 89).

12. Construa uma série convergente de termos positivos ) . an tal que na, nao tenda a zero.

Sugestoes

3. (a=b)% > 0= 2ab < a®+b%
4. Conseqiiéncia de um dos dois exercicios anteriores.

5.a) e b) dominam a série harménica. Em c) e e), n*2a, — ¢ > 0. Algo parecido em d).
Em f), 0 < 2"an < 2 + |sen” 3n| < 3, logo, an < 3/2". g) Diverge. Observe que se k > 0,
logn < n'/* a partir de um certo N. h) Converge, pois log n > 2 a partir de certo V. i)
Converge. No caso da série em k), observe que

1
vn4l-—-Vn= —m—
' Vi+1+yn

(@ =57t = (1/a)"[1 ~ (b/a)"] .

11. Sendo S a soma da série, San — Sn = a@n41 + ... + a2n > naz,. Isso permite provar o
resultado desejado para n par. Para n impar observe que (2n + 1)azns+1 < (2n + 1)azn.

12. Tome uma série convergente (por exemplo, Zq", com 0 < g < 1) e substitua por 1/n uma
infinidade de seus termos an, tomados cada vez mais espagadamente para nao destruir a
convergéncia (por exemplo, substitua os termos de ordem n = k% por 1/n = 1/k?).

Teste da razao

Uma importante conseqiiéncia do teste de comparagio é o chamado teste da
razdo ou teste de d’Alembert que consideramos a seguir.

3.14. Teorema (teste da razao). Sejea ). a, uma série de termos posi-
tivos tal que existe o limite L do quociente ans1/an. Entdo, a série é convergente
se L < 1 e divergente se L > 1, sendo inconclusivo o caso em que L = 1.

Demonstragao. Seja ¢ um nimero compreendido entre L e 1. Supondo
L < 1, esse nimero ¢ também sera menor que 1. A partir de um certo indice N
teremos ant1/an < ¢, ou seja, ant+1 < ane. Daqui obtemos as desigualdades

2 3 é
aN+1 < aNC, aN4+2 < AN+1C < aNCT, aN4+3 < AN42C < ANCT, ...

em geral, ay4; < anc?, j =1, 2,.... Isso mostra que a partir do indice
N +1 a série dada é majorada pela série geométrica ay Y. ¢, que é convergente,
pois 0 < ¢ < 1. Entao a série original também é convergente, pelo teste de
comparagao.
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O raciocinio, no caso L > 1, é mais simples ainda, pois entdo, a partir de
um certo N, anyt+1 > ay, ay+2 > ay+1 > ay; em geral, ayy; > ap, provando
que o termo geral ay,; nio tende a zero, logo a série diverge.

A demonstragao do teorema deixa claro que nem precisa existir o limite nele
referido; basta que, a partir de um certo indice N, tenhamos sempre an+1/an <
¢ < 1 ou sempre apyi/an > 1.

3.15. Coroldrio. A série de termos positivos Y a, € convergente se a
partir de um certo indice vale sempre anq41/an < ¢ < 1; e divergente se a partir
de um certo indice vale sempre apnty1/an > 1.

3.16. Exemplos. A convergéncia de cada uma das trés séries dadas em
(3.4) (p. 85) pode ser estabelecida facilmente pelo teste da razdo, sem pre-
cisar descobrir de antemao como os termos dessas séries tendem a zero. Alids,
provando-se, pelo teste da razao, que essas séries convergem, teremos provado
o resultado (2.10) (p. 61). Consideremos, como ilustragio, a terceira das séries
em (3.4), para a qual a, = n!/n", logo,

Qn+1 (n+1)! n" 1 1
= — ———— -
an (n+1)7* ol (14+1/n)" e

<,

donde segue o convergencia da série. O cdleulo desse limite no caso das outras
duas séries resulta em 1/a e zero, respectivamente; é um célculo ficil, como o
leitor pode verificar.

Observe que o teste da razio nada nos diz se liman;1/an = 1. E o que acontece
no caso das séries Y 1/n e Y 1/n?, a primeira divergente e a segunda conver-
gente. Em ambos o0s casos ap+1/an tem limite 1; no entanto, a primeira diverge
e a segunda converge.

Exercicios

Teste cada uma das séries seéuintes, verificando se converge ou nao:

oo
N (n!)?
IZna,0<a<1 2‘:1?. 32(9,,)!'
n=1 n= n=1
oo oo 2 el
) a” (n!)%a™ 2"n!(1 — cosn?)
. Z;an““" 5. 2 6. <258 (3n-1)
Ass n=

3"n!(2 +senn”) n?)
T
Z 357 @n=1) ;
8. Dada uma série convergente de termos positivos Za., = S, prove que, se a partir de um
certo indice N, ant1/an < ¢ <1, entio S — S, < aNq"“‘N/(l —gq) paran > N.


Alexandre Kirilov

Alexandre Kirilov

Alexandre Kirilov

Alexandre Kirilov

Alexandre Kirilov


Capitulo 3: Séries Infinitas 89

9. Sejam Za,. e an séries de termos positivos, esta 1ltima convergente. Suponhamos que
exista N tal que n > N = ant1/an < bny1/bn. Prove que ) an converge.

10. Obtenha a primeira parte do Teorema 3.14 como conseqiiéncia do exercicio anterior.

Sugestoes
Qngl b Qny1 1 1 Gni1 (n41)?
1. — = 4 2. —/= = = —. 2 e
an (2 +3/n)a an 2 & n . an ' (2n+1)(2n+2)
g OndL %y _ a
“an 20412 T (2n41)°
5, Ontl _ al(n + 1)!]22"2 _a(n+1)?
Tan (n)2204)7 T 20041
2"n! bas1  2n+1) 2
. < = b, = —— -
Gt S e e ™ TR BnED 3
& 3"n! b1 3(77. + 1) 3
i e Pz ikl RN o 9
B e v e m+1 2
9. Escreva a desigualdade do enunciado para os indices N, N+1,..., n e multiplique, membro
a membro, as desigualdades obtidas.
n+l
10. Sendo L <c< 1, a:“ Se< ccn , a partir de um certo N.
n

O teste da integral

Um outro teste de convergéncia de séries de muita utilidade é o chamado teste da
integral, porque baseado na comparagao da série com a integral de uma fungao.

3.17. Teorema. Seja f(z) uma fungdo positiva, decrescente e an = f(n).
Entao

F@) ..+ f(n) < /lnf(:c)d:c < FQA) 4 .rot fln—1). (3.5)

Em conseqiiéncia, a série Y an converge ou diverge, conforme a integral que af
aparece seja convergente ou divergente, respectivamente, com n — oo.

Demonstragdo. Imediata, pois a desigualdade em (3.6) é obtida da soma de

16) < [ fediz < G- ),

j variando de 2 a n.

oo
3.18. Exemplos. A série Z ¢é divergente, pois
n=2

nlogn

n

/" U2 —leils
2 zlogz ~ °© gx2

— 0.
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E interessante observar que se aumentarmos, por pouco que seja, o logaritmo no
denominador, obteremos uma série convergente. Assim, dado & > 0 por pequeno
que seja,
n
1
% b
2 ¢(log2)¢

/ L dz il

2 z(log z)*¢  e(logz)®
- 1

donde concluimos que a série ,122 wlios I

é convergente.

Exercicios

1. Use o teste da integral para mostrar que a série harmonica é divergente.

2 Faga o mesmo para mostrar que a série y  1/n* é convergente se = > 1 e divergente se
z<1.

3. Estabelega as seguintes desigualdades:

23 h<n v S <k oS hed

n=1

ol

4. Mostre, pelo teste da integral, que as séries seguintes sio convergentes:

oC oo o0 o0

- —_ 2 -— —

a) 2 e™™ b) E e iy ) E ne”"; d) E n*e™
n=1 n=1 n=1 n=1

Neste ltimo exemplo k£ é um niimero real qualquer.

5. Estabelega a convergéncia da série y (e/n)" e prove a convergéncia da integral

/m(e/:c)‘d::.
1

1
6. Istabeleca a convergéncia da série E W
n

n=2

7. Sendo f(zr) uma fungio crescente em x > 1, prove que
F)+...4+ f(n=1) </ flz)dx < f(2) +...+ f(n).
1

8. Fazendo f(z) = logz no exercicio anterior, prove que

!

1— n: ) Py
e "<—n<ne %5
n

donde segue, em particular, que ¥n!/n — 1/e.

9. Verifique que o teste da razdio nido permite saber se a série Ze"n!/n" converge ou nao.
Prove que esta série é divergente, usando o resultado do exercicio anterior.

Sugestoes

3. Integre, em cada caso, uma fungio f(z) apropriada.
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5. A convergéncia da série pode ser obtida como conseqiiéncia da convergéncia das duas
iltimas séries em (3.4) (p. 85), pois (e/n)" = (e"/n!)(n!/n").
6. Basta provar que € convergente a integral, de 2 a oo, da fungao
f( E) s (ll’)" _r)—lnx [ r—(logx)loglogx - c—y(x)
A g =e = N

onde g(z) tem'signiﬁcado ébvio. (E facil verificar que f (z) é decrescente a partir de um
certo g, pois g'(z) =z~ *(loglogz + 1) > 0 a partir de um certo ro.) Para isso fazemos a

substitui¢ao y = log r. donde
00 o0
[ 1= [ etra,
2 log 2

integral esta que sabemos ser convergente pelo exercicio anterior.

Convergéncia absoluta e condicional

Diz-se que uma série _ a, converge absolutamente, ou é absolutamente conver-
gente, se a série Y |a,| é convergente. Pode acontecer. como veremos adiante,
que ) a, seja convergente e ) |a,| divergente, em cujo caso dizemos que a série
3. an € condicionalmente convergente.

3.19. Teorema. Toda série absolutamente convergente € converaente.
Mais do que isso, € comutativamente convergente, isto ¢, a soma da série dada
independe da ordem de seus termos.

Demonstragao. Sejam p, a soma dos termos a, > 0 e ¢, a soma dos valores
absolutos dos termos a, negativos, onde, em ambos os casos, r < n. Entio, as
reduzidas das séries ). |ap| e 3 a, sdo dadas por

Ty = |a1| + laz| + ... + |an| = pn + qn (3.6)

Sn=a1+a2+...+an=pn—qn, (3'7)

respectivamente. As seqiiéncias (Th,), (pn) € (gn) s@o nado decrescentes, a
primeira das quais converge, por hipétese. Seja T seu limite. Temos que
pn < Tn < T eqp < Ty < T, donde concluimos que (p,) e (gn) convergem. Sejam
p e g seus respectivos limites. Entao S, também converge: Sp = pr—gn — p—¢.
Isso completa a demonstragdo da primeira parte do teorema.

Para ver que a soma da série dada independe da ordem de seus termos,
basta notar que p, € g, sdo reduzidas de séries de termos ndo negativos, e as
somas dessas séries independem da ordem em que se considerem seus termos,
como vimos no Teorema 3.6 (p. 80).

Outro modo de provar a convergéncia da série utiliza o critério de Cauchy.
Para isso observamos que

lan+1+ ...+ antpl < lansa| + ... + lantpl
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Ora, dado qualquer ¢ > 0, existe um indice N tal que n > N acarreta esta
altima soma ser menor do que ¢, logo, o mesmo acontece com a primeira.

3.20. Exemplo. Vamos provar que a série

ia =§: sen 3n?
= . Zn?—vn+9

é absolutamente convergente. Para isso observamos que a partir de n = 2 o

denominador é positivo e

n2[sen 3n?| n?
— 9 =¥

n2—vVn+9 " n2—vVn+9

de sorte que, a partir de um certo N, n2ja,| < 2 e isso prova que Y. |an| é

convergente.

n?lan| = 1,

Séries alternadas e convergéncia condicional

Diz-se que uma série é alternada quando seus termos tém sinais alternadamente
positivos e negativos. Para essas séries vale a reciproca do Teorema 3.1 (p. 77),
desde que o valor absoluto do termo geral tenda a zero decrescentemente. Eo
que veremos a seguir. - i

3.21. Teorema (teste de Leibniz). Seja (an) uma seqiiéncia que tende
a zere—tecrescentemente, isto €, ay > as > ..., ap — 0. Entdo, a série al-
ternada 3 (=1)"*'a, converge. Além disso, o erro que se comete\ tomando-se
uma reduzida qualquer da série como valor aprozimado de sua soma €, em valor
absoluto, menor ou igual ao primeiro termo desprezado. R

Demonstragao. Consideremos separadamente as reduzidas de ordem par e
de ordem impar da série dada, as quais podem ser escritas assim:

327\ po (0-1 - 02).+ (a3 - 04) + . (02n—1 =7 a?n)

Son+1 = a1 — (a2 — a3) — ... — (a2n — G2n41),
por onde vemos claramente que (S2,) é ndo decrescente e (S2,+1) é nio
crescente. Além disso, S2n = Son41 — @2n41 < Sopg1 < ay, isto é, (Sa2,) é nao
decrescente e limitada, portanto, convergente para um certo niimero S. Este é
também o limite da seqiiéncia de reduzidas de ordem impar, como se vé pas-
sando ao limite em Sy,41 = S2q + @2,41. Concluimos que a seqiiéncia (Sy)
converge para o mesmo nimero S (Exerc. 3 da p. 62).
Quanto ao erro, observe que as desigualdades

So9n 8 < Sopt+1 € Sonta < S < Sont
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nos dao:
0< S — 820 '<'S2n41 — S2n = @2n41

0 <[S2n+1 — S € Sont1 — S2nth = azni2.

Isso prova que |Sp, — S| < a,+1 para todo n e conclui a demonstragao.

3.22. Exemplo. A série harmonica alternada,

1 1 1 2 (=1)rt!
1~§+§—Z+...—"Z=:IT.

é convergente, pelo teorema anterior; portanto, condicionalmente convergente,
pois a série de médulos, 3 1/n, é a série harmoénica que, como sabemos, diverge.

As séries condicionalmente convergentes sido, por natureza, vagarosas no
convergir. A mudanga da ordem de seus termos muda a soma da série e pode
mudar tanto que é possivel reordenar convenientemente os termos da série para
que sua soma seja qualquer niimero dado de antemao. Esse surpreendente re-
sultado, que discutiremos a seguir, é descrito e demonstrado por Riemann em
um de seus trabalhos.

3.23. Teorema. Se uma dada série Y. a, ¢é condicionalmente convergente,
seus termos podem ser reordenados de maneira que a série convirja para qualquer
numero S que se prescreva.

Demonstragao. Com a mesma notagdo do Teorema 3.19, como T, — o0,
vemos, por (3.6), que o mesmo ocorre com pn ou gn. Mas S, converge, logo,
por (3.7), ambos p, e g, tendem a infinito. Agora é facil ver como reordenar os
termos da série para que sua soma seja S: da seqiiéncia aj, ag, ... vamos tirando
elementos positivos, na ordem em que aparecem, e somando-os até obtermos
um nimero maior do que S; em seguida vamos adicionando a esse resultado
elementos negativos até obtermos uma soma menor do que S; e voltamos a
adicionar elementos positivos, depois negativos, e assim por diante. Como a
série original converge, a, — 0, de sorte que, dado qualquer £ > 0, existe N tal
que n > N = |ap| < 2. Ora, o reordenamento descrito produz uma série

all+a,2+a§+...-i-a’,|+...,

cujas reduzidas S} tém a seguinte propriedade: existe J tal que, sendo j > J, S;-
incorpora todos os elementos da série original com indices que vao de 1 até N +1,
de forma que o tltimo elemento da série original que aparece em Sj tem indice
nj > N; logo, tem valor absoluto menor do que €. E foi esse elemento que fez
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a soma S';- ultrapassar o nimero S, seja para a direita ou para a esquerda, de
sorte que }S; — 8| < |an,;|. Assim, podemos concluir que

i>J=|5;-S|<e,

e isso completa a demonstragdo do teorema.

Deste ultimo teorema e do Teorema 3.19 segue facilmente o coroldrio que
enunciamos a seguir.

3.24. Corolario. Uma condig¢do necessdria e suficiente para que uma série
seja comutativamente convergente € que ela seja absolutamente convergente.

Os resultados sobre séries aqui discutidos sdo os mais freqilentemente usa-
dos. Porém, muitos outros existem, principalmente testes de convergéncia.
Exercicios

Verifique, em cada um dos exercicios seguintes, se a série dada é convergente; e, em sendo, se
absoluta ou condicionalmente.

o cos 3n - (-1)"n
Tl - 1
LZH"‘-&-I' 2'27{-’4.1'
n=1 n=1
( )" \/— cos k—sen k
3; 4
Z n+1 i = L\/- '
o~ 2+4cos n = 1
= - 3 1,1 e
3. Zl —\/;(2 v 6 Zl nle™" sen =;
n= n=
o (=1)"
7. Z ; 8. Z (=1)"n*(n!)"*sen (1/3n);
n=2 log L W=
9 i 2* = (=3)", 10. Z k! sen k
! 4 (2n)! —n! ’ 1.35...(2k - l)
n=
oo o0
(n!)? . "n)'(cos n).
11. Z (2—n)!-cos n; 12. Z ) 5
=1

Notas histéricas e complementares

A origem das séries infinitas

A possibilidade de representar fungdes por meio de séries infinitas, particularmente séries de
poténcias, foi percebida desde o inicio do desenvolvimento do Célculo no século XVII, tendo-se
constituido num dos mais poderosos estimulos a esse desenvolvimento.


Alexandre Kirilov

Alexandre Kirilov

Alexandre Kirilov

Alexandre Kirilov

Alexandre Kirilov

Alexandre Kirilov

Alexandre Kirilov

Alexandre Kirilov

Alexandre Kirilov

Alexandre Kirilov

Alexandre Kirilov

Alexandre Kirilov

Alexandre Kirilov


Capitulo 3: Séries Infinitas 95

Mas as séries infinitas sao conhecidas desde a antiguidade. A primeira a ocorrexnd
Histéria da Matemadtica é uma série geométrica de razao 1/4, que intervém no célculo da
drea da pardbola, feito por Arquimedes. Seguindo a tradigio grega de evitar o infinito, pelas
dificuldades logicas que esse conceito pode trazer em seu bojo, Arquimedes nio soma todos os
termos da referida série; ele observa que a soma de uma certa quantidade a reduzida de ordem
n produz uma quantidade independente de n, que é a soma da série.?

Depois dessa ocorréncia de uma série geométrica num trabalho de Arquimedes. as séries
infinitas s6 voltariam a aparecer na Matemadtica cerca de 1.500 anos mais tarde, no século
XIV. Nessa época havia um grupo de matematicos na Universidade de Oxford que estudava a
cinemdtica, ou fenémeno do movimento. Foi esse estudo que levou A reconsideragio das séries
infinitas. E foi entdo que se descobriu que o termo geral de uma série pode tender a zero sem
que a série seja convergente. Isto ocorreu em conexao com a série harmoénica e a descoberta
foi feita por Nicole Oresme, de quem falaremos logo adiante.

A divergéncia da série harmoénica

A divergéncia da série harmonica ¢ wm fato notivel, que jamais seria descoberto experimen-
talmente. De fato, se fossemos capazes de somar cada termo da série em um segundo de
tempo, como um ano tem aproximadamente 365,25 x 24 x 60 x 60 = 31.557.600 segundos,
nesse periodo de tempo seriamos capazes de somar a série até n = 31.557.600, obtendo para
a soma um valor pouco superior a 17; em 10 anos a soma chegaria a pouco mais de 20; em
100 anos, a pouco mais de 22. Como se vé&, esses niimeros sao muito pequenos para indicar
divergéncia da série; nao somente isso, mas depois de 100 anos ja estariamos somando algo
muito pequeno, da ordem de 3 x 1072, E claro também que é impossivel efetuar essas somas
para valores tio grandes de n.

Vamos fazer mais um exercicio de imaginagiao. Hoje em dia temos computadores muito
rapidos, e a tecnologia estd produzindo mdquinas cada vez mais rdpidas. Mas isso tem um
limite, pois, como sabemos, nenhum sinal fisico pode ser transmitido com velocidade superior
a da luz. Portanto, nenhum computador podera efetuar uma soma em tempo inferior a 10~
segundos, que € o tempo gasto pela luz para percorrer distancia igual ao diametro de um elétron.
Pois bem, com tal computador, em um ano, mil anos e um bilhdo de anos, respectivamente,
poderiamos somar termos em niimeros iguais a

315.576 x 10%°, 315.576 x 10°* e 315.576 x 10°*.

E veja os resultados aproximados que obterfamos para a soma da série harménica. em cada
um desses casos, respectivamente:

70,804, 77,718 e 91.5273.

Imagine, finalmente, que esse computador estivesse ligado desde a origem do universo, ha 16
bilhdes de anos. Ele estaria hoje obtendo o valor aproximado de 94,2999 para soma da série
harménica, um niimero ainda muito pequeno para fazer suspeitar que a série diverge.

— Mas como se chega ao nimero 94,299, se o (idealizado) computador mais rdpido que
se possa construir deveria ficar ligado durante 16 bilhGes de anos?

Sim, nao ha como fazer essa soma, mas existem métodos que permitem substituir a soma
Sn dos n primeiros termos da série por uma expressio matematica que aproxima S, e que

2Veja nosso artigo na Revista Matemdtica Universitdria. N© 4, Dezembro de 1986.
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pode ser calculada numericamente; e os matematicos sabem disso hd mais de 300 anos!...

Nicole Oresme e a série de Swineshead

Nicole Oresme (1325-1382) foi um destacado intelectual em vérios ramos do conhecimento,
como Filosofia, Matematica, Astronomia, Ciéncias Fisicas e Naturais. Além de professor uni-
versitario, Oresme era conselheiro do rei, principalmente na drea de finangas piblicas; e nessa
fungao revelou-se um homem de larga visdo, recomendando medidas monetdrias que tiveram
grande sucesso na pratica. Ao lado de tudo isso, Oresme foi também bispo de Lisieux.

Oresme mantinha contato com o grupo de pesquisadores de Oxford e contribuiu no estudo
de vdrias das séries estudadas nessa época. Uma dessas séries é a seguinte:

Essa série foi considerada, por volta de 1350, por Richard Swineshead, um dos
mateméticos de Oxford. Ela surge a propésito de um movimento que se desenvolve durante o
intervalo de tempo [0, 1] da seguinte maneira: a velocidade permanece constante e igual a 1
durante a primeira metade do intervalo, de zero a 1/2: dobra de valor no segundo subintervalo
(de duragao 1/4), triplica no terceiro subintervalo (de duragio 1/8), quadruplica no quarto
sub- intervalo (de duragdo 1/16) etc. Como se vé, a soma da série assim construida é a soma
dos produtos da velocidade pelo tempo em cada um dos sucessivos sub-intervalos de tempo e
representa o espago total percorrido pelo mével (Fig. 3.1a).

Swineshead achou o valor 2 para a soma através de um longo e complicado argumento
verbal. Mais tarde, Oresme, den uma explicagio geomdétrica bastante interessante para a soma
da série. Observe que essa soma ¢ igual & drea da figura formada com uma infinidade de
retangulos verticais, como ilustra a Fig. 3.1a. O raciocinio de Swineshead, combinado com a
interpretagio geométrica de Oresme, se traduz simplesmente no seguinte: a soma das dreas
dos retangulos verticais da Fig. 3.1a é igual & soma das areas dos retangulos horizontais da
Fig. 3.1b. Ora, isso é o mesmo que substituir o movimento original por uma sucesséo infinita
de movimentos, todos com velocidade igual & velocidade original: o primeiro no intervalo de
tempo [0, 1]; o segundo no intervalo de tempo [1/2, 1]; o terceiro no intervalo [3/4, 1]; e assim
por diante. Vé-se assim que o espago percorrido (soma das dreas dos retangulos da Fig. 3.1b)
é agora dado pela soma da série geométrica

S=-+

-hllO
oolu

[
Mlq

Isso permite obter a soma da série original, pois sabemos somar uma série geométrica; no caso
desta ultima o valor é 2.
Hoje em dia a maneira natural de somar a série de Swineshead é esta:

> n l+(n—1) n—1
e F‘Z Z2n 2n

n=1 n=1 n=1 n=2

1 s
=1+= ZZM_H? =143

n=2 n=1

30 leitor curioso pode ver a explicagio desses métodos em nosso artigo na Revista
Matemadtica Universitdria, N2 19, Dezembro de 1995,
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(a) (h)
. Fig. 3.1

donde § = 2. Deixamos ao leitor a tarefa de interpretar esse procedimento em termos do
raciocinio de Swineshead e Oresme.

As séries infinitas, como dissemos acima, tiveram um papel importante no desenvolvi-
mento do Cdlculo, desde o inicio desse desenvolvimento no século XVII. Mas foi no século
XIX que as idéias de convergéncia e somas infinitas atingiram plena maturidade, e isso devido,
principalmente, ao trabalho de Cauchy, de qué falaremos a seguir.

Cauchy e as séries infinitas

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) é a figura mais influente da Matemadtica na Franga de
sua época. Como professor da Escola Politécnica ele escreveu varios livros didaticos, bastante
inovadores, por isso mesmo tiveram grande influéncia por vérias décadas. O primeiro desses
livros é o Cours d’Analyse de 1821, cujo capitulo VI é dedicado as séries, e contém quase todos
os resultados que discutimos no presente capitulo. E também ai que aparece o critério de
convergéncia que viria ser chamado “de Cauchy”, formulado nos seguintes termos:

“... para que a série ug, Uy, u2,...Un, Uns1, &c... seja convergenle, é necessirio e
suficiente que valores crescentes de n fagam convergir indefinidamente a soma sn, = ug + uy +
uz +&c...+un-1 pare um valor fizo s: em outras palavras, é necessdrio e suficiente que, para
valores infinitamente grandes do nimero n, as somas sn, Sn+1, Sn+2, &c... difiram da soma
s, e por conseqiiéncia entre elas, por quantidades infinitamente pequenas.”

O pouco mais que Cauchy escreve em seguida sobre esse critério nada acrescenta de subs-
tancia, apenas esclarece ser [...necessdrio ¢ suficiente| “que, para valores crescentes de n, as
somas das quantidades un, Unt1, Uns2, &c... tomadas, a partir da primeira, tantas quantas
se queiram, resultem sempre em valores numéricos inferiores a todo limite prescrito.”

Ao contririo de Bolzano, Cauchy sequer acena com uma demonstragao — parece julgé-la
desnecessdria —, limitando-se a usar esse critério para provar que a série harménica é divergente
e que a série alternada } (~1)"/n é convergente. No primeiro caso ele observa que

1 1 1 1
TS AT RS Tk

donde conclui que a série é divergente. No segundo caso o raciocinio é o seguinte, supondo
m > n: se m — n for impar,

1 1 1 1 1
'S"‘Sm'—nH’(n+2‘n+a>‘---‘(m—_—1-;>'
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e se m —n for par,

1 1 1 1 1 1
IS"—Sm|_n+l_(n+2_n+3>— —<m—-2_m—1)—;

Em qualquer desses casos, |Sn — Sm| < 1/n, 0 que prova a convergéncia desejada. E fcil
verificar que esse tltimo raciocinio se aplica também 2 série alternada Y (~1)"an, onde (an)
€ uma seqiiéncia nula nao crescente. Alids, a convergéncia dessa série jd era sabida de Leibniz
(1646-1716), que lhe faz referéncia numa carta de 1713, o que explica atribuir-se a ele o teste
dado no Teorema 3.21 (p. 92).

Essas sao as tnicas aplicagdes em que Cauchy utiliza seu critério de convergéncia,
podendo-se entdo dizer que tal critério nao teria feito falta alguma a Cauchy. Sua importancia
s6 se faria sentir mais tarde, no final do século, no trato de importantes problemas de apro-
Ximagao, em equagoes diferenciais e calculo de variagées.

Embora, como dissemos, o trabalho de Cauchy tenha tido influéncia decisiva no desen-
volvimento e consolidagio do estudo da convergéncia das séries no século XIX, esse desen-
volvimento vinha desabrochando desde o final do século anterior, E a esse respeito devemos
mencionar aqui o importante trabalho de um ilustre autor portugués, José Anasticio da Cunha.
As séries infinitas sdo discutidas no capitulo IX (*livro” IX) de sua obra “Principios Mathe-
maticos”, onde se pode identificar uma verdadeira antecipagio de muitas das idéias de Cauchy

e seus contemporaneos, inclusive o “critério de convergéncia de Cauchy”.*

*Veja o artigo de J. F. Queiré na Revista Matemdtica Universitdria, N® 14, Dezembro de
1992.



