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Sequéncias de Numeros Reais

Neste capitulo sera apresentada a nocao de limite sob sua forma mais
simples, o limite de uma seqiiéncia. A partir daqui, todos os conceitos
importantes da Analise, de uma forma ou de outra, reduzir-se-ao a algum
tipo de limite.

1 Limite de uma seqiiéncia

Uma sequéncia de ntimeros reais é uma funcao z: N — R, que associa a
cada numero natural n um ntdmero real z,,, chamado o n-ésimo termo
da seqiiéncia.

Escreve-se (21,%2,...,%n,...) ou (Tn), oy, OU simplesmente (z,),
para indicar a seqiiéncia cujo n-ésimo termo é x,, .

Nao se confunda a seqiiéncia (x,,) com o conjunto {1, x2, ..., Tn,... }
dos seus termos. Por exemplo, a seqiiéncia (1,1,...,1,...) nao é o
mesmo que o conjunto {1}. Ou entao: as seqiiéncias (0,1,0,1,...) e
(0,0,1,0,0,1,...) s@o diferentes mas o conjunto dos seus termos ¢é o

mesmo, igual a {0, 1}.

Uma seqiiéncia (z,,) diz-se limitada superiormente (respectivamente
inferiormente) quando existe ¢ € R tal que z, < ¢ (respectivamente
x, > c¢) para todo n € N. Diz-se que a seqiiéncia (x,,) é limitada quando
ela é limitada superior e inferiormente. Isto equivale a dizer que existe
k > 0 tal que |z,| < k para todo n € N.
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Exemplo 1. Se a > 1 entdo a seqiiéncia (a,a?,...,a",...) é limitada

inferiormente porém nao superiormente. Com efeito, multiplicando am-
bos os membos da desigualdade 1 < a por a” obtemos a” < a™*!.
Segue-se que a < a" para todo n € N, logo (a™) é limitada inferiormente
por a. Por outro lado, temos a = 1 4+ d, com d > 0. Pela desigualdade
de Bernoulli, para todo n > 1 em N vale a” > 1 4+ nd. Portanto, dado
qualquer ¢ € R podemos obter a”™ > ¢ desde que tomemos 1 + nd > ¢,
isto é, n > (¢ —1)/d.

Dada uma seqiiéncia x = (zn),, o, uma subsegiiéncia de x é a res-
tricao da funcao z a um subconjunto infinito N' = {n1 <mag < -+ <
ng < ---} de N. Escreve-se @' = (o), oy OU (Tnys Tngs -+ s Ty - -+ ),
ou (Zn,,) ey Para indicar a subseqiiéncia 2’ = z|N'. A notacao (wn, ),y
mostra como uma subseqiiéncia pode ser considerada como uma seqiién-
cia, isto é, uma funcao cujo dominio é N.

Lembremos que N’ C N ¢ infinito se, e somente se, é ilimitado, isto
é, para todo ng € N existe n,, € N’ com n, > ng.

Exemplo 2. Dado o numero real a < —1, formemos a seqiiéncia
(@")pen. Se N C N é o conjunto dos nimeros pares e N’ C N é o
conjunto dos nimero impares entao a subseqiiéncia (a"),en € limitada
apenas inferiormente enquanto a subseqiiéncia (a"),en~ é limitada ape-
nas superiormente.

Diz-se que o nimero real a é limite da seqiiéncia (z,) quando, para
todo nimero real € > 0, dado arbitrariamente, pode-se obter ng € N
tal que todos os termos z, com indice n > ng cumprem a condicao
|zy, — a] < €. Escreve-se entao a = lim x,, .

Esta importante definicao significa que, para valores muito grandes
de n, os termos x, tornam-se e se mantém tao préximos de a quanto se
deseje. Mais precisamente, estipulando-se uma margem de erro € > 0,
existe um indice ng € N tal que todos os termos z,, da seqiiéncia com
indice n > ng sao valores aproximados de a com erro menor do que €.

Simbolicamente, escreve-se:

a=limx, .=. Ve>03IngeN; n>ny= |z, —al<e.

Acima, o simbolo . = . significa que o que vem depois é a defini¢ao
do que vem antes. V significa “para todo” ou “qualquer que seja”’. 3
significa “existe”. O ponto-e-virgula quer dizer “tal que” e a seta =
significa “implica”.
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Convém lembrar que |z, —a| < € é 0o mesmo que a —e < z,, < a+¢,
isto é, x,, pertence ao intervalo aberto (a —¢,a + ).

Assim, dizer que a = lim x,, significa afirmar que qualquer intervalo
aberto de centro a contém todos os termos x, da seqiiéncia, salvo para
um numero finito de indices n (a saber, os indices n < ng, onde ng é
escolhido em funcao do raio ¢ do intervalo dado).

Em vez de ¢ = limz,, , escreve-se também a = lim,ecn x,,, @ =
lim,, .o , ouz, — a. Esta tltima expressao lé-se “x,, tende para a” ou
“converge para a”. Uma seqiiéncia que possui limite diz-se convergente.
Caso contrario, ela se chama divergente.

Teorema 1. (Unicidade do limite.) Uma seqiéncia nao pode con-
vergir para dois limites distintos.

Demonstragao: Seja limz, = a. Dado b # a podemos tomar £ > 0
tal que os intervalos abertos I = (a —e,a+¢) e J = (b—¢,b+ ¢) sejam
disjuntos. Existe ng € N tal que n > ng implica z,, € I. Entao, para
todo n > ng, temos z,, ¢ J. Logo nao é limx,, = b. O

Teorema 2. Se limz, = a entdo toda subseqiiéncia de (x,) converge
para o limite a.

Demonstracao: Seja (zp,,...,%n,,...) a subseqiiéncia. Dado qual-
quer intervalo aberto I de centro a, existe ng € N tal que todos os
termos x,, com n > ng, pertencem a I. Em particular, todos os termos
Tn, , com ny > ng também pertencem a I. Logo limx,, = a. ]

Teorema 3. Toda seqiiéncia convergente ¢ limitada.

Demonstracao: Seja ¢ = limz, . Tomando € = 1, vemos que existe
no € N tal que n > ng = =, € (a — 1,a+1). Sejam b o menor e ¢

o maior elemento do conjunto finito {z1,...,2n,,a —1,a + 1}. Todos
os termos x, da seqiiéncia estao contidos no intervalo [b, c], logo ela é
limitada. O

Exemplo 3. A seqiiéncia (2,0,2,0,...), cujo n-ésimo termo é x,, =
1+ (—=1)"*! ¢ limitada mas ndo é convergente porque possui duas sub-
seqliéncias constantes, x9,_1 = 2 e x9, = 0, com limites distintos.

Exemplo 4. A seqiiéncia (1,2,3,...), com x,, = n, ndo converge porque
nao € limitada.

Uma seqiiéncia (z,) chama-se mondtona quando se tem z, < z,4+1
para todo n € N ou entao z,4+1 < x, para todo n. No primeiro caso,
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diz-se que (x,) é mondtona nao-decrescente e, no segundo, que (x,) é
mondtona nao-crescente. Se, mais precisamente, tivermos x, < xpi1
(respect. x, > x,41) para todo n € N, diremos que a seqiiéncia é
crescente (respectivamente, decrescente).

Toda seqiiéncia monétona nao-decrescente (respect. nao-crescente)
¢ limitada inferiormente (respect. superiormente) pelo seu primeiro
termo. A fim de que ela seja limitada é suficiente que possua uma
subseqiiéncia limitada. Com efeito, seja (z5), . uma subseqiiéncia li-
mitada da seqiiéncia mondtona (digamos, nao-decrescente) (z;,). Temos
x,» < ¢ para todo n’ € N'. Dado qualquer n € N, existe n’ € N’ tal que
n <n'. Entao x, <z, < c.

O teorema seguinte d& uma condicao suficiente para que uma se-
qiiéncia convirja. Foi tentando demonstra-lo ao preparar suas aulas, na
metade do século 19, que R. Dedekind percebeu a necessidade de uma
conceituacao precisa de nimero real.

Teorema 4. Toda seqiiéncia mondtona limitada € convergente.

Demonstragao: Seja (x,) monétona, digamos nao-decrescente, limi-
tada. Escrevamos X = {z1,...,2p,...} e a = sup X. Afirmamos que
a = limz,. Com efeito, dado € > 0, o nimero a — € nao é cota su-
perior de X. Logo existe ng € N tal que a — ¢ < zp,, < a. Assim,
n>nyg=>a—¢c< Ty <z, <a+eedallimz, = a. O

Semelhantemente, se (z,,) é nao-crescente, limitada entao lim x,, é o
infimo do conjunto dos valores x, .

Coroléario. (Teorema de Bolzano-Weierstrass.) Toda seqiiéncia
limitada de numeros reais possui uma subseqiiéncia convergente.

Com efeito, basta mostrar que toda seqiiéncia (x,) possui uma sub-
seqiiéncia mondtona. Diremos que um termo x, da seqiiéncia dada é
destacado quando x, > x;, para todo p > n. Seja D C N o conjunto
dos indices n tais que z, é um termo destacado. Se D for um con-
junto infinito, D = {n; < ng < --- < ni < ---}, entdo a subseqiiéncia
(Zn),cp serd mondtona nao-crescente. Se, entretanto, D for finito seja
n1 € N maior do que todos os n € D. Entao z,, nao é destacado,
logo existe ng > ny com x,, < z,,. Por sua vez, z,, nao é destacado,
logo existe n3 > ng com x,, < Ty, < Ty, . Prosseguindo, obtemos uma
subseqiiéncia crescente Ty, < Ty, < -0 < Ty, < - . 0
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Exemplo 5. A seqiiéncia cujo n-ésimo termo é z,, = 1/n é mondtona,
decrescente, limitada. Temos entao lim 1/n = inf{1/n;n € N} = 0, pelo
Teorema 3, Capitulo 2.

Exemplo 6. Seja 0 < a < 1. A seqiiéncia (a,a?,...,a",...), for-
mada pelas poténcias sucessivas de a, é decrescente, limitada pois mul-
tiplicando 0 < @ < 1 por a™ resulta 0 < a"™! < @™ Afirmamos
que lim,_,» @™ = 0. Com efeito, dado € > 0, como 1/a > 1 segue-
se do Exemplo 1 que, dado arbitrariamente € > 0 existe ng € N tal
que (1/a)™ > 1/e, ou seja, a™ < e. Segue-se que lima™ = inf{a";
n € N} =0.

2 Limites e desigualdades

Seja P uma propriedade referente aos termos de uma seqiiéncia (zy,).
Diremos que “para todo n suficientemente grande x, goza da proprie-
dade P” para significar que “existe ng € N tal que n > ng = x, goza
da propriedade P”.

Teorema 5. Seja a = limx, . Se b < a entdo, para todo n suficien-
temente grande, tem-se b < x,, . Analogamente, se a < b entdo x, < b
para todo n suficientemente grande.

Demonstracao: Tomando ¢ = a — b, temos € > 0 e b = a — . Pela
definicao de limite, existe ng € Ntal quen > ng = a—c <z, < ate =
b < x,. A outra afirmagao se prova analogamente. Ol

Corolario 1. Seja a = limz, . Se a > 0 entao, para todo n suficien-
temente grande, tem-se x, > 0. Analogamente, se a < 0 entdao x, < 0
para todo n suficientemente grande.

Corolario 2. Sejam a = limz, e b =limy, . Se z, <y, para todo n
suficientemente grande entdo a < b. Em particular se x, < b para todo
n suficientemente grande entdo limx,, <b.

Com efeito, se fosse b < a entao tomariamos ¢ € R tal que b < ¢ < a
e teriamos, pelo Teorema 5, vy, < ¢ < x, para todo n suficientemente
grande, contradizendo a hipdtese. O

Observagao. Se fosse =, < ¥y, nao se poderia concluir a < b. Basta
tomar z, =0, y, = 1/n.

Teorema 6. (Teorema do sanduiche.) Se limz, = limy, = a ¢
Tn < zn < yn para todo n suficientemente grande entdo lim z, = a.
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Demonstragao: Dado arbitrariamente € > 0, existem ni,no € N tais
quen>n =>a—c<zxp,<ateen>nyg=a—c<y, <a+e. Seja
no = max{ni,ne}. Entdon >ng =>a—-ec <z, <z, <y, <a+e=
Zn € (a —€,a+¢€), logo lim z, = a. O

3 Operacoes com limites

Teorema 7. Selimx,, =0 e (y,) € uma seqiiéncia limitada (convergente
ou nao) entao lim(xy, - y,) = 0.

Demonstracao: Existe ¢ > 0 tal que |y,| < ¢ para todo n € N. Dado
arbitrariamente ¢ > 0, existe ng € N tal que n > ng = |z, | < ¢/c. Entao
n>ng =Ty Yn| = |zn| - |yn| < (e/¢) - ¢ = ¢, logo lim(x,, - yp) = 0. O

Exemplo 7. Se z,, = 1/n e y, = sen(n) entao (y,) ndo converge mas,
como —1 <y, <1, tem-se lim(x,y,) = lim(sen(n)/n) = 0. Por outro
lado, se lim z,, = 0 mas y,, nao é limitada, o produto x,, -y, pode divergir
(tome z,, = 1/n, y, = n?) ou convergir para um valor qualquer (tome
Tn=1/ney, =c-n).

Para uso posterior, observemos que, segundo resulta diretamente da
definigao de limite, tem-se

limz, = a < lim(z,, —a) =0 < lim |z, —a| = 0.

Teorema 8. Se limx, = a elimy, = b entdo:
1. lim(z, £y,) =a+£b.
2. lim(zy, - yn) =a-b.
3. lim =2 s b#0.

Yn
Demonstracao: 1. Dado arbitrariamente £ > 0, existem nj,ng € N
tais que n > ny = |x, —a| <e/2en > ny = |y, — b < /2. Seja
no = max{ny,na}. Entdo n >mng=n>n; e n > ng, logo |(z, + yn) —
(@+0)| = |(zn —a) + (yn = 0)| < |lzn —al +[yn — b <e/2+¢/2 =
Portanto lim(x,, + y,) = a + b. Mesmo argumento para x,, — Y, .

SallS!

2. Temos =, Yy, —ab = Tpyp —Tnb+x,0—ab = x, (yp —b)+ (v, —a)b. Pelo
Teorema 3, (x,) ¢ limitada. Além disso, lim(y, — b) = lim(x, —a) = 0.
Segue-se do Teorema 7 e da parte 1. que lim(z,y, — ab) = lim[z, (y, —
b)] 4+ lim[(x,, — a) - b] = 0, donde lim(z,y,) = ab.
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3. Vale z,/yn—a/b = (xnb—yna)/ynb. Como lim(x,b—y,a) = ab—ba =
0, basta provar que (1/y,b) é uma seqiiéncia limitada para concluir que
lim(zy,/yn — a/b) = 0 e portanto que lim(z,/y,) = a/b. Ora, pondo
c = b?/2, temos 0 < ¢ < b%. Como limy,b = b?, segue-se do Teorema
5 que, para todo n suficientemente grande, tem-se ¢ < y,b e portanto
1/ynb < 1/¢, completando a demonstragao. 0

Exemplo 8. Se z,, > 0 para todo n € N e lim(zp41/2,) = a < 1
entao limx, = 0. Com efeito, tomemos ¢ € R com a < ¢ < 1. Entao
0 < Zpt1/xn < ¢ para todo n suficientemente grande. Segue-se que
0 < Zpt1 = (Tpt1/xn)xn < ¢y < xy, logo, para n suficientemente
grande, a seqiiéncia (z,) é mondtona limitada. Seja b = limx,, . De
Tnt1 < cxy para todo n suficientemente grande resulta, fazendo n — oo,
queb<c-b,isto é, (1 —¢c)-b<0. Comob>0e0<c<1, concluimos
que b = 0.

Exemplo 9. Como aplicagao do exemplo anterior, vé-se que, se a > 1
e k € N sao constantes entao

lim n—k: lim ﬁz lim 1!:0.

n—oo q™ n—oo n! n—oo N
Com efeito, pondo x, = n¥/a", y, = a™/n! e z, = n!/n™ vem y, 1 1/yn =
a/(n+ 1), logo lim(yn+1/yn) = 0 e, pelo Exemplo 8, limy,, = 0. Temos
também 41 /2, = (1+ %)k -a~!, portanto (pelo Teorema 8) lim(w;, 1/
xn) = 1/a < 1. Segue-se do Exemplo 8 que limx, = 0. Finalmente,
Zn+1/zn = [n/(n+ 1)]", donde lim(z,41/2,) = 1/e. (Veja Exemplo 13,
abaixo.) Como 1/e < 1, segue-se que lim z,, = 0.

Exemplo 10. Dado a > 0, mostremos que a seqiiéncia dada por x, =
Va = a'/™ tem limite igual a 1. Com efeito, trata-se de uma seqiiéncia
mondétona (decrescente se a > 1, crescente se a < 1), limitada, portanto
existe L = limy,_oo a'/™. Tem-se L > 0. Com efeito, se 0 < a < 1
entdo a'/™ > a para todo n € N, donde L > a. Se, porém, a > 1 entdo
a'/™ > 1 para todo n € N, donde L > 1. Consideremos a subseqiiéncia
(a'/ 1)) = (12, a6 qV/12 ). Como 1/n(n+1) =1/n—1/(n+1),
o Teorema 2 e o item 3 do Teorema 8 nos dao

1/n(n+1) al/m L

=lim ————=—-=1.

L =1lima pRY[CESY 7

Exemplo 11. Seja 0 < a < 1. A seqiiéncia cujo termo geral é x, =
l+a+a?+---+a* = (1—-a"1)/(1 - a) é crescente, limitada, pois
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zn < 1/(1—a) para todo n € N. Além disso, lim,_,o (1/(1 —a) —x,) =
lim, oo a"1/(1—a) = 0, portanto lim, oo T, = lim, oo (1+a+---+
a)=1/(1-a).

A igualdade acima vale ainda quando se tem —1 < a < 1, isto é, |a| <
1. Com efeito, o argumento se baseou no fato de que lim,,_,, a™ = 0, que
persiste quando se tem apenas |a| < 1, pois lim |a|” = 0 < lima” = 0.

Exemplo 12. A seqiiéncia cujo termo geral é

1 1
G =1+1+ 4+ =
2! n!

¢é evidentemente crescente. Ela também é limitada pois

11 1
2<an <1414+ 5+ + < 3.

2 22 2n—1

Escreveremos e = lima,, . O ntimero e é uma das constantes mais
importantes da Analise Matematica. Como vimos, tem-se 2 < e < 3.
Na realidade, vale e = 2, 7182, com quatro decimais exatas.

Exemplo 13. Consideremos a seqiiéncia cujo termo geral é b, =
(14+1/n)" =[(n+1)/n]". Pela férmula do binémio:

n-1 nn-1) 1 nn—1)Mm-2)...1 1

R TR B s i o
1 1 1 1 2 1 1 n—1
:HHﬁ(l_EHﬁ(l_ﬁ)(l_EH"'+H(1_ﬁ)"'(1_ - ).

Logo b, é uma soma de parcelas positivas. O ntmero dessas parcelas,
bem como cada uma delas, cresce com n. Portanto a seqiiéncia (b,) é
crescente. B claro que b, < a, . (Ver Exemplo 12.) Segue-se que b, < 3
para todo n € N. Afirmamos que limb, = lima, = e. Com efeito,
quando n > p vale

1 1 1 1 2 -1
bn21+1+5(1—5)+---+;!(1—5)(1—E)...( _pT)'
Fixando arbitrariamente p € N e fazendo n — oo na desigualdade

acima obtemos limy, oo b, > 1+ 14+ 1/214+--- +1/p! = a,. Como
esta desigualdade vale para todo p € N, segue-se que lim, . b, >
lim, . a, = e. Mas ja vimos que b, < a, para todo n € N. Logo
limb,, <lima, . Isto completa a prova de que limb,, = e.
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Exemplo 14. Consideremos a seqiiéncia cujo n-ésimo termo é x,, =
Un = nl/™. Temos x, > 1 para todo n € N. Esta seqiiéncia é de-
crescente a partir do seu terceiro termo. Com efeito, a desigualdade
Yn > "/n+1éequivalente a n™tt > (n+1)", isto é, an > (1+1/n)",
o que é verdade para n > 3 pois, como vimos acima, (14+1/n)" < 3 para
todo n. Portanto existe L = limn!/" e tem-se L > 1. Considerando a
subseqiiéncia (2n)'/2" temos:

L? =1im[(2n)"/?")? = lim[2Y/™ - p'/") = lim 2" - limn'/™ = L

(Cfr. Exemplo 10.) Como L # 0, de L? = L resulta L = 1. Concluimos
portanto que lim {/n = 1.

Exemplo 15 (Aproximagoes sucessivas da raiz quadrada.) O seguinte
método iterativo para obter, com erro tao pequeno quanto se deseje,
valores aproximados para a raiz quadrada de um dado ntimero real a > 0,
ja era conhecido pelos babilonios 17 séculos antes da era crista. Toma-
se arbitrariamente um valor inicial z; > y/a e define-se indutivamente
Tnt1 = [xn + a/zy,]/2. Para mostrar que a seqiiéncia (z,,) assim obtida
converge para /a, comecamos observando que, para qualquer x € R,
va < z = (a/z) < y/a < z. (Multiplique ambos os membros da
desigualdade /a < x por y/a.) Em seguida notemos que, pondo y =
[z +a/z]/2, y é a média aritmética dos nimeros a/z e x, logo é menor
do que z e maior do que a média geométrica desses nimeros, que é \/a.
Logo y/a < y < x. Portanto temos uma seqiiéncia decrescente

T > Ty > > Ty > Tyl >,

cujos termos sao todos maiores do que y/a. Esta seqiiéncia converge para
um numero real c. Fazendo n — oo na igualdade =41 = [z, + a/zy]/2

obtemos ¢ = [c + a/c]/2, donde ¢? = a, isto é, limxz, = y/a. Vemos
entao que todo numero real ¢ > 0 possui uma raiz quadrada real. Mais
ainda, o processo iterativo xp41 = [z, + a/z,]/2 fornece rapidamente

boas aproximagoes para y/a, como se pode verificar tomando exemplos
concretos.

4 Limites infinitos

Dada uma seqiiéncia (x,,), diz-se que “o limite de x,, é mais infinito”
e escreve-se limz, = 400, para significar que, dado arbitrariamente
A > 0, existe ng € N tal que n > ng implica x, > A.
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Analogamente, lim z,, = —oo significa que, para todo A > 0 dado,
pode-se achar ng € N tal que n > ng = x,, < —A.

Deve-se enfatizar que +00 e —0o nao sao numeros e que, se limx,, =
+o0 e limy, = —o0, as seqiiéncias (z,) e (y,) nao sdo convergentes.

Como lim x,, =+00 < lim(—x,,) = —o0, limitaremos nossos comenté-
rios ao primeiro caso.

Se limx,, = 400 entdao a seqliéncia (x,) nao é limitada superior-
mente. A reciproca é falsa. A seqiiéncia dada por z, = n + (—1)"n é
ilimitada superiormente porém nao se tem lim z,, = 400, pois 2,1 =0
para todo n € N. Mas se (x,) é ndo-decrescente entao (z,) ilimitada
= limx, = +o0.

No Exemplo 1, ao mostrar que as poténcias a,a?,a®,... de um
nimero ¢ > 1 formam uma seqiiéncia ilimitada superiormente, provou-
se, na realidade, que lim a” = +o0.

Teorema 9.

(1) Selimz, = +oo e (y,) € limitada inferiormente entao lim(x, +
Yn) = +00.

(2) Se limz, = +oo e existe ¢ > 0 tal que y, > ¢ para todo n € N
entdo lim(zpy,) = +00.

(3) Se xy, > ¢ > 0, yo > 0 para todo n € N e limy, = 0 entdo

lim 2% = +o00.
Yn
(4) Se (xy,) € limitada e limy, = +oo entdo lim n .

Yn

Demonstragao: (1) Existe ¢ € R tal que y,, > ¢ para todon € N. Dado
arbitrariamente A > 0, existe ng € N tal que n > ng = =, > A — c.
Segue-se que n > ng = Tp+y, > A—c+c= A, logo lim(x,+y,) = +oo.
(2) Dado arbitrariamente A > 0, existe ng € N tal que n > ng = x,, >
A/c. Logo n > ng = zpyn > (A/c) - ¢ = A, donde lim(zyy,) = +o0.
(3) Dado A > 0, existe ng € N tal que n > ny = y, < c¢/A. Entao
n>ng = xp/yp >c- Ajc= A e dal lim(z,/y,) = +o0.
(4) Existe ¢ > 0 tal que |z,| < ¢ para todo n € N. Dado arbitrariamente
e > 0, existe ng € N tal que n > ng = y, > ¢/e. Entdo n > ng =
|zn/yn| < c-e/c = e, logo lim(zy,/yn) = 0.

As hipoteses feitas nas diversas partes do teorema anterior tém por
objetivo evitar algumas das chamadas “expressoes indeterminadas”. No
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item (1) procura-se evitar a expressao +oo—o0. De fato, se lim z,, = +00
e limy, = —oo nenhuma afirmacao geral pode ser feita sobre lim(x,, +
Yn). Este limite pode néo existir (como no caso em que z,, = n+ (—1)"
e y, = —n), pode ser igual a +o00 (se x, = 2n e y, = —n), pode ser
—o0 (tome z, = n e y, = —2n) ou pode assumir um valor arbitrario
¢ € R (por exemplo, se x,, = n+c e y, = —n). Por causa desse compor-
tamento erratico, diz-se que 400 — co é uma expressao indeterminada.
Nos itens (2), (3) e (4), as hipéteses feitas excluem os limites do tipo
0 x oo (também evitado no Teorema 7), 0/0 e co/oc0, respectivamente, os
quais constituem expressoes indeterminadas no sentido que acabamos de
explicar. Outras expressoes indeterminadas freqiientemente encontradas
sdo oo, 1 e 00,

Os limites mais importantes da Andlise quase sempre se apresentam
sob forma de uma expressao indeterminada. Por exemplo, o nimero
e =1lim, o (1 +1/n)" é da forma 1°°. E, como veremos mais adiante,
a derivada é um limite do tipo 0/0.

Agora, uma observacao sobre ordem de grandeza. Se k € N e a é
um numero real > 1 entdo lim,_oo n* = lim,_oo a” = lim, o n! =
lim,, . n". Todas estas seqiiéncias tém limite infinito. Mas o Exemplo
9 nos diz que, para valores muito grandes de n temos n* < a" < n! <
n", onde o simbolo < quer dizer “é uma fragdo muito pequena de” ou “é
insignificante diante de”. Por isso diz-se que o crescimento exponencial
supera o polinomial, o crescimento fatorial supera o exponencial com
base constante mas é superado pelo crescimento exponencial com base
ilimitadamente crescente. Por outro lado, o crescimento de n* (mesmo
quando k = 1) supera o crescimento logaritmico, como mostraremos
agora.

No Capitulo 11 provaremos a existéncia de uma funcao crescente
log: RT — R, tal que log(xy) = logz + logy e logz < x para quaisquer
z,y € RT. Daf resulta que logz = log(y/z - Vx) = 2log+/x, donde
log /x = (logx)/2. Além disso, logz = log(1 - z) = log 1 + log z, donde
log1 = 0. Como log é crescente, tem-se logx > 0 para todo = > 1. Vale
também log(2"™) = n - log 2, portanto lim,,_,~ log(2") = +o0. Como log
é crescente, segue-se lim,_,, logn = 4o0.

logn

Provaremos agora que lim =0.

n—oo N
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Para todo n € N, temos logy/n < y/n. Como log\/n = 3 logn,
segue-se que logn < 2y/n. Dividindo por n resulta que 0 < logn/n <

2/y/n. Fazendo n — oo vem lim

1
°gn _ .

n—oo N,

5 Exercicios

Secao 1: Limite de uma seqiiéncia

1. Uma seqiiéncia (z,,) diz-se periddica quando existe p € N tal que
Tn4p = Tpn para todo n € N. Prove que toda seqiiéncia periddica
convergente é constante.

2. Dadas as seqiiéncias (z,,) e (y,), defina (z,) pondo z9,-1 = =, €
Zop = Yn . S€ limx, = limy, = a, prove que lim z,, = a.

3. Se lim x,, = a, prove que lim |z,| = |al.

4. Se uma seqiiéncia monotona tem uma subseqiiéncia convergente,

prove que a seqiiéncia é, ela prépria, convergente.

Um numero a chama-se valor de aderéncia da seqiiéncia (x,)
quando é limite de uma subseqiiéncia de (z,,). Para cada um dos
conjuntos A, B e C abaixo ache uma seqiiéncia que o tenha como
conjunto dos seus valores de aderéncia. A = {1,2,3}, B = N,
C =[0,1].

A fim de que o ntimero real a seja valor de aderéncia de (x,) é
necessario e suficiente que, para todo € > 0 e todo k € N dados,
exista n > k tal que |z, —a| < e.

A fim de que o numero real b nao seja valor de aderéncia da
seqliéncia (z,,) é necessario e suficiente que existam ng € Nee > 0
tais que n > ng = |z, — bl > <.

Secao 2: Limites e desigualdades

1.

2.

3.

Se limz,, = a, limy, = b e |z, — y,| > ¢ para todo n € N, prove
que |a —b| > e.

Sejam limz, = a e limy, = b. Se a < b, prove que existe ng € N
tal que n > ng = x, < Yn .

Se o nimero real a nao é o limite da seqiiéncia limitada (x,,), prove
que alguma subseqiiéncia de (x,,) converge para um limite b # a.
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4. Prove que uma seqiiéncia limitada converge se, e somente se, possui
um unico valor de aderéncia.

5. Quais sao os valores de aderéncia da seqiiéncia (z,) tal que zo,_1 =
n e w9, = 1/n? Esta seqiiéncia converge?

6. Dados a,b € RT, defina indutivamente as seqiiéncias (z,,) e (yn)

pondo 1 = Vab, y1 = (a+0)/2 e Tpt1 = /TnUn, Ynt1 = (Tn +
Yn)/2. Prove que (z,,) e (y,) convergem para o mesmo limite.

7. Diz-se que (x,) é uma seqiéncia de Cauchy quando, para todo
e > 0 dado, existe ng € N tal que m,n > ng = |z, — x,| < e.

(a) Prove que toda seqiiéncia de Cauchy é limitada.

(b) Prove que uma seqiiéncia de Cauchy nao pode ter dois valores
de aderéncia distintos.

(c) Prove que uma seqiiéncia (x,) é convergente se, e somente se,
é de Cauchy.

Secao 3: Operagoes com limites

1. Prove que, para todo p € N, tem-se lim,,_,o, "¥/n = 1.

2. Se existem € > 0 e k € N tais que ¢ < x,, < nk para todo n sufici-
entemente grande, prove que lim {/z,, = 1. Use este fato para cal-
cular lim, oo ¥/n + k, lim {/n + y/n, lim {/logn e lim {/nlogn.

3. Dado a > 0, defina indutivamente a seqiiéncia (z,) pondo x; = v/a
e Tpy1 = va+x,. Prove que (x,) é convergente e calcule seu

limite
L:\/a+\/a+\/a+---

4. Seja e, = (x,—+/a)/\/a o erro relativo na n-ésima etapa do cdlculo
de v/a. Prove que en41 = €2/2(1+e,). Conclua que e, < 0,01 =
ent1 < 0,00005 = e,42 < 0,00000000125 e observe a rapidez de
convergéncia do método.

5. Dado a > 0, defina indutivamente a seqiiéncia (x,,) pondo 21 = 1/a

e Tnt1 = 1/(a + x,). Considere o numero ¢, raiz positiva da
equacio z2+az—1 = 0, tinico nimero positivo tal que ¢ = 1/(a+c).
Prove que

Ty <Yy < < Togp < << < Toyp_1 < <x3<271,
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e que limz,, = ¢. O nimero ¢ pode ser considerado como a soma
da fracdao continua

a+
a+
a—+

1
a+

6. Dado a > 0, defina indutivamente a seqiiéncia (y,,), pondo y; = a
€ Ynt+1 = @ + 1/y, . Mostre que limy,, = a + ¢, onde ¢ é como no
exercicio anterior.

7. Defina a seqiiéncia (a,) indutivamente, pondo a; = ay = 1 e
ant+2 = Gpt1 + a, para todo n € N. Escreva z, = ap/an+1 e
prove que limx, = ¢, onde ¢ é o Unico nimero positivo tal que
1/(c+ 1) = ¢. O termo a, chama-se o n-ésimo nimero de Fi-
bonacci e ¢ = (=1 ++/5)/2 é o mimero de ouro da Geometria
Classica.

Secao 4: Limites infinitos

1. Prove que lim Vn! = +00.

2. Se limz, = 400 e a € R, prove que

lim {\/log(a:n +a)— \/loga;n} = 0.

3. Dados k € N e a > 0, determine o limite

. n!
lim k: .
n—oo Nk . g

Supondo a > 0 e a # e calcule

Cooa-n! .oonfea-n!
lim e Ilim ——-
n—oo NN n—oo nn

(Para o caso a = e, ver exercicio 9, se¢ao 1, capitulo 11.)

4. Mostre que lim,,_,~ log(n 4+ 1)/logn = 1.
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5. Sejam (z,) uma seqiiéncia arbitraria e (y,) uma seqiiéncia
crescente, com lim y, = +00. Supondo que im(z,41—2r)/(Yn+1—
Yn) = a, prove que lim x,, /y, = a. Conclua que se lim(x,,4+1—x,) =
a entdo lim z,, /n = a. Em particular, de limlog(1+1/n) = 0, con-
clua que lim(logn)/n = 0.

6. Se limz, = a e (t,) é uma seqiiéncia de nimeros positivos com

lim(ty + -+ tn) = +o00,

prove que
N A RS e e ol 2
lim =a
1+ +1ty
. T+t . .
Em particular, se y,, = ST A , tem-se ainda lim y,, = a.

n
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