Apénpice D

CONSTRUCAO DO CORPO DOS NUMERO REAIS

CoRTES DE DEDEKIND

Como foi mencionado na secao 5.1, o matematico alemao Richard
Dedekind (1831-1916) introduziu o conceito de nimero real inspirando-se
na teoria das razoes iguais de Eudoéxio. Por uma questao de simplicidade, a
definicdo de nimero real a ser dada aqui néo é exatamente a de Dedekind
— mas € equivalente e, no aspecto formal, estd bem préxima da original.

Derinigio 1

Um conjunto K < Q é chamado de corte em Q se
i) K#PJeK=Q.

ii) Sexe Key <x,entaoy € K.

i) Se x € K, existe y € Ktal que y > x.™

Exemplo 1: Se a € um nimero racional, entdo o seguinte conjunto é
um corte em Q:

K@) ={xeQl| x < al.

) Obviamente K (a) # @ e K (a) #Q. Ademais, se x e K@ey<xx<a,
entao y < a e, portanto, y € K (a). Por fim, se x € K (a), entao x < a.

NA 'N_a-verdade, Dedekind definiu corte no conjunto dos nimeros racionais como uma
subdivisao de Q em dois subconjuntos A e B tais que:a) Sex € Aey € B, entdo x <
< Y; b) o conjunto A nao tem mMaximo e o conjunto B nao tem minimo; ¢) as duas classes

-

Zg:epzfaendem, exclusivamente, todos os nimeros racionais ou todos menos um, situado
s. ,
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Como o corpo @ ¢
€ denso, existe
) y e tal que x < y < a. O fato de
pertencer a K(a) encerra a justificacio. Q tal q y Y

Os cortes do t
O tipo K(a), em que a é um nimero racional arbitrario,

sao cham ' i
¢ ados cortes racionais. O corte K (0) sera indicado simplesmente
por U e o corte K(1) por 1.

Exemplo 2: O conjunto K = {x e Q|x < Oou (x = 0 e x* < 2)} é
um corte em Q.

A demonstracdo das duas primeiras partes da definicao ¢ imediata.

Azgoraz, se X € K, vamos considerar os dois seguintes casos: x < 0; x > Oe
X< 2.

No primeiro, como 1 > x e 1 € K, assunto encerrado. Quanto ao

segundo caso, ou seja, x > 0 e x* < 2, basta observar que 24x > =uekK
+ X

e u > x (como mostra raciocinio feito no exemplo 2 do capitulo 3).

Prorosicao 1

a) Se x e y sao numeros racionais e x < y, entao Kkx)c Ky)e
Kx)#KY).

b) SeJéumcorteem Q ex € J, entao K(x) < Je K (x) #J.

Demonstracao de b): Se y € K(x), entaoy < x &, COMOX € J, entao
y € J. Logo Alx) c J. Por outro lado, como x € J existe u € J tal que

u > x. Logo, u ¢ Kx) e, portanto, Kx) = J.

DEFINIGAO 2

Seja R o conjunto de todos os cortes racionais; entao cada elemento
de R sera chamado nimero real e, consequentemente, R sera chamado
de conjunto dos niimeros reais em se definindo adicao, multiplicagao e a

relacdo < da seguinte maneira:
Adicao: Se J e K sao cortes em Q, a soma J com K &, por definigao,
o seguinte subconjunto de Q:
J+K={x+y|xeJeye K}

Mostremos que J + K também é um corte em Q.

e Que vale a condicao i da definicao 1 é imediato.

. Sejax +yxeJeye K) um elemento de J + K e consideremos
um numero racional u < x + y, entao x + y = u + {, para algum



312 Fundamentos de Aritmética

numero racional ¢t > 0. Fazendoy —t = z, entaoy =t + z (0 que
mostra que z < y e, portanto, quez € Hleu=x + Y- =x+2z
Comoxe Jeze K entaou e J + K

* Sejaz=x+y(x e Jey e K)um elemento deEJ‘-.L K. Como J e
K sao cortes racionais, existem x, € Je y, € K tals’que X <X e
y <y, Daix +y<x, +y,e comox, +y, e J+ K ficaprovado
que ha em J + K um numero racional maior que z.

Entéo, indicando-se por ® o conjunto dos cortes em Q, a

correspondéncia
J,K)—=J+ K,

onde J e K sao cortes em @), ¢ uma operacao sobre . Pode-se provar
que para essa operagao valem as seguintes propriedades, quaisquer que
sejam os cortes /, J, Kem (:

a)(l+N+K=1+J+K).

a)l+Jd=J+I.

a,) 4+ 0 =1

a,) A equagao J + X = 0, tem uma Unica solucao.

Essa solugao, indicada por -J, e chamada simétrico aditivo ou

oposto de J, ¢ definida assim: -J = {x € Q | -x ¢ Je -x ndo é o minimo
(le ‘(}l - J} y

Como consequéncia, se/, J e K sao cortes de Dedekinde/ +J=/+K,
entao J = K (justifique).

Exemplo 3: Mostremos que A(2) + K(-2) = K(©O) (= K(-2) = - K(2))

Seja x + y € KQ2) + K(-2). em que x = K(2) e y = K(-2). Entao
X <2ey<-2e, portanto, x + U<2+(-2)=0.0u seja, x + y € K(0).

Se, por outro lado, se z = A(0), entéo z < O e, portanto, -z = d > 0.

Como
d) ( d
= |2-——|+] Do2_¢Y
z (._ 2][ 2 ZJ'
d_ . d
em que 2-;: K2)e —2—35 N(-2). entdo z = K?2) + K(-2).

No:’aé )De um modo geral, se a € um nimero racional, entao K(a) + K(-a) =
= NU), ' | .
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Derinigio 3

‘ _Seja @ um numero real e n um numero natural, define-se, entao, na
(multiplo n-ésimo de a) da seguinte maneira:

* Oa=0.
* Sen>0,entéona = (n-1)a + a.

Assim, la =0a +a=a,2a=la+a=a+a3a=2aa=@+
+ a) + a, etc.

A relagdo <: Se/ e J sdo dois cortes racionais, diz-se que | < JselCJ.

Vale observar que:

* J21significal < J.
e | <J(oud > ) significal =Jel = J.

« Os conceitos de positivo, negativo, estritamente positivo e
estritamente negativo sao definidos da maneira habitual.

Para a relacao = sobre = assim definida, valem as seguintes
propriedades, quaisquer que sejam os cortes l,J, Kem Q:

o)/ =1

o)l =Jed=sl=1=J
o,)lsJerI\':Isl\’.

o)/ =Joud =1l

Logo, = € uma relagao de ordem total sobre .

E, para a relacao <, vale a lei da tricotomia, ou seja, se | e J séo

cortes em Q, entao/ <J. 1= Joud <L

Exemplo 4: Um corte K é estritamente positivo se, e somente se,
existe x € K, x> 0.

(=) Se K > K(0), entao K(0) — K e K(0) # K. Logo, existe x € K tal
K(0) e, portanto, X 2 0. Se x > 0, demonstracao encerrada. Se

que \ € -
da definicdo de corte garante que existe a € K, a > 0.

x = 0, a parte iii

(<) Por hipotese, existe X € K. x > 0. Assim, se y € K(0), entao
) < x e, portanto, pela parte ii da definicao de corte, podemos garantir
K. Logo, K(0) < K. Como x = Ke x £ K(0), entao K(0) < K.

(r~

f
)

< L
uey €

Fe)

Exemplo 5: Se/eJ séo cories em Z.SeJ>l,entaoJ-I=J+ (=) >

> K(0).
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e ——————

: . . nao pertencern a /. Dentre
Por hipétese, existem elementos de J que nao perten ‘

. . ~ ' it ace existi S (( - (-
estes, indiquemos por x um que ndo scja o Minimo (se existir) g8 Q=),

, ‘ - ey e,
Mas se x € J, entao existe um numero racional i t'a'l que y = x € UC = J
Consideremos o nimero racional estritamente positivo y + (= x). Comno

X &/ e x ndo é o minimo de Q- (-/), entao —x € (= /). Logo, y + (= x) e
J + (=I). Dai, J + (=) > K(0), pois J + (/) possui um elemento estritarmente
positivo. 8

Como consequéncia, se J > /, entao existe um corte K estritamente
positivo tal que J = [ + K. Obviamente: K = J - .

Multiplicacao: Se / e K sdo cortes em Q, o produto / - K (ou /K|
simplesmente) é definido assim:

* Sel>0eK >0, entao
[ K={xeQlx=0lu{xylxel x>0,ye K y>0}.

* Se/=00uK=0,entdo/ -K=0.

* Sel<0eK<0,entao/-K=(-)-(-K).

* Se apenas um dos cortes é menor que 0, digamos, / < 0, entdo

[-K=—[])-J].

Pode-se provar que a lei que associa a cada par (/, K) de cortes seu

produto / - K é uma operacéao sobre R, chamada multiplicacao de cortes.

Para essa operacao, valem as seguintes
sejam os cortes /, J, Kem @ :

my) (-K)-K=1-(J-K).

my) [-J=J-].

my) J-1=J(J-K(1) = J).

m,) AequacaoJ X = K (1) tem uma unica solugao,

Essa solucdo é chamada sjreri
a simetr inlicati . .
denotada por J'. ico multiplicativo ou inverso de J e é

propriedades, quaisquer que

Envolvendo a adicao e a m
distributiva da multiplicacao, oy sej

d)LU+m=LJ+LKVLJKeR

Nota: Daqui em diante,
reais por letras mingscy

al.Jltlplicagéo, vale ainda a propriedade

Para facilitar mi |itas ve
’ Zes denOt em if
ar m
laS de nOSSO a'fal t ' 0Os 0os nu eros
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Proposicio 2

Se aeb sao nt :
Sa0 numeros reais, sendo b # 0, indica-se por _ab_ o produto

ab

-1 l
. ISsO posto, v i : i 5
P , valem as Seguintes propriedades para quaisquer numeros

reais a, b, c, d ER,seb;tOed:tO:i)%: k4 se, e somente se, ad = bc;

G
R e R
L Derr_llonftragéo de ii: Usaremos, na demonstragdo, o fato de que
(@ab)” = a™ b, Esse resultado decorre do seguinte:
(ab)@ - b™') =(aa)bb™) = 1.
Assim,
2+ S =ab +od' = alddb '+ cbb )
b d |
= (ad)(bd)" + (bc)bd) ™ =
a
= (ad + boybay" = 241X

Envolvendo as operacoes e a relagao de ordem sobre R, valem as
seguintes propriedades, para cortes quaisquer /, J:

e [<J=1+ K<J+ K, para todo corte K.
e /|<J=1-K<J-K. Paratodo corte K > 0.

Ou seja, a relagao de ordem < é compativel com as operacoes
definidas sobre R.

As propriedades algébricas basicas do conjunto R, dotado da
adicdo, da multiplicagao € da relacdo < definidas nesta secao foram
face dos complexos artificios que envolvem sua

apenas enunciadas, em S ¢ :
ntram entre as prioridades deste livro.

demonstracao e porque nao se enco

Também nos limitaremos a citar que a aplicaggdo 6: Q — R definida

por G (a) = K(a) &

e [njetora. |
« Conserva as operagoes adicdo e multiplicacéo, e a relagao de
ordem <, isto €, para quaisquer nimeros racionais a e b:
=

cl@at+hy=0c@+o (b) (& K(a + b) = Kla) + K(b))
s@ -b)=0@- cb)(= K(a - b) = K(a) - K(b))

a<hb=>0c@=o0 (b) (ver proposigao 1).
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Isso torna valido, algebricamente falando, identificar cada nimerq
racional a com o corte /{(a) (a identificacao de 0 com /{(0) ja foi até antecipada)
€, portanto, considerar () como um subconjunto de I, Formalmente, negga
contexto, ¢ (a) = a, Va € Q. Na verdade, ) é um subcorpo de R pois se
trata de dois corpos, tais que Q© < R e as operagoes e a relacao de ordem
em Q sao restricdes, a este Ultimo conjunto, das operagoes e da relacao de
ordem em R, mediante a identificacao proporcionada por 6. Chamaremos 4
aplicacao ¢ de imersdo de Q em R.

Os elementos de R-Q sao os de nimeros irracionais. Portanto,
no modelo criado por Dedekind para introducdo dos nimeros reais, os
nameros irracionais se identificam com os cortes ndo racionais.

Exemplo 6: O corte do K = {x e @ | x < Oou (x = 0 e x* < 2)}
define um numero irracional. De fato, suponhamos que houvesse um
numero racional a tal que K = {x e Q |x < a}. Como a é o supremo
deste segundo conjunto, entao deverfamos ter a = sup(K). Mas o conjunto
K nao possui supremo (ver exemplo 2, capitulo 5).™ Portanto, K define um

namero irracional. Na verdade, o namero irracional definido por K é /2
COMO Veremos.

’

Proposicio 3

Sejam [ e K, I < K, dois nimeros reais. Entdo existe um ndmero
racional r tal que / < K(r) < K (em outras palavras, entre dois nimeros

reais diferentes quaisquer ha sempre um nimero racional — e, portanto,
infinitos).

Demonstracao: Como / estd contido propriamente em K, entéo

existe s € Ktal que s ¢ I. Seja r € K um nimero racional maior que s e
mostremos que [ < K(s) < K(r) < K.

Suponhamos que existisse x € [ tal que x ¢ K(s) ou, o que €
equivalente, x =2 s. Mas como s ¢ |, entao, na verdade, x > s. Esta

desigualdade, porém, implica que s € /, pois x € [ e ] é um corte em Q.

Absurdo. Donde, todo elemento que estad em / também pertence a K(s), ou
seja | < K(s), ou I £ K(s).

Como s < r, entao K(s) c K(r) e K(s) = K(r), ou seja, K(s) < K(r).

Falta provar que K(r) < K. Se x € K(r), entdo x < r e, como r € K,
entao x € K. Logo, K(r) c K. Por outro lado, levando em conta quer e K

NA O supremo de K em @ é também o supremo de L = {x e Q lx = 0 ex?’ < 2} que,
como garante a resolugao do exercicio mencionado, nao existe.
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existe u € K, u > r. Dai. (1) - I¢ — . . e
K(w) © K, entao () ) < Ky e Ky 2 I(r). Como 11 € K, implica que

1< K < K, () ¢ K, com IK(r) 7 K(11). Logo, K(r) = K e, portanto,
=
Proposicao 4

Seja A < R
S

‘ v AL 030 Se /L6 limitado superiorrnente, entao existe
s € U tal que

=sup(4)).

l?emonstragao: SejaW = U {I | | € /} e mostrernos inicialmente
que W é um corte em 0.

Obviamente W nao ¢ vazio porque cada | # ©. Por outro lado,
como £l € limitado superiormente, existe urn corte /£ tal que | = /.
qualquer que seja / € /. Como existe umn narnero racional a que
nao pertence a K (porque K é um corte), entao a # W (Se a = W/,
entao a € /, para algum / € /i; logo, a pertenceria a i, o que &
impossivel.)

Seja x € W e consideremos um ndmero racional y < x. Como x
pertence a W, entao x € [, para algum /[ € /.. Mas como / & um
corte,y € 1. Logo,y e W.

e Se x € W, entdo x € /, para algum / € /. Como / € um corte,
existe y € / (e, portanto, y € W) tal que y > x.

Provaremos, agora, que W = sup(/).

« Como W é a uniao de todos os cortes que pertencem a .-, enta
| = W, qualquer que sejal € A, ouseja, ISW, Ve .

O

« Seja L uma cota superior de A; entao I c L, ¥V | € -, donde
W c L, ouseja, W= L.

Nota: A proposicao 4 garante que R é um corpo ordenado completo.

Pode-se demonstrar que todo 0 corpo ordenado completo e isomorfoa X,

ou seja, essencialmente, um corpo ordenado completo nao se distingue de
’

P no que tange a estrutura algébrica.

ProPOSICAO 5

. ! ' tad o A =R es .
Sejam /\ e I subconjuntos de It tais que. QN R e 5L|po_r1haqlob
) seja menor que todo elemento de . Entao existe

que todo elemento de / nor
um Unico elemento de ' que nao e superado por nenhum elemento de A

e que nao supera nenhum elemento de /0,
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Demonstracao: Como todo y € [ é cota superior de /i, entao
existe ¢ = sup(4) € R. Logo, x = ¢, para todo x € /. Comowc € a menor
das cotas superiores de /i, entdao ¢ < y, para qualquei y € 5. Em suma,
X £ ¢ =y, para qualquer x € /i e qualquer y € /[, O que encerra a
demonstragao, quanto a existéncia.

Suponhamos que existisse um outro elemento c’€ R gozando das
mesmas propriedades e tal que c < c’. Porém, como jé vimos, existe um
namero racional a tal que c < a < ¢’. Entao a nao pertence a A\, por ser
maior que ¢, € nem pertence a /3, por ser menor que c¢’. Absurdo. Da
mesma maneira se prova que c'< c leva a uma contradicao. Fica provada,
entao, a unicidade. -

Proposicio 6

Existe um ndmero real c tal que ¢* = 2 (ou seja, existe a raiz quadrada
de2em R).

Demonstracdo: Sejam / = {x e R| x <Oou(x =2 0ex* <2)} e
J={yeR |y>0ey®>2}.

Consideremos um elementou € R. Seu < Q0 entao x € |I.

Se u = 0, tem-se entao as seguintes possibilidades: u* < 2 ou u® > 2.
Na primeira, u € [ e, na dltima, u € J. Logo,/ v J = R.

Por outro lado, seja x € /. Se x < 0, entdo, obviamente, x é menor
que todo elemento de J. Se x > 0, entdao x* < 2 e como y® > 2, qualquer
que seja y € J, entdo x* < y* do que segue x < y (por qué?). Logo, todo
elemento de / € menor que todo elemento de J.

Entao, devido a proposicao anterior, existe um tinico c e R (c = sup(l))

tal que x < ¢ = y, quaisquer que sejam x € | e Yy € J. Mostremos agora,
por reducéo ao absurdo, que ¢® = 2.

Suponhamos que se pudesse ter ¢® < 2. Entdo, seguindo-se a mesma
linha de raciocinio do exemplo 2, capitulo 5, prova-se que, para o numero
4c
real c, = ——-, valem as desigual ; 2
S S 3 gualdades ¢ < ¢, e ¢ < 2 (logo, ¢, € /), 0
que € absurdo, pois ¢ = sup(/).

. = 2 »
Vejamos a pista para provar que ¢ > 2 também leva a uma

2+c2

contradigao. Toma-se ¢, = 5o~ € prova-se que 2 =22ec <C

Desta dltima desigualdade decorre (ver exercicio 451) que existe x €/
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* 4 2 ’
tal que ¢, < x < c. Entao c5 < x” = 2 e dai ¢;5< 2. Absurdo. Donde

2 — »
¢ = 2, como queriamos provar,
M

Nota: Generalizando o raciocinio desenvolvido no exemplo anterior, pode-se
provar que dado um nimero real a > 0 e um niimero natural n > 2, existe
um numero real ¢ tal que ¢" = a. Esse niimero é chamado raiz n-ésima de
a e denotado por ¥a .

Proposicao 7

Sejam a e b nimeros reais, com a > 0. Entao existe um namero
natural n > O tal que na > b, ou seja, o corpo dos nimeros reais €
arquimediano.

Demonstracao: Podemos nos ater ao caso b > a. Indiquemos por /
o corte que define a e por K o corte que define b. Entao K © /e K # . Como
a>0,entao b > 0, ou seja, ] o0 e K 50, I, K # 0, existem nimeros
racionais estritamente positivos re staisquere fes ¢ K. Entaor <ae
s >bedaima > mr, YmeN (por qué?).

Sendo o corpo @ arquimediano, existe num numero natural nao

nulo n tal que nr > s. Entdo na > nr > s > b e, portanto, na > b. -

A REPRESENTAGAO GEOMETRICA DOS NUMEROS REAIS

Dada um reta r, fixemos dois de seus pontos. O primeiro, chamado
origem, sera denotado por O e 0 segundo, a direita de O, sera denotado
por (. Tomando-se o segmento OU como unidade de comprimento, a reta
determinada por O e ( é chamada rela real.

A semirreta de origem O e que contém (I € chamada semirreta
positiva (ou semieixo positivo) e a outra semirreta determinada por O em
r, semirreta negativa (ou semieixo negativo).

Veremos agora como associar a cada ponto da reta r um dnico

nimero real positivo por meio de uma correspondéncia bijetora, Assim,
cada ponto que se identifica com um é um s6 nimero real que é chamado

abscissa desse ponto.

Ao ponto O associa-se 0 numero zero e ao ponto (f o nimero 1. Seja
dado agora um P do semieixo positivo, distinto de O e de (J. Ha dois casos

a considerar:



