APENDICE Hi

 CONSTRUGAO
LOGICO-FORMAL DO

CONJUNTO DOS
NUMEROS INTEIROS

1. Os numeros inteiros: construgao

Nosso objetivo aqui ¢ dar um sentido matemitico a todas as expressoes
do tipo a — b, para quaisquer a, b € IN, de maneira a poder tratar como
entes do mesmo conjunto tanto aquelas como 7 —3, 5 — 1 ¢ 4 — 0 quanto
aquelas como 3 — 7, 1 — 3 e 0 — 2, por exemplo. Nesse sentido convém ob-
servar primeiro que subjacente a cada ‘‘diferenga’’ a — b estd o par ordenado
(a, b) € IN x IN. Além disso € facil ver que, por exemplo, a igualdade em IN

5-3=9~7

equivale a 5 + 7 = 9 + 3, De uma maneira geral,sea, b, c,d €IN,a =be
¢ > d, vale a equivaléncia:

a-b=c—-deat+d=c+d

Essas considerages, aliadas ao fato de que o conjunto dos inteiros a ser cons-
truido, deve ser uma “‘ampliagio’’ de IN, ajudam a entender o caminho que
tomaremos.

No conjunto IN x IN consideremos a relagao n definida da seguinte
maneira: para quaisquer {a, b) e (¢, d)em IN x IN,

(a,b) v (c,d) == a+d=b+c

Para a relagdo ~ valem as propriedades:
® Reflexiva pois, como para todo (2, b) € IN x IN, se verificaa+ b= b + a,
ent3o (a, b) ~ (a, b).
o Siméirica, ou seja, se (a, b} ™ (c, d), entdo (¢, d) ~ (a, b} (exercicio)
o Transitiva pois, se (2, b) ™~ (c,d} e (¢, d) v (e, f), entio a+d=b +ce
c+f=e+d;dafa+d+f=b+c+fec+f+b=e+d+bh, oque
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implica a+d+f=e+d+b e portanto a+f=e+b, ou seja:
(a, b} ~ (e, 0). _

Logo n € uma relacio de equivaléncia em IN x IN e, por conseguin-
te, determina uma parti¢io neste conjunto em classes de equivaléncia. Para
cada (a, b) € IN x IN, indicaremos por (a, b) a classe de equivaléncia deter-
minada por (a, b} € IN x IN. Assim:

(a.b) = {(x,y) EIN x IN|(x,y) ~ (a,b)} =
={(x,y)€IN X IN|x+b=y+a}

O conjunto quociente de IN x IN por nv, ou seja, o conjunto de todas as clas-
ses (a, b), para qualquer (a, b) € IN x IN, serd indicado por Z. Entdo:

z=-"*BK _({& B)l(2, b) €N x IN}

Por cxemplo:

)= {2,003, 15 (%, 2); ...}
= {(0,2); (1,3% (2, 4% ...}
( = {(0, 4 (1, 5% (2, 6); ...}
E dlaro que: (a, b)=(c, d) = (a,b) ~ (c,d) = a+d=b+c.
Em particular vale o seguinte: se a > b, entdo (a, b) = (a — b, 0), pois
a+0=(a-b)+b; eseb>a, entdo (a, b)=(0, b — a), uma vez que
at(b—-a)=b+0 Assim, se (a, b)EZ, entdo (2, b)=(c, 0) ou
(a, b) = (0, ¢}, para algum ¢ € IN. E essa maneira de representar o elemento
a, b) € tnica pois, por exemplo, se (c, 0) = (d, 0), entdo c + 0 = d + 0 e daf
d.

[ B

1.1 Adicdoem Z

Consideremos os mimeros naturais 4 e 3 escritos sob a forma: 4 =5 — |
¢3=7-4Entic: 4 +3=(5-1)+(T7-4=(5+7)—(1+4).Essaob-
servagiio ajuda a entender a defini¢io a seguir:

DEFINICAO 1 Sejam m = (a, b) e n = (c, d) elementos quaisquer
de Z. Chama-se soma de m com n, e se indica por m + n, o elemento de Z defi-
nido por:

m+n=(a+c,b+d)

Suponhamos m = (a, b)=(a,, b,) ¢ n=(c, d)=(c,, d,); entdo
m+n=(a+c, b+d) e m+n=(a, +¢,, b, +d,). Como porém
(a,b)~(a,b)efc,d)™~(c,d,),entdioa+b, =b+a,ec+d =d+¢,
do que resulta (somando membro a membm essas igualdades): (ath,) +
+(c+d)=(b+a)+{d+c)ou@a+c)+ (b +d D=bm+d)+(a;+c)
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Donde (a + ¢, b+ d)=(a, + ¢, b, + d,). Logo a relagio dada por
(m,n}) = m+n

é uma aplicagio de Z x Z em Z e portanto € uma operagio sobre Z. A essa
operagio chama-se adigdo em Z,
Para a adigdo em Z valem as seguintes propriedades:

a, Assoctativa

De fato, se m = (a, b), n = {c, d) e r = (e, f) sdo elementos genéricos de Z,
entao:

m+n)+r=@+c,b+dj+(e,N=(@a+c)+e, P+ +DH=
={(at+{c+e),b+t{d+DH)={a,b)+(c+e,d+f)=
—EH+HED+E D) =m+(@+0)
a, Comuiativa: m + n = n + m, ¥m, n € Z. Exercicio.
a, Existe elemento neutro: € a classe (0, 0). De fato, para qualquer (a, b) € Z:
(a,b)+ ({0, 0)=(a+0,b+0)=(a,b)

E ébvio que (a, a) = {0, 0), para todo a € IN. Usaremos a notagio:
0 = (0, 0), a qual serd justificada no item 2.

a, Todo m = (a, b) € Z admite oposto (simétrico aditivo). Ou seja, para todo
m € Z existe m’ €Z de modo que m + m’ = 0. Usaremos a notagao:
~m=m’,

Como

@b+, a)=@+b,b+a)y=0
entao: m = (a, b) = —m = (b, a).
Destaquemos ainda a lef do cancelamento em Z.:

m+r=n+r =m=n

Defato:m=m+0=m + [r+ (-r)]=(m +r) + (-r) =
=mn+)+(-r)=n+[r+(-r)}j=n+0=n.

1.2 Subtragdoem Z

Para cada par de elementos m, n € Z, chama-se diferenga entremen e
indica-se por m — n o elemento m + (—n) €Z. Ou seja:

m-—n=m+ (—n)

Assim, posto que m — n € Z, quaisquer que sejam m, n € Z, a relagio dada
por
{m,n) - m—n
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€ uma aplicagiio de Z x Z em Z — ou seja, € uma operagiio sobre Z. A essa
operagao denominamos subtragdo em Z. Esta operagio, contudo, nfo € associa-
tiva, nem comutativa e tampouco admite elemento neutro. Sugerimos ao lei-
tor verificar esses fatos.

1.3 Multiplicagdo em Z

Uma maneira pouco pritica de multiplicar os mimeros naturais
3=5—-2e4= 10— 6 seria a seguinte:

3. 4=(5-2)-(10—6)=(5-104+2-6)—(5-6+2 - 10)= 62— 50 = 12
Contudo, a partir daf fica mais ficil entender a
DEFINICAQ 2 Sejamm = (a, b) e n = (c, d) elementos genéricos de

Z. Chama-se produte de m por n e indica-se por mn (ou m - n)o elemento de Z
definido por:

mn = (ac + bd, ad + be)

S¢ m=(, b)y=(a,, b))en={(c, dy={(c,d,}, entio
mn = (ac + bd, ad + bc) € mn = (a;c, + b,d,, a,d; + b,c;). Mas como
(a,b) ~ (a;,b))e(c,d) ~ (c;,d),enthoa+b,=b+aec+d,=d +¢c,
Dai obtemos: c{a+b,)=c(b +a)), a;{c+d)=2,{d+¢,), d(b+a,)=
=d(a+b,) eb(d+ ¢} =b,(c + d,). Desenvolvendo esses produtos e de-
pois somando membro a membro as igualdades obtidas, feitos a seguir os can-
celamentos possiveis, restard

(ac + bd) + (a,d, + b;¢;) = (bc + ad) + (a,c, + b,d,)

o que pode ser traduzido por:
(ac + bd, ad + bc) = (a]CI + b]dl, ald] + b]cl)

Isso significa que a relagdo
(m,n) — mn

€ uma aplicagiode Z x Zem Z e, por isso, uma operagio sobre Z. Trata-se, -
obviamente, da multiplicagao em Z, da qual destacamos as propriedades a
seguir,

m, Associativa: m(nr) = (mn)r, para quaisquer m, n, r € Z. Exercicio.

m, Comutafiva

De fato, se m = (a, b) e n = (c, d) sio elementos quaisquer de Z, entdo

mn = (ac + bd, ad + bc) = (ca + db, ¢b + da) = nm
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m; Existe elemento neutro: € a classe (1, 0), 4 qual indicaremos apenas por 1 (a
Jjustificativa para essa simplificagdo serd vista no item 2), pois:

V@, b)EZ = (1,0)-(a,b)=(1 -a*0 b, i -b+0-a)=(a b)

m, Lzt do anvlamento do produts: Sem, n €EZ emn = 0, entdiom = Goun = 0.

Como jé observamos anteriormente, todo elemento de Z pode ser repre-
sentado univocamente sob uma das seguintes formas: (a, 0) ou (0, a), para
algum a € IN. Vamos supor, por exemplo, m = (a, 0) e n = (0, b). En-
tio, por hipétese, mn = (0, ab) = (0, 0). Dai0 + 0 =ab + Oouab =0
(em IN), o que implica a =0 ou b = 0. Donde m =0 ou n = 0. Os de-
mais casos nio apresentam nenhuma novidade.

& Distributiva: Para quaisquer m, n, r€Z, m+(n+r)=(m+n) +r.
Exercicio.
QO conjunto Z, munido das operaces introduzidas através das definigdes
1 ¢ 2, mais a relagdo de ordem a ser introduzida no item seguinte, € chamado
conjuntp dos nimeros inteiros. E os elementos de Z, nessas condigdes, sao chama-
dos ndmeros intetros.

1.4 Relagdo de ordem em Z

Se m € Z, entio m = (a, 0) ou m = {0, a), para algum a € IN. Assim,
se fizermos

|

0,0=0 ©,1)=—1
(1,0) = +1 0,2y = -2
(2, 0) = 42 0,3)= -3

torna-se vilido escrever
Z={.,6-2,-1,0,+1,+2, ..}

Fagamos {0, +1,+42, ...} =Z e{...,-2,-1,0} =Z_. Os clementos de Z ,
se dizem inleiros positivos € os de Z_ infeiros negativos. Todo elemento
m EZ% = {+1, +2, +3, ...} é chamado inteiro estritamente positivo; e todo
mEZ! ={.., -3, -2, —1} é um inteiro estritamente negativo. '

Notemos que se m € Z, (ouZ* ), entdio —m € Z_ (ou Z2) e vice-versa.
De fato, se por exemplo m = (a, 0) (logo m €Z, ), entao —m = (0, a} (que
estd em Z_).
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DEFINIGJO 3 Sejam m, n € Z. Diz-se que m € menor que ou igual an

e anota-se m % n se
n=m+r

para algum r € Z , . Neste caso também se pode escrever n 2 m, o que se }&:
“‘n & mator que ot fgual a m’",

Se n=m+r, onde r €EZ%, entdo m se diz menor gue n. Notagao:
m < n. E equivalente dizer que n & maior gue m e anotar n > m.

Em particular 0 € r, Vi €Z, , poisr=0+r,es< 0, ¥sE€EZ_, jd
que 0 =5 + (—s). Também: 0 <r, para todo r €EZ"% e r < 0 para todo
reEZ’.

Vejamos agora as propriedades mais importantes da relagao <
schre Z.

o, Reflexiva: m € m, YmEZ poism=m+0e 0EZ, .

0y Anti-simétrica: Vamos supor m € n e n € m. Entdo m = n + r;, onde
r = (a, 0), para algum a €IN, e n = m + r,, onde r, = (b, 0), sendo b
um conveniente elemento de IN. Entéo:

m=n+r=(m+r)+r=m+{r,+r)=m+(a+b,0)
o que implica, pela lei do cancelamento da adigao:

@+ b, 0)= (0, 0)

Daia+b=0{(emIN)eportantoa=b=0. Donder, =r,=0em = n.
o; Transitivaa m £ n e n § q = m% q. (Fica como exercfeio.)
0, M%&ND OU NDNLm

Vamos suporm = (a, 0)en= (b, 0). Sea € b, entio b = a + ¢, para
algum ¢ € IN e portanto

n=(b,0)=(a+c, 0)=(a, 0)+ (c, 0) = m + {c, 0)

o que garante a relagao m £ n. Se, ao contrdrio, ocorresse b € a, entao vale-
rian £ m.

O caso m = (0, a) e n = (0, b) pode ser encaminhado do mesmo modo.
Finalmente, seja m = (a, 0) e n = (0, b). Entiio

m={2,0=@+b,b)={0,0)+@+b,0)=n+{@+b,0)

de onde segue n £ m.

Uma conseqiiéncia das consideraghes anteriores é que: mEZ_ ¢
n€Z, = m<n.

o5 Compatibilidade com a adigdo: Se m € n, entdo m + p € n + p, para todo
pEZ ’
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De fato, da hipétese segue que m + r = n, para algumr €Z, . As-
sim, para todo pE€Z: n+p=(m+71r)+p=(m+ p)+r. Donde:
m+p<n+p.

o Compatibilidade com a multiplicagdo: m € n e 0 € p = mp € np.
Por hipdtese n = m + r, onde r = (a, 0), para algum a € IN. Supondo
p =(b, 0), como pn =pm + pr, onde pr=(ab, 0) EZ,, entdo
pm £ pn.

2. Imersdode Nem Z

Mostraremos agora, dentro da construgfio que fizemos, em que termos
se pode considerar IN como parte de Z,
Seja f: IN — Z definida por f{a) = (a, 0), para todo a € Z. Ou seja:

f(0) = {0,0) = 0
f(1} = (1, 0) = +1
(2,0) = +2

{2) = T 0)

Entio:
e Im({f) = {f(a)|]a EIN}=Z, = {0, +1, +2, +3, ... }.
f(a) = f(b) = (a, 0) = (b, 0) = a = b, 0 que mostra que f § injetora.
flat+by=(a+b,0)={(a, 0} + (b, 0) = f(a) + f(b), Ya,bEIN
flab) = (ab, 0) = (a, 0) - (b, 0) = f(a) f{b), ¥a, b € IN
Se a € b, entdo b = a + ¢, para algum ¢ € IN e portanto

f(b)= (b, 0) = (a + ¢, 0) = (a, 0) + (c, 0) = fa) + (c, 0)

o que significa que
f(a) < f(b)

Assim, no que se refere aos aspectos algébricos e a ordenagdo, Z, € uma
cdpia de IN, obtida através de f. Dai porque se pode identificar IN com Z , ¢
considerar IN C Z. Mais especificamente, nessa identifica¢io 0 nimero natu-
ral 0 passa a se confundir com o inteiro 0 = (0, 0), o natural 1 com o inteiro
+1 = (1, 0), e assim por diante. A fungio f considerada costuma ser chamada
de imersdo de IN em Z, por razdes Sbvias em face das propriedades que desta-
CAmos a Seu respeito.

Isso posto, se x =(a, b} EZ, entio x=(a, b) =(a, 0} + (0, b) =
= (a, 0) + [ — (b, 0)] e, em consegiiéncia da identificacio feita, x = a — b.
Logo, todo inteiro € igual i diferenca {(em Z) entre dois mimeros naturais.
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Por outro lado, se a, b € IN, levando em conta a identificagio de IN
comZ  :

a—-b=(a 0 -(,0=(,0+(0,b)=(a,b)

o que mostra que a subtra¢gio de dois nimeros naturais € sempre possivel em Z
— ¢ iss0, no fundo, era o que se tinha em vista com a construgdo do conjunto
dos nimeros inteiros,

2.1 O principio do menor inteiro

A identificagiio que fizemos de IN com Z , torna vilida a demonstragéo
que fizemos em 3.3 do principio do menor inteiro:

0; Seja 8 C Z, § # @. Se § admite uma cota inferior (e portanto infinitas),
entdo 8 possui minimo,

EXERCICIOS

352, Se a, b, ¢, d € Z, prove que:
a) (a —b) (¢ — d) = (ac + bd) — (ad + be)
b) (a + b) (¢ = d) = (ac -+ bc) — (ad + bd)

353. Sejam x ¢ y inteiros tais que xy =1. Prove que x=y=1 ou
x=y=-—1.

354. Proveque:a<b+c = a—b <c.
355. Sep >0, proveque a — p < a, para todo a €EZ,
356. Proveque: x’=x = x=0ou x=1,

357. Para tode a € Z, mostre que
a-—-1=mix{x EZ|x < a}

358. Sea<b e c<d mostrequea—d<b~-c
359. Proveque:a<b e ¢ <d = bec + ad < ac + bd.

360. Mostre que, para todo n €Z, o conjunto {x €EZ|n < x < n+ 1} €

vazio.
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