CAPITULO 3

NUMEROS REAIS

3.1 0 PONTO DE VISTA GEOMETRICO

Quando introduzimos coordenadas em Geometria, escolhe
mos uma reta para ser o eixo dos x e este eixo & graduado de
modo que haja uma correspondencia entre pontos e numeros. Isto
e feito escolhendo-se dois pontos arbitriarios (porém distintos)
como as posigoes do 0 e do 1, e a distincia entre estes dois
pontos comoe unidade de comprimento‘ou unidade. Convenciona-se es

colher o ponte-] direita do ponto-0 (Fig. 5), de modo que,

Figura 5
pontos a esquerda do ponto-0 fiquem associados a numeros negati
vos. 0 ponto-0 chamado origem., O ponto correspondente a 7,
por exemplo, fica a direita da origem e a 7 unidades desta. 0
ponto correspondente a -7 fica a esquerda da origem, também a 7
unidades desta. Assim, a cada ponto fica associado um numero, dis
tincia do ponto 3 origem, juntamente com um sinal mais, se o pen
to estiver 3 direita da origem e-um sinal menos, se estiver a
esquerda. Como se ve na Fig. 6, numeros racionais como -4/3, 1/2
2,3 sao facilmente localizados, dada sua relagdc com a unidade

de comprimento.
58.
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Figura 6

0 simbolo 2 designa um numero que, multiplicado por
si mesmo, d3 2, isto e, +Z-/2 = 2. Para ver o significado geo
metrico de 2 consideremos um gquadrado unitario como Io da
Fig. 7. 0 Teorema de Pitigoras nos diz que o quadrado do compri
mento de sua diagonal @ 2. Portanto, representamos o comprimen
to da diagonal por /2 e associamos o numero V2 ao ponto da
reta cuja distancia a origem e igual ao comprimento da diagonal

do nosso quadrado unitario. 1

i
Figura 7. Um quadrado com lados de comprimento 1

Como cada ponto do eixo esta a alguma distancia da ori
gem, fica intuitivamente claro que existe um numerc associado a
cada ﬁm destes pontos. Por numeros reatis entendemos a colegao
de todos os numeros associados a todos os pontos. Todo numero ra
cional esta incluido, porque existe um ponto, a uma distancia
apropriada da origem, para cada numero racional. Podemos, entao,
dizer que o5 numeros racionais formam uma subciasse dos numeraos

reais.
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. No entanto, existem numeros reais que n3o sao racionais.

0 nimero vZ ndo & racional, como provaremos mais adiante, nes

te capituto. Qualquer nimero real, como ¢Z, que nip & racional,
diz-se irracional. De acordo com esta definigdo, todo numeroc real
ou e racional, ou & irracional. A reta, ou eixo, com um numero

associado a cada um de seus pontos, na maneira descrita acima, o

chamada reta real. Os pontos desta reta se dizem racionais ou ir

racionais conforme os numeros a eles associados sejam racionais

ou irracionais.

Observe que a definigdao acima, de numero irracional,

resume-se no seguinte: qualquer niumero real que n3o possa ser ex

Presso como razao a/b de dois inteiros, diz-se irracional.

3.2 REPRESENTAGUES DECIMAILS

@ numero 1/3 & facilmente localizado na reta real: ele
Corresponde a um dos pontos de trissecgao do segmento determinado

Pelos pontos zero e um (Fig. 8).

Figura 8

Consideremos, agora, a representagao decimal de 1/3:

= _ 3 3 3
= 0,33333... "ﬁ*‘m"‘m + ...

) —
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Esta igualdade expressa 1/3 como uma soma de infinitos termos.
Apesar de n3o haver fim para o numero de termos, a soma tem um
vé1or bem definido, isto &, 1/3. Se marcarmos os pontos corres

pondentes a

0,3; 0,33; 0,333; 0,3333; ...

na reta real, obteremos uma seqiiencia de pontos que converge pa

ra o ponto 1/3. Este fato esta ilustrado na Fig. 9, onde a uni

dade de comprimento foi ampliada. Da mesma maneira, qualguer nu

1
3

4 —
L] 030 033 5

Figura 9

mero, com representagao decimal infinita, esta associado a a]gum'
ponto da reta real. 0 ponto correspondente a 0,99999... & o pon

to de convergencia dos pontos correspondentes a

0,9; 0,99; 0,999; 0,9999; 0,99999; etc.

Como se vé na Fig. 10, estes pontos convergem para o ponmto 1, em

08 0399
(G
0 1

Figura 10
concordincia com a igualdade 1 = 0,99999... do capitulo anterior.

Consideremos, agora, o numero
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g = 0,101 001 000 100 001 000 GO1 GO0 000 1.. ...,

j3 anteriormente usado como exemplo vemos que a este numero tam
bem corresponde um determinado ponto da reta real. E aquele para

o qual converge a seguinte segiiéncia de pontos:

0,13

0,107;

0,101 001;

8,101 001 000 1;

0,107 001 000 100 001; etc.

0 nGmero g, por ter uma representagao decimal ndo peribdica, @
um numero irracional, e o ponto correspandente um ponto irracio
nal.

Isto sugere uma outra interpretagac para 0s numeros reais.
Numeros reais constituem a colegdo de todos os numeros que pos

suem representacdes decimais, finitas ou infinitas, tais como

17,34, 2,176; ~6,307 222 22...; g = 0,101 00Y 000 1... .

De acordo com nossos estudos do capitulo anterior, podemos  sepa
rar estes niumeros em racionais e irracionais. 0s numeros racio
nais sdo aqueles que possuem representagao decimal finita ou Pe
ridodica; os numeros irracionais sdo agueles que nac possuem repre
sentacac decimal periddica, como o numero g acima. Além do mais,
como todo numero com representagao decimal finita (ou, nimeros co

mo 0,43000... com uma sucessdo infinita de zeros) também pode ser
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escrito na forma de d7zima periodica infinita, vamos, nesta sec
gaoc, representar todos o$ numeros racionais por dizimas periodi
cas infinitas. (Por exemplo, vamos pensar no numero 0,43 como
sendo 0,429%9...; talvez parega esquisito, mas simplificara o

que vem a seguir.)

Vamos mostrar agora que numeros reais tem uma unica re
presentagdo deeimal infinita. E o mesmo que dizer: duas fragdes
decimais infinitas representam o mesmo nimero real somente se fo

rem idénticas, algarismo por algarismo.

Por que a representagao decimal infinita & Unica? Res
ponderemos a esta pergunta da seguinte maneira: considere dois
numeros com representagoes decimais infinitas distintas. Sendo
as representagoes diferentes, existe ao menos um algarismo onde

esta diferenga pode ser observada; por exemplo,

2
|

= 17,923416..., .

o
[}

17,923415....

A sucessdao infinita de algarismos apos o “6", na representacgao
do nimero «, pode ser qualquer uma que o lejtor queira imagi
nar, exceto uma infinidade de zeros. Uma observagdo anialoga vale
para o numero b. 0 fato de excluirmos a possibilidade de uma
sucessao infinita de zeros apb6s o "6", nos garante que a € defi

nitivamente maior do que 17,923416, o que, em simbolos, se escre
ve:
a > 17,923416
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Por-outro lado, b & no maximo igual a 17,923416, pois so  tere
mos b = 17,923416 se a sucessip de algarismos apds O ug", na
representacao de b, for constituida apenas de noves, 1isto e,
ce b = 17,9234159. A afirmagao de que » & no maximo igual a

17,923416, escreve-se, simbolicamente:

v
o

b < 17,923416 ou 17,923416
Estas desigualdades para a e p afirmam:

a > 17,923416 2 b

e, portanto, a > b. Concluimos, entio, que a & maior do que b
e isto, naturalmente, exclui a possibilidade de serem jguais. Es
te argumenta foi apiicade ao caso especifico de dois numeros par
ticulares a e b, mas o raciocinio se generaliza imeadiatamente
para qualquer par de numeros que tenham representagoes decimais

infinitas distintas.

3.3 A TRRACIONALIDADE DE VZ

Daremos, agora, a demons tracdo indireta, tradicional, da
irracionalidade de V2 e, no proximo capitulo, daremos outra

demonstragdo, usando um argumento muito mais geral.

Mostramos, no Capitulo 1, que 0S inteiros pares sdo fe
chados em relagdo a multiplicagdo, o mesmo acontecendo com 0s in

teiros Tmpares. Em particular, o quadrado de um inteiro par e

par e o quadrado de um inteire Tmpar € impar.
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Suponhamos, agora, que 2 fosse um numero racional
jsto 6’

Y2 =

S N

onde a e b s3o inteiros. Suponnamos ainda, e 1sto & essencial
para o argumento, que a/b seja uma fragdo irredutivel, isto
e, que a e b sejam primos entre si. Usaremos, especificamente,
o fato de a e b nao serem ambos pares porque, se 0 fossem,

a/b nao seria irredutivel. Elevando ao quadrado a equagao

aci
ma e simplificando, obtemos
2
23%’ az =2b2.
b
0 terme sz i i 2
representa um inteiro par, de mode que a e um
inteiro par e, portanto, a & um inteiro par, digamos a = 2¢, on
de ¢ tambem e inteiro. Substituindo a por 2e¢ na equagao
2
a® = 2b2, obtemos
2 2
(26)2 = 2v%,  act = 2p?,  ze? - BE.
0 termo 202 i i
representa um inteiro par, de modo que b2 € um

inteiro par e, portanto, » & um inteiro par. Mas agora chegamos

ac a a j i
onclusao de que a e b sao ambos inteires pares, enquanto

a R .
e b foram, inicialmente, supostos primos entre si. Esta contra

di¢a a a o e
¢do nos leva a conclusac de que ndo € pessivel escrever Y2 na

forma i i
a/b com a e b inteiros e, portantoe, 2 & irracional,
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3.4 A IRRACIONALIDADE DE /3

Uma das demonstrages da irracionalidade de /3 & seme

Thante 2 anterior, exceto que o argumento chave envolve divisibi

lidade por 3 e nao por 2. Provaremos, como resultado prelimi

nar, que o quadrado de um inteiro é divisivel por 3 se, e 80
mente se, o intetro em st for divisfivel por 3. Observemos, ini
cialmente, que um inteiro divisivel por 3 & da forma 3n, enquan
to que um inteiro nao divisivel por 3 '@ da forma 3n+] ou 3n+2,

Ent3o as equagdes

(3m2 = 8n? = 3(349),

(3m#1)2 = 902 4 6n + 1 = 3(3n° + 2n) + 1,

(3n+2)2 an + 127 + 4 = 3(3n2 + 4n + 1) +1

confirmam a proposi¢do acima.

Supenhamos agora que 3 fosse um numero racional, di

gamos
. a
/3 =z,

onde a e b sdo inteiros. Novamente, como no caso do v/2, supo
remos a/b irredutivel, de modo que a e » ndo sejam ambos
divisiveis por 3., Elevando a equacao ao quadrado e simplifican-

do, obtemos

NUMEROS REAIS 57

0 inteiro 36% @ divisivel por 3, isto & a2 & divisivel por

3. Portanto o e divisivel por 3, digamos, & = 3¢, onde o @&
um inteiro. Substituindo « por 3e na equagao a2 = 3b2, obte
mos

(3¢)% = 3%, 902 = 2, 3% = pl.
Isto mostra que b2 & divisivel por 3 e, portanto, b & divisy
vel por 3. Concluimos, assim, que a e b sdo ambos divisveis

por 3 e isto contraria a hipdtese inicial de ser a/b irreduti-

vel. Portanto, /3 @& irracional

3.5 JIRRACIONALIDADE DE v& E JZ + /3

As demonstragbes da irracionalidade de +Z e v3  depen
deram de propriedades da divisibilidade de inteiros por 2 e por
3, respectivamenfe. mas a demonstragao correspondénte a /& pode
ser feita, de modo a recair pa divisibilidade por 2 ou por 3.
Por exemplo, acompanhando a demonstragdo feita para /2, podemos
supor que

- g

onde os inteiros a e b ndo s&o ambos pares. Elevando 20  quadra

do, obtemos

2. 2

_a
6-;2‘.0-6b.

2 - , - -
Mas, &b e par, assim a2 e par e, portanto, o e par, diga

mos a = 2¢. Podemos, entdo, escrever
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2 2
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Probtemas - Lista 10

Isto nos diz que 3b2 € par. de modo que bz € par e, portan 1. Demonstre, de duas maneiras, que 0 quadrado de um inteiro e
to, b & par. Mas foi suposto que a e b ndo fossem ambos pa divisivel por 5 se, e somente se, o inteiro em si for divisi
res e, portanto, /6 @® irracional. 0 leitor pode, a titulo vel por 5:
de exercicio, deduzir o mesmo resultado fazendo uma demonstragdo (a) Inicialmente faca uma demonstracio paralela 3 do texto no
analogs & que foi feita para /3. casoc da divisibilidade por 3. Parta do fato de que todo

Como um ultimo exemplo, neste capitulo, trataremos da inteiro tem uma das 5 formas: 5n, Gn+l, 5n+2, 5n+3, 5n+d.
irracionalidade de /2 + /3 fazendo a demonstragdo recair na (b) Em seguida, faca cutra demonstragao, usando o Teorema Fun
irracionalidade de /6. Suponhamos que 2 + /3 fosse um ning damental da Aritmetica, Este teorema encontra-se no Capi
ro racional, digamos r, isto &, tulo 1 e tambem no Apendice B.

r = /2 + /3. 2. Demonstre que 5 e irracional,

£levando ao quadrado e simplificande, obtemos 3. Demonstre que /15 @& irracional.

z . 4. Demonstre que 5 + /3 @ irracional.
2+ 2/6+ 3 =00, 2/8 =025, /6= g3

5. Demonstre que V2 & irracional.

Mas, numeros racionais sao fechados em relagdo as quatre opera

6. Dado que o (alfa) & um numero irracional, demonstre que
oes: adiga do, multiplicagao e divisdo (exceto por ze -1 .. _
¢oes: adigao, subtragao, mu P ¢ ( P - a = 1/a tambem e irracional.
ro} e, portanto, % (rz-ﬁ} & um numero racional. Mas V6 @ ir ) )
. . 7. 0 numero 0 & racional ou irracional?
racional e, assim, chegamos a uma contradigao. Concluimos, en

tao, que vZ + Y3 @ irracional.

Sabendo que o inteiro = = a-b e tal que vn = Va-b @

~ . 3.6 AS PALAVRAS QUE USAMOS
irracional, pode-se, imitando a demonstracado acima, provar gue

s+ /5§ irracional. A linguagem que usamos para descrever as varias classes

de numeros faz parte de nossa heranca histdrica e, sendo assim,
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é pouco provavel que ela mude, apesar de sentirmos que algumas
palavras sejam ligeiramente peculiares. Por exemplo, na lingua
gem de todo dia, ao dizermos que algo & "irracional", queremos,
em geral, dizer que este algo & desprovido de bom senso, sendo,
pertanto, contrario a razdo. Mas, e claro que nae  consideramos
numeros irracionais como contrariocs a razdo. Aparentemente,  Os
gregos ficaram surpresos ao descobrirem oS numeros irracionais
porque eles pensavam que, dados dois segmentos quaisquer, como
o laao e a diagonal ae um quadrado, existiriam sempre inteiros
ae b tais que a razao dos comprimentos dos segmentos fosse
a/b. U significado matematico da palavra "racional™ se refere a
razao de numeros inteiros e "irracional" se refere a auséncia de

uma tal raziao.

A palavra “comensuravel" tem sido usada para descre
ver dois comprimentos cuja razdo & um numero racional. Duaas gran
dezas comensuraveis $ao tais que uma delas pode ser "medida" por
intermedio da outra, no seguinte sentido: Existe um inteiro k
tal que, se dividirmos o primeiro segmento em % partes iguais,
cada uma de comprimento &, o© segundo segmento tambem podera

ser dividido em um numero inteiro, digamos m, de partes iguais,

Ny
o
.
.+
M
>
L
>

Figura 11
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cada uma de comprimento £. Neste caso, a razao dos comprimen
tos dos dois segmentos sera
k

13

m *

3|~

que & um numero racional (veja Fig. 11). Porem, se os segmentos
forem tais que a raziao de seus comprimentos & irracional {por
exemplo, o lado e a diagonal de um quadrado), entdo a constru
¢ao acima nunca podera ser feita, ndo importando quao grande
escolhamos % (e qudo pequeno escolhamos &)1 Neste caso, os

segmentos dados se dizem incomensurdveis.

- 3 -
Numeros como 2, 2§ ou, em geral, niumeros da forma

n - . . . ~ v .
va, onde a e racional e »n inteiro, sd3o chamado radicais.

0 termo “"numeros reais" & uma outra heranca do passa
do. Se fossemos escolher um nome hoje em dia, talvez os  chamas
semos de "numeros uni-dimensionais“. De qualquer modo, nda consi
deramos "irreais" numeros que nao sejam reais. 0 leitor estara
provavelmente familiarizado com os numeros complexos dos quais
0s numeros reais formam uma subclasse. Um nimero complexo & um
nimero da forma a + bi, onde & e b sdo reais e ¢ satisfaz
a formula quadritica <2 = -1. Esta defini¢do estd sendo intro
duzida apenas para completar a discussdo sobre classe de numeros.

0 escopo deste livro se 1imita aos nuUmeros reais, portanto nao

nos ocuparemos da classe mais ampla dos numeros complexos.
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3.7 UMA APLICAGAO X GEOMETRIA

Muitos textos didaticos de Geometria, do 10 e 29 graus,
apresentam demonstracdes incompletas, quando estas envelvem nume
ros irracionais. A falha ocorre quando 0 resultado e demonstrado
apenas para o case racional, deixando o caso irracional 1inacaba

do. Isto acontece freqiientemente com o seguinte resultado:
Teorema 3.1. Se trés paralelas sdo cortadas  por duas

y ; = r !
transversais, com ponto de intersecgao A, B, ¢, A', B', €'y co0

mo na Fig. 12, entdo

onde, por exemplo, AB representa o comprimento do segmento de

terminado por A e B,

N\

Figura 12
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Este teorema pode ser usado para demonstrar o teorema
fundamental sobre semelhanga de triangulos: se os trds angulos
de um triangulo forem, respectivamente, iguais aos trés angulos
de outro triangulo, entdo os lados correspondentes serdo propor

eionais {Fig. 13). Este resultado, por sua vez, & muitas vezes

°

Figura 13

usado para demonstrar o Teorema de Pitagoras e, assim, Trigonome
tria e Geometria Analitica sio construidas com base nestes teore
mas .

Vamos, agora, provar o Teorema 3.1 para 0 caso em que
AB/BC & irracional. Vamos aceitar a validade do Teorema 3.1 no
caso de 4B/BC ser racional, pois esta parte do teorema e, em
geral, demonstrada nos livros de Geometria Elementar. Antes de
demonstrarmos o Teorema 3.1 para AB/8C irracional, sera  util

estabelecer o seguinte resultado preliminar:

Teorema 3.2. 5¢ m e n forem inteiros positivos tats

que
m AB
» < B
entdo
mo. A'B"*
n B'C?T
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Demonstragdo. Comegaremos com uma construgdo. Vamos dj
vidir o segmento BC em »n partes iguais, cada parte de compri
mento a, de modo que BC = na. Marquemos, a seguir, mais m
destes pedagas de comprimento o« ao longo do segmento B4, termi

nando no ponto D.

) )
/ RN
7 S o
87 B
—1 N
i AN
7 AN
7 S
s AN
7 AN
7 S
/ AN
/{ AN
4 RC'
Figura 14
Provaremos, inicialmente, que D esta entre B e 4, como na

Fig. 14. Como BC = neo e DB = ma, podemos escrever

DB _ mo . M.
. BC na n'
por hipdotese
m AB
n < BC
e, assim,
DB _ AB
BC B(C”
Esta Gltima desigualdade implica DB < AB, pois ambas as fra

¢oes tém o mesmo denominador B¢. Assim, sendo DB mais curto do

que  AB, segue-se que D esta no interior do segmento AB.
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Em seguida, tracemos retas paralelas a A44' por todos
os pontos de divisao, sendo D' 0 ponto correspondente de D,
no lado direito, como na Fig. 14, VUsanao o Teorema 3.1 no caso
racional (que estamos supondo valido), B'C’ ficara dividido em
n partes iguais € D'B', em m partes iguais do mesmo compri

mento, de modo que

ves__nm
BIC! n’
No entanto, na Fig. 14, observamos que D'B' < 4’B! e por isso
concluimos que
D'B' _A'B' m _ A'B’
B'C* ~B'C' =n  B'C’

- m AB ~ m A'B!
Corolario do Teorema 3.2. Se % > B entdo o> prave

Este corolario e analogo ao Teorema 3.2 e, portanto, sua

demonstragdo tambem & analoga.

Demonstramos, assim, o Teorema 3.2 ¢ um corolario; va
mos agora usa-los para demonstrar o Teorema 3.1, no caso irracio
nal., Seja B um numero irracional representando a razie AB/BC.

Usaremos a representagdo decimal de B, como na Secgdo 3.2.

Para ilustrar a passagem seguinte, fagamos B8 assumir

o valor = = 3,14159..., por exemplo. Podemos, entdo, escrever

32
(]) W(B(.I—G
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As fracoes, a esquerda, s&o obtidas, tomando os numeros 3; 3,1;
3,14; 3,141; da representacao decimal de 7, As fragoes do lado
direito sao obtidas, aumentando estes mesmos numeros de 13 0,1;

0,01; 0,007; etc.

A cadeia de desigualdades (1) e infinita; escrevemos so
mente as primeiras quatro. Estas desigqualdades caracterizam 0 va
Tor particular do B8 em questao, isto e, caracterizam w. Ou se

Ja, se um numero B satisfizer todas as desigualdades {1), entdo

este numero & igual a .

As desigualdades (1) foram escritas em conexao com um
exemplo ilustrative, onde B tinha o valor . Abandonaremos
agora este exemplo, mas ressaltamos que, qualquer que seja o va
Tor irracional que B possa ter, sua representagao decimal forne

cera uma cadeia de desigualdades

— < Bx

E R I
(2) 1+
a a

3
Too < F<

ay T+a
1000 <8<]—6‘6690.., etc.

que caracterizara B8 de modo uUnico e, em cada desigualdade, B es
tara entre dois numeros racionais. Os simbelos @ sdpsdgs s re

presentam inteiros.
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Nossa intencao e fazer B! representar a razao
A'B?'/B'C' e demonstrar que B' tambem satisfaz as desigualda
des {2}, tal qual B. Mas, estas desigualdades caracterizam o
numerc B e, portanto, $' ficara identificado com B, de modo

que

So falta, entdo, demonstrar que R' satisfaz as desigualaades
{2). Para 1sto usaremos o Teorema 3.2, Inicialmente, escothamos
qualquer um dos numeros a1/1, aZ/IO, a3/100, etc., digamos,
a3/100 e interpretemos este como sendo o nimero racicnal m/n do

Teorema 3.2. Entdo, a hipotese do Teorema 3.2,

AB
B

N
A
(3]

3¢ transforma em

3

oo < B

—i

e isto & valido por causa das desigualdades (2). Logo. o Teorema

3.2 nos diz que

isto e,
a
3 .
50 ¢ &'

Vemos. assim, que RB' satisfaz

2 ;]00<B's 1000 8. etc.
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Fazendo um uso analogo do corolaric do Teorema 3.2, ob

témns as desigualdades

1 ‘I 1 Ll 1
Bl B < g B <y B < Tgoor et

1+a 1+a2 1+a3 1+a

Portanto, 8' satisfaz as desiguatdades {(2) tal qual B8; 1logn,

B = B’., o0 que completa a demonstragdo do Teorema 3.1.

3.8 UM RESUMO

Neste capitulo mostramos que todo numero real pode ser
posto em correspondéncia com exatamente um ponto da “"reta real".
Vimos tambem que todo numero real tem exatamente uma representa
cdo decimal infinita (desde que excluamos uma sucessao infinita
de zeros, isto e, representacdes decimais finitas). Esta repre
sentagao decimal infinita foi usada na Seccao 3.7 para demons
trar um teorema chave da Geometria Elementar. Alem disso, demons
tramos a irracionalidade de certos numeros como 2, /3, Y2 +/3,
etc. Nossos metodos, no entanto, foram bastante particulares e
nao descrevemos nenhum procedimento muito geral para determinar

se um dado nGmerc @ racional.

No proximo capTtulo estudaremos numeros irracionais de
uma maneira muito mais sistematica. Vamos achar um processo pelo
qual uma grande classe de numeros pode ser classificada como uma

classe de nmumeros irracionais.

CAPITULO 4

NUMEROS IRRACIONAIS

No decorrer deste capitulo e do proximo vamos aprender
que 0s numeros reais podem ser classificados nao apenas em racio
nais e irracionais, mas tambem em duas outras categorias. Uma ca
tegoria contem os assim chamados numeros algébricos, isto &, nU
meros que sao solucdes de egquacdes algeébricas com coeficientes
inteiros, e uma outra contém todos os demais numeros, sendo es
tes chamados numercs transcendentes. A distincdo se tornara mais
significativa no decorrer da exposigao. Porem mencionaremos
imediatamente que alguns numeros alaebricos sdo racionais e ou
tros irracionais, mas todos os numeros transcendentes sao irra
cionais.

A finalidade alobal deste capitulo e chegar a um método
sistematico que permita determinar se um dado ntmero algébrico
€ ou nao racional. (Ndo vamos, realmente, tratar a classe dos
nimeros algebricos em toda sua generalidade, mas vamos aplicar
nosso metodo 2 muitos exemplos.) Antes de obter este método, es

tudaremos algumas propriedades simples dos numeros irracionais.

4.1 PROPRIEDADES DE FECHAMENTQ

Em contraste com 0s numeros racionais, que sao fechados
em relagao a adigdo, subtratdo, multiplicacdo e divisdo (excetod

79
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por zero), 0s numeros irracionais ndo possuem nenhuma destas pro
priedades. Antes de mostrar este fato, vamos demonstrar um teore
ma que nos permitira produzir uma infinidade de numeros irracio-

nais a partir de um numero irracional dado.

Teorema 4.1. Seja o um numero irracional qualquer e r
um numero racional diferente de zero. Entao, a adigdo, subtragado,
multiplicagdo e divisao de » e o reeultardo em numeros  irra

. s - -1 ~ s s .
e¢tonats. Tambem -u e « 3Q0 1rracionars.

Demonstragao. Estes resultados podem ser facilmente ob
tidos atraves de demonstragoes indiretas. Suponhamos, para come
cur, que -a fosse racional, digamos, -a = »', onde r' & um
pressuposto numero racional. Entdo teriamos a = -»', onde -r'
tambem & um numerc racional. Isto & uma contradigdo, porque o &

irracional.

. -1
0 teorema afirma que -a, a , G+r, a-r, r-a, ra, a/r

e r/a sio irracionais. Ja vimos o caso do -a. Para provar a
irracionalidade de u-]. observamos tratar-se de um caso espe
cial de »/a com r = 1. Portanto, nao ha necessidade de tra

tar este caso separadamente.

Vamos provar os seis casos restantes de uma so vez, por
atacado. Se uma ou mais destas expressoes fossem racionais, en

tao teriamos uma ou mais das seguintes equagdes:

o r _
+r = - = pr re- - = -_—= = =
a P-l, a=-r 2° a 1'3, rg !'4, 1'5, l"s,

NUMEROS IRRACIONAIS 81

onde r;, Ty, T3, Ty, ry, Pg representam numeros racionais. Re

solvendo estas equagdes em o, obterTamos

r
o = ptrs @ = rybr, O = propg, o= 1;, a = rrg, o = X

’g

0s segundos membros destas equa¢des sao numeros racio
nais por causa das propriedades de fechamento dos nimeros racio
nais. Mas nenhuma destas igualdades e verdadeira, pois o e irra
cional. Portanto, & impossivel que qualquer um dos niimeros a+r,
o-r, etc. seja racional, completando assim a demonstracao do teo
rema.

Usando o Teorema 4.1 podemos construir uma grande clas
se de numeros irracionais a partir de um so destes numeros, por
exemplo, a partir de /Z. Aplicando cada uma das afirmagdes do
teorema, podemos dizer, por exemplo, que

-E, L, /s, 3-8, 203, L2, A4

vz A §
sdo todos irracionais. Como uma infinidade de numeros racionais
pode ser usada em cada afirmacdo do teorema, fica claro que pode

mos produzir assim uma infinidade de nimeros irracionais.

Aleém do mais, qualtquer um dos niimeros assim construi
dos, como por exemplo vZ + 5, pode agora ser usado como um no

Vo numero irracional o no teorema. E assim, uma nova infinidade

de numeros irracionais,
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1 + .
. -V2-5, s v2+8,  5/2+25, 7 2, etc.‘ semelhantes aos anteriores que deixaremos suas demonstracdes pa
+ —

ra o Jeitor, na lista de problemas a seguir.
poderS ser gerada a partir deste numero.

Sera que os ndmeros irracionais sao fechados em relagao

- - . _ .- L Problemas - Lista 11
a adigado? Nao, nao sao. Para demonstrar este fato basta  exibip

mos dois niumeros irracionais cuja soma seja racional. No capitu (Em alguns dos problemas sera Util usar alguns dos resultados
10 anterior vimos que Y2 e irracional e, portante, pelo Teore do capitulo anterior, a saber, que V2, V3, /6 e VZ + /3 sido
ma 4.1, -¥Z & irracional. Mas a soma de ¥? com -/2 & O. irracionais).

ue & racional; o mesmo acontece com a soma de 3+/2 e 5-/7 . . - , . . . . . .
q ? * 1. Exiba dois niumeros irracionais cuja diferenca seja irracional.

por exemplo. De um mode mais geral, a soma de pyta CoOm ry=a

- . . . . _ . 2. Exiba dois numeros irracionais cujo produto seja racional e
{onde r, @ r, sao racionais e a irracional). e racional.

demonstre assim que 0s numeros irracionais nae sao fechados

Dizer que os numeros irracionais nao s3o fechados em I . ~
q em relacao a multiplicagdo.

relacao a adicdo ndo significa que se somarmos dois numeros ir

. . ] ~ ) L 3. Exiba dois numeros irracionais cujo produto seja irracional.
racionais cwatsquer a soma sera racional. Significa apenas que

existe pelo menos um caso onde a soma é racional. 0 resultado 4. Exiba dois numeros irracionais cujo quociente seja racional
obtido, quando dois nimeros irracionais sio somados. pode ser e demonstre assim que os numeros irracionais nao sao fechados
racional ou irracional, dependendo dos dois numeros iniciais. em relagdo & divisdo.

Enquanto a soma de 2 com -/Z2 & um numero racional, a soma 5. Exiba dois numeros irracionais cujo quociente seja racional.

de vZ com V3 @ um numero irracional, como foi visto no capl *6. Demonstre que vI(/E - 3) & irracional

tulo anterior.

7. Seja o um nUwero irracional positivo. Demonstre que /o & ir
a i i ionais sao fechado a .
Sera que os numeros irracion e s em relagao racional .
d subtragdo? Nao, pois, por exemplo. se subtrairmos Y2 de si
8. Dado que o e B sdo irracionais, mas «o+8 e racional, de

mesmo, obteremos o numero raciomal O.
monstre que a-B e o+2f <cd0 irracionais.
Analogamente, os numeros irracionais nido sdo fechados

em relacao a multiplicacdo ou divisao. Estes resultados sao tdo
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4.2 EQUACOES POLINOMIAIS

Demonstramos no capitulo anterior que vZ2, V3 e /& séo
irracionais. Como & de se esperar {e talvez o leitor ja o saiba),
nimeros como /7, Y5 e AT também sdo irracionais.  Gostaria
mos, agora, de estabelecer a irracionalidade de todos estes nime
ros por um processo abrangente, ao inves de estudar cada numero
separadamente. Para isto vamos transferir a enfase dos numeros
em si para equagdes algebricas simples que tenham estes numeros
como ravzes. Por exemplo, VZ @ uma raiz da equagao 22-220 ou,
em outras palavras, 2 & uma salugdo de 22-2 =0, ou ainda,

2

vYZ satisfaz a equagao x2° -2 = 0. Analogamente, 0S5 Outros nume

ros acima mencionados satisfazem equagdes como as seguintes:

/3, =% -3=0,

/B, 2% -6=0,

77, £ -7-=0,

¥E, > -5 =0,
5

Y97, &° -91 = 0.

Vamos provar que estas equagdes e, mais geraIﬁente. to
das as equagOes satisfazendo certas condi¢des, ndo possuem rai
zes racionais. Para comec¢ar, precisaremos definir alguns termos
usados para descrever equagdes.

Por um polinomio de 29 grau em x entendemos uma ex

pressao da forma azz + bxr +c¢, onde a, b e ¢ sao chamados
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coeficientes. Um polindmio de grau 3 @ da forma am3+hx2+em+d_
Para evitar a introducao de novas Tetras a medida que aumentar

mos o0 grau, convem escrever
3 2
c3:,r: + czx + cl;c + 00.

Um polinomio de grau » (onde »n @ um inteiro positivo) tem a for

n n-
ma cx + e .7']

" -1 t ...t oqmt ey, com e diferente de  ze

ro. Uma equagde polinomial ® uma igualdade da forma

{1) cnxn+c :cn_]+...+c-|.r+co:0;

egs €15 Cpseeesl, sao chamados coeficientes.

Exemplo. Identifique os valores de =, e, etc. quando
a equagao

3x6+2x5-x4+10x3+4m—7=0

for interpretada como tendo a forma (1) acima.

Solugdo. Comparando, diretamente, vemos que

Ohserve gque a exigencia de serem inteiros os coeficien
tes da eq. (1) ndo & mais restritiva do que a exigencia de se

rem estes coeficientes racipnais; pois se eles forem racionais.
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entdo ¢ = ag/by, ¢ = ay/by, ¢y = ap/by...., onde os a's e
os b's s3o inteiros. Todas estas fragGes podem ser escritas
com um denominador comum, por exemplo, o produto b0b1b2 - bn,
pelo qual podemos multiplicar ambos os membros da equagao e ob
ter, assim, uma nova, com coeficientes inteiros e cujas raizes

sao as mesmas da equagao original.

Recordemos que uma raiz dé uma e€quacdo emax & um numero,
que, substituido no Tugar de =, satisfaz a equagdo. Por exem

plo, ja observames que /7 & uma raiz de xz -7 =0.

Exemplo. O nimero 2/5 & raiz de 10z +6z°+z-2 = 07

Solugdo. Substituindo 2/5 no Tugar de x, obtemos
¢ 3 2
10[%]-&6[%] +2-2-0,

e esta e uma sentenga correta da aritmetica. Portanto, 2/5 & uma

raiz da equagao.

Estamos prontos, agora, para retornar ao ponto princi
pal. Repetimos que o metode que vamos desenvolver para decidir
se um dado numero & ou nao racional pode ser aplicado se, e S0
mente se, conseguirmos escrever uma equacgao polinomial que tenha
por raiz o numeroc em consideracao. 0 metodo pode ser usado ndo
apenas para os niumeros cuja irracionalidade ficou provada no ca

pitule anterior, mas também para qualquer nimero que possa ser
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escrito como uma combinagdo finita dos simbolos +, -, x, + e ra

dicais Y7 de nimeros racionais. Por exemplo,

S 3 v
ISGJE

@ um caso complicado do tipo de numero que estamos descrevende.

Nao vamos provar, neste livro, que todos estes numeros
sdo raizes de equagOes polinomiais com coeficientes inteiros,
mas vamos escrever equacoes polinomiais satisfeitas por muitos

deles.

Problemas - Lista 12

7. Indique os valores de =, e,s etc., quando as seguintes equa

¢oes sao interpretadas como sendo da forma da eg. (1) acima:

3 _ 9322 + 9z -1 = 03

(a) 15z
(b) 323 + 22% - 32z - 2 = 0;
(¢)  22° + 72% - 3z - 18 = 0;
(d)  2z" - =% - 3z + 5 = 0;

(e}  3z°

(f) 2 - 322 - Bz + 9 =0,

- Bxzd + 622 - 12z + 8 = 03

2. Em relagdo as equagdes do exercicio anterior:

-

{a) o numero 1/3 & uma raiz de {(a)?

(b} o numero -2/3 & uma raiz de (b)?
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(c) o numero 3/2 @& uma raiz de (¢)?

{d) o nimero 2 uma raiz de (d)?

1))

{e} o numero -2 uma raiz de (e)?

(f) o numero /2 uma raiz de (f)?

3. Prove que V7 @ uma raiz de

4. Prove que se um numero for raiz de uma equagao polinomial do

tipo

com coeficientes racionais aafba, etc., entao este niimero
serd raiz de uma equacao polinomial com coeficientes intei

ros.

5. Generalize o resultado do problema anterior, do caso de equa

¢oes de grau 3, para eguagioc de grau n.

4.3 RATZES RACIONAIS DE EQUAGUES POLINOMIAIS

E nosso proposito deduzir agora uma regra simplies, sob
forma do Teorema 4.3, abaixo, que nos possibilite encontrar to
das as raizes racionais de uma dada equagao polinomial com coe
ficientes inteiros. Seremos assim capazes de separar as raizes
racionais das irracionais de uma equagao e, assim, estabelecer

a irracionalidade de uma ampla classe de numeros.

Inicialmente precisaremos de um resultado auxiliar.
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Teorema 4.2. Sejam u, v e w inteiros tais que u se
ja um divisor de vw e u e v ngo tenham fatores primos comuns.
Entao u e um divisor de w. De um modo mais geral, se ¥ for
um divisor de v'w, onde n é um inteiro positive qualquer, e

u e v nao tiverem fatores primos comung, entdo u sera um di

visor de w,

Antes de apresentar uma demonstragao, jlustremos esta

proposigao com alguns exemplos.

(1) Sejam u =2, v =3 € wvw =12. 0Os numeros 2 e 3
nac tém fatores primos comuns. Tambem, 2 & um divisor de 12, de
modo que as hipdoteses do Teorema 4.2 estao satisfeitas. A con
clusao de que 2 & um divisor de w = 12/v = 4 @ valida,.

(2) Sejamu =4, v =5 e vow = 500. Os numeros 4

e 5 nao tem fatores primos comuns e 4 & um divisor de 500. A afir
magao mais geral de que 4 & um divisor de w = 500/125 = 4 tam

bem & valida.

Demonstragdo. 0 ingrediente principal desta demonstra
¢ao € o Tearema Fundamental da Aritmetica, demonstrado na Apendi
ce B na parte final deste livro. Ele nos assegura que existe
apenas uma maneira de decompor wu, v e w em fatores primos. Co
mo % e um divisor de vw, todos os fatores primos de u ocorre-
rao tambeém em vw; alem do mais, se algum primo p ocorrer em

u, elevado a um expoente «, ele também ocorrera em vw COM, ao
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menos, o mesmo expoente, isto &, ocorrera em wvw com um expoente
g, onde B > ca. Como u e v nao tem fatores primos comuns, se
gﬁe-se que todos os fatores primos de u ocorrerdo na fatoragao
de w, com, ao menos, o mesmo expoente. Portanto » & um divi

sor de .

Podemos usar o mesmo argumento para a ultima afirmagao
do teorema. A hipdotese de = e v n3o possuirem fatores primos
COMURS nOS assegura que = e v ndo possuem fatores primos co
muns. Novamente segue-se que v ndo contribui em nada ao fato
de u ser um divisor de v»"w e, portanto, u terd que ser um di

visor de w.

Temos agora informacao suficiente para enunciar e pro

var a seguinte proposicgdo:

Teorema 4.3. Consideremos uma equagdo polinomial  qual

quer com coeficientes inteiros:

(1) cnxn + cn_]xn’] toe, o% + ...+ czxz * oz +oey = 0.

Se esta equagdc tiver uma raiz racional a/b, onde a/b é wuma
- » hd - - . »
fragac irredutivel, entaoc a sera um divisor de ey € b um

divisor de e,-

Novamente, ilustraremos esta afirmagao atraves de um
exemplo, antes de apresentarmos a demonstragdo. Consideremos a

equacgao

NUMEROS IRRACIONAIS 91

3

2a7 - 9.':2

+ 170z - 3 =0,

0 teorema afirma que se a/b for uma raiz racional, a/b irre
dutivel, entio a sera um divisor de -3 e » serd um divisor
de 2. Portanto, os possiveis valores de a sdo +1, -1, +3 e
-3 e os de » s3ao +1, -1, +2 e -2, Combinando estas possibi
lidades, vemos que o seguinte conjunto contém todas as possi

veis raizes racionais:

1 +1 -1 -1 -1
:‘f‘, -1 ¥7°* D e -1’ Iz" ':2’9

+3 +3 43 +3 -3 -3 -3 -3

:1" js ﬁ. ﬁg ﬁv :9 +2’ _2'

Esta Tista contem apenas 8 numeros distintos, a saber, 1, -1,
1/2, -1/2, 3, -3, 3/2 e -3/2. Destes, somente os numeros 1, 1/2
e 3 sd30 realmente raizes da equagao, como o leitor poderi veri

ficar por substituigdo direta.

Demonstragao. Seja a/b uma raiz da equagdo {1}. Is
to significa que vale a igualdade abaixo, onde a/b foi coloca

do no lTugar de =x:

@ (5] e[ E]) e[ §]) e[ E]) v e -0

Comecaremos dando uma demonstracao para o caso especial de n=3,
por ser mais facil para ¢ leitor acompanhar. £m seguida faremos

uma demonstragao analoga para o caso geral.
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j No caso »n = 3, a eg. {2} fica sendo
a 3 a 2 a

"3[3] +02[b_) *‘H[B]*%*o'
Multiplicando por b3, obtemos
(3) c3a3 + czazb + clabz + cob3 = 0.
Inicialmente escrevemos eq. (3} na forma

3 2 2 3

caa e a b - c‘ab - cob N

ou
c3a3 = b(-czaz - c-lab - cobz).

Isto mostra que » € um divisor de c3a3. Podemos, a esta altu
ra, aplicar o Teorema 4.2 com 3, a e eg3s respectivamente, no
lugar de u, v &€ w. A hipotese do Teorema 4.2, de que u e v
ndo tem fatores primos comuns, estd satisfeita, pois a fracao
al/b & irredutivel, de modo que a e b ndo tem fatores primos
comuns. 0 Teorema 4.2 nos diz entdao que » & um divisor de cy.
Esta e uma parte da conclusde do Teorema 4.3, porque sendo » = 3,

cn e e3-

Em seguida, escrevemos a eq. {3) na forma
eob3 = -clabz - czazb - 03a3.
ou

cob3 = a(-c]bz = cpab - caaz).
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Isto mostra que a & um divisor de c0b3. Usande um  argumento
praticamente identico ao anterior, isto e, apticande novamente
o Teorema 4.2, podemos concluir gque a & um divisor de N e

jsto completa a demonstracao para o case n = 3,

Para demonstrar o teorema para um n qualquer, retorne
mos a eq. (2) e multipliquemos ambos os membros por b”, obten-

do
(4) e”a" + cn_lan-]b .. * czazbﬂ-2 + c.lab"'] + cobn = 0.

{4) pode ser reescrita como

cnan = -cn_}a"']b - - czazbn-2 - e]czbn-1 - cobn,
ou
cnanz b(-cn_.lan SL A czazbn-s - c]abn-2 - cobn-]).

Isto mostra que b e um divisor de cna". Aplicando o Teorema
4.2, com b, a e e, respectivamente, no Tugar de u,v ew, con

cluimos que b & um divisor de ¢ .

Reescrevemos, em seqguida, a eq. (4} como

1 2

no_ n- 7= n=1
ogb” = al=ea " - ... - cyab " - c.lb }-

Isto mostra que a & um divisor de cob". Novamente, aplicando
o Teorema 4.2, com a, b e eqs respectivamente, no lugar de
©uy, v e w, concluimos que a & um divisor de eq- Isto comple

ta a demonstragdo do Teorema 4.3.
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Poderiamos ter evitado o argumento do iiltimo paragrafo,

.

observando que existe uma simetria na eq. (4) e que o papel de b

em relagdo a c_, nesta equa¢do, & igual ao de a em relagao

a eg.
Examinemos a situagdao que ocorre quando e, = 1.
Corolario 1. Consideremos uma equagao da forma
n-1 n-2 2 -
& 4o, = +t e, % SRR P +c]x+co-0,

com coeficientes inteiros. Se egta equagde possutir uma raiz ra
cional, ela sera um inteivo; além do mais, esta raiz inteira se

ra um divisor de eg.

Demonstracdo. Consideremos uma raiz racional a/b. Pode
mos supor que b seja um inteiro positive, porque se b fosse
negativo poderiamos absorver o sinal menos em a. De acordo com
o Teorema 4.3, » terda que ser um divisor de e, isto e, b te
ri que ser um divisor de 1. Mas, +1 e -1 sdo os Unicos divi
sores de 1, logo, devemos ter b = +1, pois excluimos valores
negativos para b. Conseqilentemente, qualquer raiz racional se
ra da forma a/1 e portanto serd um inteire a. Ainda pelo Teo
rema 4.3, sabemos que a sera um divisor de eg e isto completa

a demonstragdo do corolario.

Exemplo. Demonstre que /7 & irracional.
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Solugdo. 7 @ uma raiz de =z - 7 = 0, Aqui, de acor

do com nossa notacgao, ey = 1 e

Existem agora dois caminhos. Um deles & usar o Corola
rio 1 e dizer: se 2l - 7 =0 tiver uma raiz racional a/b, en
tdo esta raiz tera que ser um inteiro. Podemos mostrar que 7
nao e um inteiro, portanto ndo serd uma raiz racional de x2.7=0,
Assim, 7 deveraz ser uma raiz irracional. Obviamente 7 ndo
e um inteiro, pois esta entre dois inteiros consecutivos 2 e 3;

jsto, por sua vez, decorre das desigualdades

4 <7 <9,
I < /T < /9,
2 < /7 <3,

Um outro caminho faz uso do Corolaric 1 na sua forma
completa, dizendo que qualquer raiz racional de xz -7 =0 & um
inteiro, divisor exato de -7. Os Unicos divisores de -7 sao
1, -1, 7 e -7. Mas nenhum destes & uma raiz, como pode ser veri

ficado diretamente; as igualdades

2

127 =0, (-1)%-7:=0, 727 -0 ¢ (-1)%-7 =0

s30 todas falsas. Portanto z2-7 = 0 nio tem raiz inteira, 1o

go nao tem raiz racional, de modo que V7 @ um nimero irracio

nal,

Exemplo. Demonstre que Y5 & irracional.
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Solucdo. Y5 & uma raiz de z3 -5 =0. De acordo com
o Corolario 1, se esta equacdo tivesse uma raiz racional, ela
seria um inteiro, divisor de 5. Os divisores de 5 sao +1, -1,

+8 e -5. Mas nenhum destes e uma raiz, pois as igualdades

135 20, (-1)%-5 =0, 5350 e (-5)3-5 <=0

sao todas falsas. Portanto x3 - 5 =0 ndo tem raizes racionais

e dai 5 & irracional.

Estes dois exemplos sdo casos especiais do seguinte re

sultado, mais geral:

- - n -
Corolario 2. Um numero da forma Vg, onde a e n 8ao
inteiros positivos, ou é irracional ou & um inteiro; no segundo

caso, a €& uma n-égima poténcia de um inteiro.

Demonstracao. 0 resultado decorre do Corolario 1, por
- . . n - .
que "%z @€ uma raiz de =z -a = 0, e se esta equagdo tiver uma
raiz racional, ela tera que ser um inteiro. Alem do mais, se

n
Ya for um inteiro, digamos k, entio a = k7,

Probtemas - Lista 13

1. Demonstre que 2, /3, /13 e 5@1 sdo irracionais.
2. Demonstre que {4/73 - 3)/6 @& irracional.

3. Demonstre que /15 @& irracional.
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4. Demonstre que 4/(16 - 3/15) @ irracional.

5. Demonstre que ¥B @ irracional.

6. Demonstre que (1/3)(2 %6 + 7) & irracional.

7. Demonstre que o Teorema 4.3 se transforma numa pProposicgao fal
sa se omitirmos as palavras "onde a/b & uma fragdo irredu-

tivel".

4.4 EXEMPLOS ADICIONAILS

Ne Capitulo 3 demonstramos que /2 + /3 & rracional,
usando um método aplicidvel a uma classe bastante ampla de  nume
ros. No entanto, uma classe ainda mais ampla pode ser tratada

com ajuda do Corolario 1.

Examinemos, novamente, /2 + /3. Se escrevermos
z = /2 + /3, teremos
x - V2 = V3.

Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos
2% - 22/7 + 2 = 3,

e rearranjando os termos, temos

221 = 22/3.

Elevando novamente ac quadrado, obtemos

z4 - Zx? +1 = sz,
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ou

(5). - 1022 41 = 0.

A maneira como a eq. (5) foi construida mostra que V2 + V3 e
uma de suas raizes. Apliquemos, a seguir, o Corelario 1, para

mostrar gue a eq. (5) ndo possui raizes racionais e poderemos,

entao, concluir que 2 + /3 @ irracional.

A apticagdo do Corolario 1 a eq. (5) nos diz que se es
ta equagao tivesse raizes racionais, estas deveriam ser intei
ros, divisores de 1. Mas os Unicos divisores de 1 sdo +] e -1,
nenhum dos quais & uma raiz de 2 - 1022 + 1 = 0. Concluinos as
sim que a eq. (5) nde possui raizes racionais e que V2 +/3 & ir

racional.

Uma outra maneira de se chegar @ mesma conclusao & a

seguinte: ao inves de testar se +1 e -1 s3o raizes da eq. {§)},

podemos argumentar que mesmo se +1 ou -1 ou ambos, fossem rai

zes da eq. (5), pode-se observar que Y2 + /3 & diferente de +1
e de -1; por exemplo, podemos argumentar que tante /2 como V3
sdo maiores do que 1, de modo que sua soma & grande demais para
ser 1 ou -1. Portanta, 2 + /3 ndo esta entre as  possiveis
raizes racionais da eq. (5), independentemente do fato de 1 ou

-1 serem raizes. SegQue-se que 2 + Y3 & irracional.

Exemplo. Demonstre que Y2 - /3 & irracional.

Solugdo. Escrevendo = = VZ - /3, vemos que
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.r+/3'=w.
Elevando ambos os membros ao cube, obtemos
3 2 _
z¥ + 3V3x° + 9z + 3/3 = 2.

Quando os termos sdo reagrupados,

FEEN 9z - 2 = -3/3(3:2 + 1).

Elevando ao quadrado, obtemos

6 4

z- + 18x" - 4x3

+ 8122 - 36z + 4 = 27(2® + 22% + 1),
ou

28 - 928 - 423 + 2722 - 36z - 23 = 0.

Esta equacdo foi construida de modo que Y - /T fosse
uma de suas raizes. Mas as unicas possiveis raizes racionais des
ta equagao sao inteiros, divisores de -23. Portanto as unicas
possiveis raizes racionais sao +1, -1, +23 e -23, e estes nao

s3o raizes, como se pode ver atraves de uma substituigdo direta:

A 19 et - amd 23?2 - 31y - 23 =0 (Faiso!)
A (-18 - eyt - a3+ 27(-1)2 - 36(-1) -23 =0 (Falso!)
23: (23)5 - 9(23)% - a(23)? + 27(23)% - 36(23)-23 = 0

{Falso, porque, por exemplo, (23)66 grande demais
para ser anulade pelos outros termos')

2230 (-23)8 - 9(-23)% - a(-23)% + 27(-23)% - 36(-23)-23 = 0 (Falso!)
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portanto nio existem raizes racionais e, dai ¥2 - /3 & irracio
nal.

Como no exemplo anterior, nao € necessario testar se +1,
-1, +23 e -23 sdo raizes da equagao. Em seu lugar, podemos argu
mentar que YZ - V3 & diferente de qualquer uma destas possi
veis raizes racionais. Observemos que ¥Z esti na vizinhanga
de 1,2 e /3, na vizinhanca de 1,7. Consequentemente, Y2-v3
e aproximadamente 0,5 e, portanto, nac & igual a nenhum dos va
lores +1, -1, +23 ou -23. Segue-se que ¥2 - /3 & irracional,

por ser diferente de todas as possiveis raVzes racionais.

Problemas - Lista 14

1. Demonstre que ¥3 - Y2 @€ irracional.
2. Demonstre que Y3 + /2 & irracional.

3. Demonstre que Y5 - /3 & irracional.

4.5 UM RESUMO

Neste capitulo tratamos das chamadas “irracioralidades
algébricas”. Vimos que existe uma infinidade de numeros irracig
nais e estudamos meios de construir alguns deles a partir de um

numero irracional dado.
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Encontramos, tambem, o seguinte metodo para testar se

um dado numero %k & irracional:

Inicialmente procuramos uma equac¢dc polinomial

i xn-l ...t eqmtoey = 0

satisfeita pelo valor « = k. {Se nao conseguirmos encontrar

uma tal equagdo, n3o poderemos aplicar este metodo.)

Em seguida, aplicamos o Teorema 4.3, ou, se e, = 1, o
Carolario 1. Muitas vezes & evidente que a equac¢do ndo possui
nenhuma raiz racional. Entdo, obviamente, k 2 uma raiz irracio
nal. Outras vezes, de relance, vemos que o nimero k & diferente
de todas as possiveis raizes racionais da equagdo e, assim, pode
mos concluir ser k irracional, Ou entdo, por substituigde di
reta, selecionamos, dentre todos os possiveis candidates, aque
les niumeros racionais que realmente s3ao raizes da equagdo. De

pois, para provar que o numero k & irracional, basta mostrar

que ele e diferente de todas as railzes racionais.

No proximo capitulo vames usar os metodos aqui desenvol
vidos para demonstrar que muitos numeros trigonometricos sao
irracionais e usaremos o Teorema Fundamental da Aritmetica para
demonstrar que muitos numeros logaritmicos s3ao irracionais, Alem
do mais, veremos que existem numeros irracionais que n3o s3o rai

zes de equagdes algebricas.



