Analise 3 — Primeira avaliagao — Gabarito

As solugoes abaixo indicam os argumentos esperados. Naturalmente, outras demonstragdes corretas,
baseadas nos resultados estudados no curso, serao consideradas validas.

Grupo 1
Questao 1. Para cada z = (z1,...,x,) € R, defina ||z|/« = Z?:1j|xj| .
(a) Mostre que | - ||+ define uma norma em R™.

Claramente, ||z]. > 0. Além disso,
|z|l« =0 <= jlz;| = 0 para todo j <= z =0.
Para A € R, . .
el =D das] = 1A dlagl = 1Al 2]

Jj=1 Jj=1
Finalmente, se z,y € R",

n

lz+ylle =D gl +ysl < Z (il +1y51) =zl + N1yl

j=1 j=1
Portanto, || - ||« € uma norma em R™.

(b) Encontre constantes «, 5 > 0 tais que o||2]|max < |2« < B]|%]|max, Y& € R™.

Como [|z]|max = max{|z;[;1 < j < n}, temos

(nJr 1)
2]« = Z]Wﬂ‘ = Z] [Zllmax = ——5— l|Z[lmax-

Por outro lado, escolhendo jy tal que |z;,| = ||%]|max;
l2ll« = Jolzjo| = [jo] = l|2[Imax-

Logo, basta tomar o =1 e S =n(n+1)/2.
Questao 2. Sejam z,y € R" e considere em R™ a norma euclidiana.

(a) Prove que ||z + y[|> + [z — ylI* = 2(||=]* + ly]1?)-
Como
lz+yl* = (& +y,z+y) = llz|* + 2(z,y) + [ly]l*,

lz =yl = (@ —y,z — y) = 2]|* = 2(z,9) + lyl*.

Somando as duas igualdades, temos

lz + 1 + llz = yl* = 2(1l=[1* + lly]1*).-

(b) Suponha que ||z + y|| = ||z — y||. Prove que = e y sdo ortogonais.

Se [z +yl| = [l — yl|, entdo ||z + y[|* — ||z — y||* = 0. Pelas expansdes anteriores, 4(z,y) = 0. Logo
(x,y) =0, ou seja, x e y sdo ortogonais.



Questao 3. Dada uma sequéncia de pontos (x)gen em R™ e um ponto a € R™ fixado. Prove que
T — a se, e somente se T; — a;, para j =1,...,n.

Suponha primeiro que x; — a. Logo, dado £ > 0 existe ky € N tal que

|z — all <e, sempre que k > k.

Como, para cada j = 1,...,n, temos |zg; — a;| < ||z — al|. Segue que x; — a;, para j =1,...,n.
Reciprocamente, suponha que x; — a; para j = 1,...,n. Entao, dado € > 0, para cada j existe k; tal
que

S
kz’fj — |:ckj—aj|<ﬁ.

Tomando ko = max{ky,...,kn}, para k > ko temos

n

€
. —alls =Y [ery — aj] < n-=c
j=1

Portanto zx — a.

Questao 4. Seja || - ||« uma norma em R™ e considere o conjunto:

A={zeR" 1<|z|. <2}

Recordemos também a desigualdade |||z, — [|y[l«| < [|= — y].

(a)

Verifique se A é aberto, fechado, limitado e compacto.

O conjunto A nao é aberto. De fato, se ||z|/. = 2, entdo x € A, mas qualquer bola suficientemente
pequena centrada em x contém pontos y com ||y, > 2.

O conjunto A também nao é fechado. De fato, se [[z[|. = 1, entdo = ¢ A, mas qualquer bola
centrada em x contém pontos de A, logo = € A.

O conjunto A ¢é limitado. Com efeito, como todas as normas em R™ sdo equivalentes, existem
constantes ¢,C' > 0 tais que c|z| < [|z|l. < Cllz||. Aqui ||| é a norma euclidiana. Assim, para
x € A, temos

clle] <[l <2,
e portanto x| < 2/c.

Finalmente, como A nao é fechado, pelo Teorema de Heine—Borel ele nao é compacto.

Encontre A e JA, justificando suas respostas.
Afirmamos que A = {z € R"; 1 < ||z, < 2}.
De fato, se 1 < ||z« < 2, entdo € A C A. Falta verificar que se ||z|[. = 1 entdo z € A

Tome uma sequéncia (t)reny com ¢ € (1,2) e ¢, — 1. Entao |[tpz|. =t € (1,2) e trz — z. Logo
z €A

Por outro lado, se [[z[l. < 1 ou ||z[. > 2, a desigualdade triangular reversa fornece uma bola
centrada em x que nao intersecta A. Portanto, tais pontos nao pertencem a A.

Além disso, int(A) = {x € R"; 1 < ||z|l« < 2}. Consequentemente,

0A = A\ int(A) = {z; [lz]. =1} U{z; [Jz]. =2}



Grupo II

Questao 5. Um conjunto A C R™ é chamado estrelado em relagdo a um ponto a € A se, para todo
x € A, o segmento [a,z] = {(1 —t)a+tx; 0 <t < 1} estd contido em A. Prove que todo conjunto
estrelado é conexo.

Para cada x € A, considere o segmento A, = [a,x]. Como A ¢ estrelado em relagao a a, entao
A, C A.

Note que cada segmento A, é convexo e, portanto, conexo. Além disso, todos esses conjuntos A, tém o
ponto a em comum. Como a uniao de uma familia de conjuntos conexos que possuem um ponto comum
é conexa, concluimos que

A= U A, é conexo.
€A

Questao 6. Seja (rr) uma sequéncia em R™. Suponha que existam constantes C' > 0 e 0 < ¢ < 1 tais
que
lzgs1 — x| < Cq”, k € N.

(a) Prove que (zj) é uma sequéncia de Cauchy.
Sejam m > k. Pela desigualdade triangular,

m—1

[ = k]l = [ (@m = Tm1) + -+ @1 — @) <Y g1 — a5
j=k

Usando a hipoétese,

m—1 0o qu
m =zl <C > ¢ SCZ];qJZ =
]:

ik q

k
Como 0 < ¢ < 1, entao % — 0. Portanto, dado ¢ > 0, existe kg tal que

Cq*
1—gq

k> ko <e.

Assim, se m > k > ko,
|xm — x| < e.

Logo, (z)) é uma sequéncia de Cauchy.

(b) Conclua que (z)) é convergente.

Como R™ é completo, toda sequéncia de Cauchy em R™ é convergente. Portanto, (x) converge em
R™.

Questao 7. Seja K C R™ compacto e seja A C K um conjunto infinito.
Prove que existe um ponto a € K tal que toda bola aberta centrada em a contém infinitos pontos de A.
Como K é compacto, pelo Teorema de Heine-Borel ele é limitado. Logo, A C K também é limitado.

Do fato de A ser infinito e limitado, segue do Teorema de Weierstrass, que A possui um ponto de
acumulagdo, ou seja, existe a € A.

E como A C K ¢ K ¢ fechado, temos a € K = K.

Finalmente, pela caracterizacao dos pontos de acumulagao, toda vizinhanca de a contém infinitos pontos
de A. Em particular, toda bola aberta centrada em a contém infinitos pontos de A.



Grupo II1

Questao 8. Sejam K, L C R" dois conjuntos ndo vazios, compactos e disjuntos.
Prove que existe § > 0 tal que
||l'*y||2(5, IEEK, yGL'
Faca a demonstracao utilizando apenas os resultados estudados para esta prova. Em particular, nao
utilize resultados sobre fung¢oes continuas.

Suponha, por absurdo, que nao exista § > 0 com a propriedade desejada. Entao, para cada k € N,
existem x € K e yi € L, tais que

1
lze — yll < 7

Como K ¢ compacto, a sequéncia (rx)ren possui uma subsequéncia (r,)jen convergente para algum
ponto z € K, ou seja x = limj o0 Ty, -

Considere agora a subsequéncia (yx;);jen correspondente em L. Como L é compacto, ela possui uma
subsequéncia (y;w )een que converge para algum y € L, ou seja, y = limy_, Y,

Note que a correspondente subsequéncia (mku) continua convergindo para x. Além disso,
1
2k, — Yy, || < 0

Je

Pela desigualdade triangular,
1z =yl < lle = an;, | + ll2x;, = yng, |+ 1y, = vll-

Fazendo ¢ — oo, obtemos ||z —y|| = 0, isto é, x=y. Mas v € K e y € L, o que contradiz K N L = @.
Questao 9. Seja K1 2O Ko D K3 O --- uma sequéncia decrescente de conjuntos compactos e ndo vazios
de R™. Suponha que
diam(K;) — 0, quando j — oo.
(a) Prove que existe um tnico ponto a € R™ tal que ﬂ]oil K; ={a}.

Pelo Teorema dos Compactos Encaixados, ﬂ;’;l K; # @. Portanto, existe pelo menos um ponto
ac ﬂj‘;l K. Resta provar que este ponto é tinico.

Suponha que existam a,b € ﬂ;’il K. Entao, para todo j, a,b € Kj, e, pela definicao de didmetro,
la — b|| < diam(kKj).
Como diam(K;) — 0, segue que |ja — b|| = 0. Logo, a = b. Portanto, ﬂ;’;l K; ={a}.

(b) Para cada j, escolha arbitrariamente z; € K;. Prove que a sequéncia (z,) converge para o ponto a.

Para cada j, temos z; € K;. Como a pertence a intersegao de todos os K, entao a € K; para todo
J € N. Logo
|#; — al| < diam(Kj).

Como o lado direito tende a zero, temos ||z; —al| = 0, e z; — a.



