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Langamos uma moeda duas vezes. Se C indicar cara e R indicar coroa, entdo
um espago amostral serd

Q={0, 0, o, o,}

onde ®, = (C,C),0,=(C,R), 0, =(R, C), 0, = (R, R). E razodvel supor que cada ponto o,
tenha probabilidade 1/4, se a moeda for perfeitamente simétrica e homogénea.

Se designarmos por A o evento que consiste na obten¢ao de faces iguais nos dois langa-
mentos, entao

PA)=P{o,n,}=1/4+1/4=1/2.

De modo geral, se A for qualquer evento de €2, entdo
P(A)=2.P(w), (5.1)
j

onde a soma € estendida a todos os pontos amostrais ®, € A.

Uma fébrica produz determinado artigo. Da linha de produgio sdo retirados
trés artigos, e cada um ¢€ classificado como bom (B) ou defeituoso (D). Um espago amostral
do experimento €

Q2 = {BBB, BBD, BDB, DBB, DDB, DBD, BDD, DDD}.

Se A designar o evento que consiste em obter dois artigos defeituosos, entao
A = {DDB, DBD, BDD}.

Considere o experimento que consiste em retirar uma lampada de um lote e
medir seu “tempo de vida” antes de se queimar. Um espago amostral conveniente é

Q={t€ R:t=0},

isto €, o conjunto de todos os niimeros reais nao negativos. Se A indicar o evento o tempo de
vida da lampada € inferior a 20 horas”, entdo A = {t: 0 < ¢t < 20}. Esse é um exemplo de um
espago amostral continuo, contrastado com os anteriores, que sao discretos.

1. Uma urna contém duas bolas brancas (B) e trés bolas vermelhas (V). Retira-se uma bola
ao acaso da urna. Se for branca, lanca-se uma moeda; se for vermelha, ela é devolvida
& urna e retira-se outra. D& um espago amostral para o experimento.

2. Lance um dado até que a face 5 aparega pela primeira vez. Enumere os possiveis resul-
tados desse experimento.

3. Trés jogadores A, B e C disputam um torneio de ténis. Inicialmente, A joga com B e o
vencedor joga com C, e assim por diante. O torneio termina quando um jogador ganha
duas vezes em seguida ou quando sdo disputadas, ao todo, quatro partidas. Quais sdo
os resultados possiveis do torneio?
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4. Duas moedas sao langadas. Dé dois possiveis espacos amostrais para esse experimento.
Represente um deles como o produto cartesiano de dois outros espagos amostrais
(ver Morettin et al., 1999, para o conceito de produto cartesiano).

5. Uma moeda e um dado sao lancados. D& um espaco amostral do experimento e depois
represente-o como produto cartesiano dos dois espagos amostrais, correspondente aos
experimentos considerados individualmente.

6. Defina um espaco amostral para cada um dos seguintes experimentos aleatérios:
(a) Lancamento de dois dados; anota-se a configuragdo obtida.

(b) Numa linha de produgdo conta-se o nimero de pegas defeituosas num intervalo de
uma hora.

(c) Investigam-se familias com trés criangas, anotando-se a configuragéo segundo o
Sexo.

(d) Numa entrevista telefénica com 250 assinantes, anota-se se o proprietdrio tem ou
ndo méquina de secar roupa.

(e) Mede-se a duragao de l6mpadas, deixando-as acesas até que se queimem.

(f) Um fichdrio com dez nomes contém trés nomes de mulheres. Seleciona-se ficha apés
ficha, até o Ultimo nome de mulher ser selecionado, e anota-se o numero de fichas
selecionadas.

(g) Langa-se uma moeda até aparecer cara e anota-se o numero de langamentos.

(h) Um relégio mecanico pode parar a qualquer momento por falha técnica. Mede-se o
dngulo (em graus) que o ponteiro dos segundos forma com o eixo imagindrio orien-
tado do centro ao nimero 12.

(i) Mesmo enunciado anterior, mas supondo que o relégio seja elétrico e, portanto, seu
ponteiro dos segundos mova-se continuamente.

(j) De um grupo de cinco pessoas {A, B, C, D, E}, sorteiam-se duas, uma apés outra,
com reposicdo, e anota-se a configuracao formada.

() Mesmo enunciado que (j), sem reposicao.

(m) Mesmo enunciado que (), mas os dois selecionados simultaneamente.

(n) De cada familia entrevistada numa pesquisa, anotam-se a classe social a que per-
tence (A, B, C, D) e o estado civil do chefe da familia.

5.2 Algumas Propriedades

Sendo o modelo probabilistico um modelo tedrico para as freqiiéncias relativas, de suas
propriedades podemos obter algumas das propriedades das probabilidades, que estudare-
mos a Seguir.

Como a freqiiéncia relativa ¢ um niimero entre 0 e 1, temos que

0<P(A)<1, (5.2)

para qualquer evento A. Sera util considerar o espaco todo €2 e o conjunto vazio ¢ como
eventos. O primeiro € denominado evento certo e o segundo, evento impossivel, e temos

P(Q) =1, P(¢) = 0. (5.3)
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IXxemplo 5.6. Na Tabela 5.3 temos dados referentes a alunos matriculados em quatro cursos
de uma universidade em dado ano.

Tabela 5.3: Distribuicdo de alunos segundo o sexo e escolha de curso.

Sexo Homens | Mulheres Total
Curso (H) (F) i
Matemdtica Pura (M) 70] 40 110
Matemdtica Aplicada (A) [ 15 15 | 30
Estatistica (F) 10 20 30
Computagdo (C) 120 10 30
Total 115 85 200

Vamos indicar por M o evento que ocorre quando, escolhendo-se ao acaso um aluno
do conjunto desses quatro cursos, ele for um estudante de Matematica Pura. A, E,C,He
F tém significados andlogos. Dessa maneira, vemos que P(E) = 30/200, ao passo que
P(H) = 115/200.

Dados os eventos A e H, podemos considerar dois novos eventos:

* A U H, chamado a reunido de A e H, quando pelo menos um dos eventos ocorre;
* AN H, chamado a intersec¢ao de A e H, quando A e H ocorrem simultaneamente.

E facil ver que P(A N H) = 15/200, pois o aluno escolhido ter4 de estar, a0 mesmo
tempo, matriculado no curso de Matematica Aplicada e ser homem.

Vemos que P(A) = 30/200 e P(H) = 115/200; suponha que nosso célculo para P(A U H)
fosse
30 & 115 _ 145
200 200 200
Se assim o fizéssemos, estariamos contando duas vezes os alunos que sao homens e

estdo matriculados no curso de Matemadtica Aplicada, como destacado na Tabela 5.3. Por-
tanto, a resposta correta é

PAUH)=P(A)+ P(H) =

30 115 15 _ 130
200 200 200  200°

No entanto, considerando-se os eventos A e C, vemos que P(A) = 30/200, P(C) = 30/200
e P(A U C)=60/200 = P(A) + P(C). Nesse caso, os eventos A e C sdo disjuntos ou mutua-
mente exclusivos, pois se A ocorre, entdo C ndo ocorre e vice-versa. Aqui, A N C=4¢e
P(A N €)y=0.

Portanto, se U e V s@o dois eventos quaisquer, teremos a chamada regra da adigao de
probabilidades

PAUH)=PA)+PH)-P(ANH)=

PIWUUV)=PWU)+P(V)-P(UNYV), (5.4
que se reduz a
P(UUYV Y= P(U)+P(V), (5.5)

se U e V sao eventos mutuamente exclusivos. Veja o problema 58.
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Suponha, agora, que estejamos somente interessados em saber se um estudante escolhido
ao acaso estd matriculado como aluno de Matematica Pura, Aplicada, Estatistica ou Compu-
tacdo, ndo interessando saber se ¢ homem ou mulher. SejaB=M U EU C.EntioA U B=Q
e A N B = ¢. Dizemos que A e B sao complementares e P(A) = 30/200, P(B) = 110/200 +
+ 30/200 + 30/200 = 170/200, isto é, P(A) + P(B) = 1.

De modo geral, vamos indicar por A° o complementar de um evento qualquer A, e tere-
mos entao
P(A)+ P(A") = 1. (5.6)

As operagoes de reunido, intersec¢ao e complementagao entre eventos possuem proprie-
dades andlogas aquelas validas para operacoes entre conjuntos. Ver Morettin et al. (1999).
Por exemplo:

(@) (AN By =AU B € ANA=¢

(b) (A U By =A°N B HAUA=Q
©ANP=p,ANQ=A QAUP=A,AUQ=Q

@ F=Q,Q=0¢ hANBUC)=ANB)UM@ANC)

Vejamos um exemplo de aplicagdo das propriedades das probabilidades.

Ivemplo 5.7, Consideremos um experimento aleatorio e os eventos A e B associados, tais
que P(A) =1/2, P(B)=1/3 e P(A N B) = 1/4. Entdo temos:

(@ PA)=1-PA)=1-112=1/2;
P(B)=1-PB)=1-1/3=2/3.

(b) PAUB)=PA)+P(B)-PANB)=12+1/3-1/4="T/12.

(c) PA°NB)=P[(AUB)]=1-PAUB)=1-7/12=5/12.

(d) PA°UB)=P(ANB)]=1-PANB)=1-1/4=3/4.

(e) Calculemos P(A¢ N B), isto €, a probabilidade de que ocorra B € ndo ocorra A. Podemos
escrever

B=(ANB)U (AN B),
ou seja, B pode ocorrer com A ou (exclusivo) com A°. Logo,
P(B)=P(AN B)+ P(A°N B),
do que decorre
P(A*NB)=PB)-P(ANB)=1/3-1/4=1/12.
Consideremos, agora, uma situagao historicamente importante, a saber, aquela em que

temos um espago amostral finito, Q = {@,, ..., ® }, em que todos os pontos tém a mesma
probabilidade 1/n. Se A for um evento contendo m pontos amostrais, entao

m
PA)= "2,

Nesse caso, ndo € necessdrio explicitar completamente Q e A, bastando calcular m e n,
chamados, respectivamente, niimero de casos favordveis e nimero de casos possiveis. Para
tanto, sao usados os métodos cldssicos de contagem da andlise combinat6ria. Um principio
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fundamental de contagem nos diz que, se uma tarefa pode ser executada em duas etapas, a
primeira podendo ser realizada de p maneiras e a segunda de g maneiras, entdo as duas podem
ser realizadas simultaneamente de pg maneiras. Esse € o chamado principio multiplicativo.

Suponha que num lote com 20 pegas existam cinco defeituosas. Escolhemos
quatro pecas do lote ao acaso, ou seja, uma amostra de quatro elementos, de modo que a
ordem dos elementos seja irrelevante.

Dessa maneira, o nimero de amostras com quatro elementos que podemos extrair do
lote é (2‘?) ou seja, combinagdes de 20 elementos, tomados quatro a quatro. Suponha que

queiramos calcular a probabilidade de se escolher duas defeituosas na amostra. Pelo visto

acima, (%40) ¢ o nimero de pontos do espago amostral. Seja A o evento que consiste em esco-
lher duas defeituosas na amostra. Segue-se que m = (g)( 125), pois podemos escolher na

amostra de quatro elementos duas defeituosas e duas nao-defeituosas simultaneamente de

(5 )(15) maneiras, usando o principio multiplicativo. Logo,

2/\ 2
B)2)
202/ _
P(A) = (20) =0,217.
4
O jogo da Megasena consiste em escolher 6 dezenas dentre as 60 dezenas (01,

02, ..., 59, 60). O jogador pode marcar num cartdo de 6 a 15 dezenas. Os custos (em reais) de
cada jogo estdo relacionados abaixo.

Dezenas Custo
6 1,00
7 7,00
8 28,00
9 84,00
10 210,00
11 462,00
12 924,00
13 1.716,00
14 3.005,00
15 5.005,00

60
6

R$ 1,00 (seis dezenas), a probabilidade de ganhar o prémio méaximo é 1/(660), ou seja, aproxi-

Temos, ao todo, ( ) = 50.063.860 possibilidades. Portanto, com um jogo tnico de

madamente, uma chance em 50 milhdes. Por que o jogo com 7 dezenas custa R$ 7,00? Porque

com 7 dezenas podemos formar (7

6) =7 jogos de 6 dezenas. Ou seja, fazer um jogo com



7 dezenas ou 7 jogos com 6 dezenas sdo agdes equivalentes, em termos de probabilidade de
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ganhar. Do mesmo modo, um jogo de 15 dezenas custa R$ 5.005,00, porque com 15 deze-

nas podemos formar (165 ) = 5.005 jogos de 6 dezenas. Portanto, é mais fécil preencher um

boleto

com 15 dezenas do que 5.005 boletos com 6 dezenas, ja que as probabilidades

associadas sdo iguais.

!

10.

1.

13.
14.

No problema 4, liste os eventos:

(a) pelo menos uma carg;

(b) duas caras;

(c) o complementar do evento em (b).

Expresse em termos de operagdes entre eventos:
(a) A ocorre mas B nao ocorre;

(b) exatamente um dos eventos A e B ocorre;

(c) nenhum dos dois eventos A e B ocorre.

. No espaco amostral do problema 3, atribua a cada ponto contendo & letras a pro-

babilidade 1/2* (assim, AA tem probabilidade 1/4).

(a) Mostre que a soma das probabilidades dos pontos do espago amostral é 1.

(b) Calcule a probabilidade de que A venga (um jogador vence quando ganha duas
partidas seguidas). Em seguida, calcule a probabilidade de que B venca.

(c) Qual a probabilidade de que ndo haja decisdo?

No problema 2, suponha que S indique o aparecimento da face 5 e Q indique que
apareceu outra face qualquer diferente da 5. Atribua probabilidade (5/6) (1/6) a cada
ponto com k letras iguais a Q seguidas de 5.

(a) Mostre que a soma das probabilidades dos pontos amostrais é igual a um (aqui
vocé deve usar o resultado da soma dos termos de uma seqiéncia geométrica -
infinita).

(b) Calcule a probabilidade de que a face 5 apareca apés trés lancamentos do dado.

Dentre seis nimeros positivos e oito negativos, dois nimeros sé@o escolhidos ao acaso
(sem reposigao) e multiplicados. Qual a probabilidade de que o produto seja positivo?

. Considere o lancamento de dois dados. Considere os eventos: A = soma dos nime-

ros obtidos igual a 9, e B = nimero no primeiro dado maior ou igual a 4. Enumere os
elementos de A e B. Obtenha A U B, A N B e A°.

Obtenha as probabilidades dos eventos que aparecem nos problemas 7 e 12.

Que suposicoes devem ser feitas para que os resultados dos experimentos abaixo
possam ser considerados eqUiprovaveis?

(a) Lancamento de um dado.
(b) OpiniGo de moradores de uma cidade sobre um projeto governamental.
(c) Preco de uma agao no fim da préxima semana.
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5.3 Probabilidade Condicional e Independéncia

Voltemos a Tabela 5.3 do Exemplo 5.6. Dado que um estudante, escolhido ao acaso,
esteja matriculado no curso de Estatistica, a probabilidade de que seja mulher é 20/30 = 2/3.
Isso porque, do total de 30 alunos que estudam Estatistica, 20 sdo mulheres. Escrevemos

P (mulher |Estatistica) = %

Para dois eventos quaisquer A e B, sendo P(B) > 0, definimos a probabilidade condicio-
nal de A dado B, P(A|B), como sendo

P(A N B) (5.7)
P(B)

Para o exemplo mencionado, se B e A indicam, respectivamente, os eventos “aluno
matriculado em Estatistica” e “aluno € mulher”, entao

P(A|B) =

como haviamos obtido.

Observe que P(A) = P(mulher) = 85/200 = 17/40, e com a informagao de que B ocorreu
(0 aluno é matriculado em Estatistica), obtemos P(A|B) = 2/3. Podemos dizer que P(A) é a
probabilidade a priori de A e, com a informagdo adicional de que B ocorreu, obtemos a
probabilidade a posteriori P(A| B). Note que, nesse caso, P(A| B) > P(A), logo a informagao
de que B ocorreu aumentou a chance de A ocorrer.

Da relagdo (5.7) obtemos a chamada regra do produto de probabilidades,

P(AN B)=P(B)P(A|B). (5.8)

Ioxemplo 5110, Uma urna contém duas bolas brancas (B) e trés vermelhas (V). Suponha que
sao sorteadas duas bolas ao acaso, sem reposig¢do. Isso significa que escolhemos a primeira
bola, verificamos sua cor e nao a devolvemos a urna; misturamos as bolas restantes e retira-
mos a segunda. O diagrama em drvore da Figura 5.2 ilustra as possibilidades. Em cada
“galho” da arvore estao indicadas as probabilidades de ocorréncia, sendo que para as segun-
das bolas as probabilidades sdo condicionais. A probabilidade do resultado conjunto € dada,
entao, por (5.8). Veja a Tabela 5.4.

Figura 5.2: Diagrama em drvore para a extragdo de
duas bolas de uma urna, sem reposicdo.

1/4 B
: B
2/5
3/4 v
2/4 B
3/5 v
2/4 Y,
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Se A indicar o evento “bola branca na segunda extragcdo”, entiao

P(A) = P(BB) + P(VB) = -2 + & -2

20 20 5
Tabela 5.4: Resultados e probabilidades para o
experimento do Exemplo 5.10.

Resultcgos o Probabilidades
1 ap!
BB 2/5%x1/4=2/20
BV 2/5x%x3/4=6/20
VB 3/5x2/4 =6/20
W  3/5x2/4=6/20
7Totq|7 i 1

Imagine, agora, que as duas extragdes sao feitas da mesma urna do exemplo
anterior, mas a primeira bola € reposta na urna antes da extragao da segunda. Nessas condi-
¢oes, as extragdes sdo independentes, pois o resultado de uma extragdo nao tem influéncia
no resultado da outra. Obtemos a situagdo da Figura 5.3 e da Tabela 5.5.

Diagrama em drvore para a extragdo de
duas bolas de uma urna, com reposicéo.

35

2/5 B
B
2/5 <
{ 3/ v
. 2/5 B
\ V

Tabela 5.5: Resuliados e probabilidades para o
experimento do Exemplo 5.11.

Resultados Probabilidades
BB 2/5x 2/5= 4/25
BV 2/5x3/5=6/25
VB 3/5x2/5=46/25
VvV 3/5x3/5=9/25
Total 1

Observe que, aqui,
P(branca na 2*| branca na 1) = 2/5 = P(branca na 2%),

ou seja, se indicarmos por A € B os eventos “bola branca na segunda extragido” e “bola
branca na primeira extragdo”, respectivamente, entao P(AIB) = P(A). Nesse caso, dizemos
que o evento A independe do evento B e, usando (5.8), temos

P(ANB)=P(A) P(B). (3.9)
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E ficil ver que se A independe de B, entdo B independe de A — dizemos que A e B sdo
independentes. A férmula (5.9) pode ser tomada como defini¢ido de independéncia entre
dois eventos, ou seja, A e B sdo independentes se, e somente se, (5.9) for vilida.

Fxemplo 5012 Considere ainda a urna dos dois exemplos anteriores, mas vamos fazer trés
extragdes sem reposi¢do. Indiquemos por V. ou B, a obtengdo de bola vermelha ou branca na
i-ésima extragdo, respectivamente, i = 1, 2, 3. Obtemos a Figura 5.4 e a Tabela 5.6.

jura 5.4: Diagrama em drvore para a extracdo de
trés bolas de uma urna, sem reposigdo.

1
1/4 B ——V
B,
1/3
2/5 9% “ B,
2/3 V3
1/3__8,
B
2/4
3/5 2/3 V3
v'l
2/3
2/4 >y, 2 =B
2
173 V5

Tabela 5.6: Resultados e probabilidades para o experi-
mento do Exemplo 5.12.

Resultados Probabilidades
B,B,V; 2/5x 1/4x 1 =2/20 = 6/60
B-‘VQBg 2/5)(3/4)(]/336/60
B,V,V, 2/5 % 3/4 x 2/3 = 12/60
V,B,V, 3/5x2/4x2/3=12/60
V,V,B, 3/5 x 2/4 x 2/3 = 12/60

Total 60/60 =1

Observe que P(Bz| B)) = 1/4, ao passo que P(V, I B, N B,) = 1; dai,
P(B,NB,NV,)=P(B) P(B,|B) P(V,|B, N\ B,)=2/5x 1/4 x 1 = 1/10.
De modo geral, dados trés eventos A, B e C, temos que

P(ANBNC)=P(A) P(B|A) P(C|A N B). (5.10)

Essa relagdo pode ser estendida para um nimero finito qualquer de eventos. Veja o
problema 60.
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Fxemplo 50130 A teoria da confiabilidade estuda sistemas e seus componentes, como por
exemplo sistemas mecanicos e eletrdnicos (um automével ou um computador) e sistemas
biolégicos, como o corpo humano. O objetivo da teoria é estudar as relagdes entre o funcio-
namento dos componentes e do sistema. A Figura 5.5 (a) ilustra um sistema composto de
dois componentes ligados em série.

¢ 5.5 Sistema com dois componentes (a) em série (b) em paralelo.

A O
L —~

(b)

O sistema da figura funcionard se os componentes L e 2 funcionarem simultaneamente.
Se um dos componentes falhar, o sistema também falhard. Supondo que os componentes
funcionem independentemente, e se p, for a probabilidade de o componente i (i = 1,2)
funcionar, entio a probabilidade de o sistema funcionar sera

P(F)=P(A,NA)=P(A)PA)=p p,

onde indicamos por F o evento “o sistema funciona” e por A o evento “0 componente i
funciona™, i =1, 2.

A probabilidade p, € a chamada confiabilidade do componente i e P(F)=h(p,, p,) =p, p,
a confiabilidade do sistema. '

Se os componentes 1 e 2 estiverem em paralelo, como na Figura 5.5 (b), entdo o sistema
funcionara se pelo menos um dos dois componentes funcionar. Ou seja,

P(F)=PA UA)=PA)+P@A)-PA NA)=p +p,-pp,

e a confiabilidade do sistema € h(p, p,) =p, + p, — p, P,-
Vejamos agora o conceito de independéncia para trés eventos: dizemos que os eventos
A, B e C sao independentes se, e somente se,

P(ANB)=P(A) P(B),

P(ANC)=P(A) P(C), - (5.11)
P(BNC)=P(B) P(C), '
P(ANBNC)=P(A)P(B) P(C).

Se apenas as trés primeiras relagoes de (5.11) estiverem satisfeitas, dizemos que os even-
tos A, B e C sdo mutuamente independentes. E possivel que trés eventos sejam mutuamente
independentes, mas nao sejam completamente independentes. Veja o Problema 59.

A defini¢@o pode ser estendida facilmente para um nimero finito qualquer de eventos.
Veja o problema 61.
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Considere uma urna contendo trés bolas pretas e cinco bolas vermelhas. Retire duas
bolas da urna, sem reposicgo.

(a) Obtenha os resultados possiveis e as respectivas probabilidades.

(b) Mesmo problema, para extragdes com reposicdo.

No problema anterior, calcule as probabilidades dos eventos:
(a) Bola preta na primeira e segunda extrages.

(b) Bola preta na segunda extragdo.

(c) Bola vermelha na primeira extracéo.

A probabilidade de que A resolva um problema é de 2/3, e a probabilidade de que B o
resolva é de 3/4. Se ambos tentarem independentemente, qual a probabilidade de o
problema ser resolvido?

Um dado é viciado, de tal forma que a probabilidade de sair um certo ponto é propor-
cional ao seu valor (por exemplo, o ponto 6 é trés vezes mais provével de sair do que
o ponto 2). Calcular:

(a) a probabilidade de sair 5, sabendo-se que o ponto que saiu é impar;

(b) a probabilidade de tirar um nimero par, sabendo-se que saiu um nimero maior
que 3.

As probabilidades de que dois eventos independentes ocorram sé@o p e g, respectiva-
mente. Qual a probabilidade:

(a) de gque nenhum desses eventos ocorra?
(b) de que pelo menos um desses eventos ocorra?

Na figura ao lado temos um sistema com trés componentes
funcionando independentemente, com confiabilidades p,, p, e _O_
p,- Obtenha a confiabilidade do sistema. !

() 1w

Na tabela abaixo, os nimeros que aparecem sao probabilidades relacionadas com a
ocorréncia de A, B, A N B etc. Assim, P(A) = 0,10, enquanto P(A N B) = 0,04.

B B Total

A 0,04 0,06 0,10
A 0,08 0,82 0,90
Total 0,12 0,88 1,00

Verifique se A e B sao independentes.

Supondo que todos os componentes do sistema da figura ao lado
tenham a mesma confiabilidade p e funcionem independentemente,
obtenha a confiabilidade do sistema.
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5.4 O Teorema de Bayes

Uma das relagdes mais importantes envolvendo probabilidades condicionais € dada pelo
Teorema de Bayes. A versao mais simples desse teorema € dada pela férmula (5.12):

P(ANB) _ P(A)-P(BlA)

P(A|B) = =
2 P(B) P(B)

(5.12)

Como salientamos na se¢do anterior, temos a probabilidade inicial P(A) e, dada a infor-
magao de que B ocorreu (ou dada a suposi¢do de que B venha a ocorrer), obtemos a proba-
bilidade a posteriori P(A|B), dada por (5.12). Ou seja, atualizamos a probabilidade inicial,

multiplicando-a por %Lj;‘). Observe que P(A|B) > P(A) se P(B|A) > P(B).

A forma geral do Teorema de Bayes serd introduzida por um exemplo.

Fxempl '+ Temos cinco urnas, cada uma com seis bolas. Duas dessas urnas (tipo C))
tém 3 bolas brancas, duas outras (tipo C,) tém 2 bolas brancas, € a dltima urna (tipo C,) tem
6 bolas brancas. Escolhemos uma urna ao acaso e dela retiramos uma bola. Qual a probabi-
lidade de a urna escolhida ser do tipo C,, sabendo-se que a bola sorteada € branca?

Na Figura 5.6 temos esquematizados o espago amostral e os eventos de interesse.

% Espago amostral e eventos para o exemplo

5.14
Urna
of ! C, LG
1 i 2 4 3 i+ 4 1 5
C 4|0 00 010 00 000
r _|0i®i®10i® 8i® ®i0 O
B | & ®j_® ®§® ®i® ®i§O O
Q
Queremos encontrar P(C3|B), sabendo que
P(C) =215, P(B|C,) =112,
P(C) =2/5, P(B|C,) = 1/3,
P(C,) = 1/5, P(B|C,)) = 1.
Da defini¢ao de probabilidade condicional, temos
P(CJB)= P(C;NB) _ P(CHPBI|C) (5.13

P(B) P(B)

A segunda igualdade € devida a férmula (5.8).
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Precisamos encontrar o valor de P(B), ja que o numerador € conhecido. Como C,, C, e
C, sdao eventos mutuamente exclusivos, e reunidos formam o espago amostral completo,
podemos decompor o evento B na reuniao de trés outros, também mutuamente exclusivos,

como segue (ver também a Figura 5.6):
B=(C,NB)U(C,NB)U(C,;NB), (5.14)

e entao
PiB)Y=P(C, M.B)+P{C, M B)+P(C;MB)

= P(C)) P(BIC)) + P(C,) P(BIC)) + P(C;) P(BICy)

2 1 2 1 1 8
=SSRyt gHgrEElE g
" Substituindo esse resultado em (5.13), obtemos
1%l 3
P(C,|B)= 8/15 8

Podemos, agora, generalizar os resultados acima do seguinte modo: seja {C,, C,, ..., C,} uma
particdo do espago amostral €2, isto €,
CGNC=¢, sempreque i#],
C] U C2U vee U C,,=Q.
Considere um evento qualquer A em €2. Supomos conhecidas as probabilidades P(C,) e
PA|C),i=1,2,..,n
Entdo, temos o seguinte resultado, ilustrado pela Figura 5.7.

Partigdo de um espago amostral.

Feorema 5.1 113 A probabilidade de ocorréncia do evento C, supondo-se a ocorréncia
do evento A, € dada por

P(C)P(AIC)
N P(C)YP(AIC)

—uj=|

(5.15)

P(C|A) =

paratodoi=1, 2, ..., n.
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Podemos pensar C,, ..., C, como um conjunto de hipdteses, sendo somente uma delas
verdadeira. Dado que A ocorreu, a probabilidade inicial de C,, P(C), € modificada de modo
a se obter P(Cf_l A), dada por (5.15). Passamos da probabilidade a priori P(C,) para a proba-
bilidade a posteriori P(C, |A), multiplicando a primeira por

P(A|C)
2, P(CYPAIC)

(5.16)

Para A fixado, as probabilidades P(A| C) em (5.15) sdo denominadas verossimilhangas
das hipoteses C|, C,, ..., C. Vemos que P(C, |A) > P(C) se (5.16) for maior do que um, isto
é, se P(AIC'.) > P(A), onde P(A) € o denominador de (5.16). Observe que esse denominador
€ uma média ponderada dos P(A| C}.) e 0s pesos sdo as probabilidades P( C;), que tém soma
unitaria. Como o numerador é sempre uma das parcelas do denominador P(A), torna-se
indispensavel o uso de um novo indice, j, na decomposigao deste.

Exemplo 5.15. Para selecionar seus funciondrios, uma empresa oferece aos candidatos um
curso de treinamento durante uma semana. No final do curso, eles sdo submetidos a uma
prova e 25% sao classificados como bons (B), 50% como médios (M) e os restantes 25%
como fracos (F). Para facilitar a sele¢do, a empresa pretende substituir o treinamento por
um teste contendo questdes referentes a conhecimentos gerais e especificos. Para isso, gos-
taria de conhecer qual a probabilidade de um individuo aprovado no teste ser considerado
fraco, caso fizesse o curso. Assim, neste ano, antes do inicio do curso, os candidatos foram
submetidos ao teste e receberam o conceito aprovado (A) ou reprovado (R). No final do
curso, obtiveram-se as seguintes probabilidades condicionais:

P(A|B) = 0,80, P(A|M) = 0,50, P(A|F) = 0,20.
Queremos encontrar P(F|A) e, pelo Teorema de Bayes, essa probabilidade é dada por

P(A|F)P(F)
P(A|B)P(B) + P(AIM)P(M) + P(A|F)P(F)

_ (0,20)(0,25) _
(0,80)(0,25) + (0,50)(0,50) + (0,20)(0,25)

P(F|A) =

0,10.

Entdo, apenas 10% dos aprovados é que seriam classificados como fracos durante o
curso. De modo andlogo podemos encontrar P(BIA) =0,40e P(M |A) = (0,50, que poderiam
fornecer subsidios para ajudar na decisdo de substituir o treinamento pelo teste.

Um grafico em arvore pode ajudar bastante na solu¢ao de um problema envolvendo o
Teorema de Bayes. Desse modo, para o Exemplo 5.15, teremos a Figura 5.8 e a Tabela 5.7.
Assim, o numerador de P(F|A) estd assinalado com um pequeno circulo, ao passo que o
denominador € a soma das trés parcelas assinaladas com asterisco.
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Figura 5.8: Diagrama em arvore para o exemplo 5.15.

{ A
0,20 R
{ A
0,50 R
0,80 R

B
0,25
0,50 M
0,25

F

Tabela 5.7: Resultados e probabilidades para o Exemplo

5.15.
Resultados Probabilidades

BA (0,25) (0,80)=0,20 *
BR (0,25) (0,20) = 0,05
MA (0,50) (0,50)=0,25"*
MR (0,50) (0,50) = 0,25
FA (0,25) (0,20) = 0,05 * °
FR (0,25) (0,80) = 0,20

O Teorema de Bayes, que aparentemente poderia ser encarado como mais um resultado
na teoria de probabilidades, tem importancia fundamental, pois fornece a base para uma
abordagem da inferéncia estatistica conhecida como inferéncia bayesiana. Esse ponto serd
abordado brevemente no Capitulo 11.

O Teorema de Bayes fornece um mecanismo formal para atualizar probabilidades, como
Ja vimos acima. Vejamos mais um exemplo para ilustrar esse ponto.

Lxemplo 5.16. A administragdo de um fundo de investimentos em agdes pretende divul-
gar, apos o encerramento do pregdo, a probabilidade de queda de um indice da bolsa no
dia seguinte, baseando-se nas informagoes disponiveis até aquele momento. Suponha que
a previsao inicial seja de 0,10. Ap6s encerrado o pregao, nova informagao sugere uma alta
do délar frente ao real. A experiéncia passada indica que, quando houve queda da bolsa
no dia seguinte, 20% das vezes foram precedidas por esse tipo de noticia, enquanto, nos
dias em que a bolsa esteve em alta, apenas em 5% das vezes houve esse tipo de noticia no
dia anterior.

Chamando de E o evento que indica “queda da bolsa”, a sua probabilidade a priori é
P(E) = 0,10, enquanto a probabilidade de alta € P(E‘) = 0,90. Se B indicar “alta do délar”,
entdo as verossimilhangas sio dadas por

P(B|E) = 0,20, P(B|E¢) = 0,05.
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Logo, pelo Teorema de Bayes, teremos que

P(E|B) = P(E) P(BIE)
P(E)P(B|E) + P(E)P(B|E%)

]

ou seja,

(0,10)(0,20) 0,02 4
P(E\B) = = = — =0,31.
\EIB) (0,10)(0,20) + (0,90)(0,05) 0,065 13
Portanto, a nova informagdo aumenta a probabilidade de que haja queda na bolsa de
10% para 31%. ‘

Suponha, agora, que horas depois surja nova informagao relevante: o Banco Central ird
reduzir a taxa de juros vigente a partir do dia seguinte. Denotando-se, agora, por B, o evento
“alta do d6lar” e por B, o evento “queda na taxa de juros”, o interesse serd saber como essa
nova informagdo, B,, afetard a probabilidade calculada, P(E |B|)- Segue-se que essa € agora
a probabilidade a priori para E com respeito a B,.

Novamente, informacoes passadas mostram que, dado que tenha havido alta do délar e
queda da bolsa, 10% das vezes foram precedidas por noticias de queda de juros, enquanto,
dado que tenha havido alta do délar e alta da bolsa, 60% das vezes foram precedidas de
queda dos juros. Entdo, as verossimilhangas agora serdo dadas por

P(B,|E, B)) = 0,10, P(B,|E*, B)) = 0,60.
O Teorema de Bayes fica escrito agora na forma
PEIB, B = P(E|B)) P(B,|E, B))

P(E|B) P(B,|E,B)) + P(E‘|B) P(B,IE", B)’
do que segue que
(0,31)(0,10) 0,031
P(E|B,B, = = =0,07
(E|B,, B) (0,31)(0,10) + (0,69)(0,60) 0,445
Ou seja, a informagao B, causa um decréscimo na probabilidade de queda da bolsa, de
0,31 para 0,07, que € menor ainda do que a probabilidade a priori inicial, P(E) = 0,10.

Observe que a probabilidade P(E |Bi, B)) pode ser escrita também como P(E |B’1 N B),
ou seja, temos a ocorréncia simultinea dos eventos B, € B,.

_ r 31 3 Y 4

23. Uma companhia produz circuitos em trés fdbricas, 1, II e III. A fabrica I produz 40%
dos circuitos, enquanto a Il e a III produzem 30% cada uma. As probabilidades de que
um circuito integrado produzido por essas fébricas néo funcione sao 0,01, 0,04 e 0,03,
respectivamente. Escolhido um circuito da producdo conjunta das trés fabricas, qual a
probabilidade de o mesmo nao funcionar?

24. Considere a situagéo do problema anterior, mas suponha agora que um circuito esco-
lhido ao acaso seja defeituoso. Determine qual a probabilidade de ele ter sido fabrica-
do por L.
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25. A urna I contém duas bolas pretas e trés brancas, ao passo que a urna Il contém trés
bolas pretas e trés brancas. Escolhemos uma urna ao acaso e dela extraimos uma bola
que tem cor branca. Se a bola é recolocada na urna, qual é a probabilidade de se
retirar novamente uma bola branca da mesma urna?

5.5 Probabilidades Subjetivas

Na sec@o 5.1 vimos como associar probabilidades a eventos. Utilizamos um enfoque
chamado fregiientista, pois se baseia na estabilidade das freqiiéncias relativas e no fato de
podermos, hipoteticamente, repetir um experimento vdrias vezes. Mas € ébvio que nem
sempre podemos considerar replicagdes. Suponha que queiramos calcular a probabilidade
de chover no dia 12 de janeiro do préximo ano, na cidade de Sdo Paulo. Evidentemente, se
considerarmos o evento A = chover em Sdo Paulo no dia 12 de janeiro do préximo ano, ele
ndo pode ser replicado. O que poderemos eventualmente considerar é em quantos dias 12 de
janeiro de anos anteriores choveu e calcular uma freqiiéncia relativa. Se tivermos essa infor-
magao, ela evidentemente poderd ser usada. Mas suponha que uma pessoa morando em
Fortaleza tenha de calcular essa probabilidade. Se ela nao tiver informagao sobre o tempo
em Sdo Paulo, poderd simplesmente dizer que essa probabilidade é de 1/2. Por outro lado,
uma pessoa vivendo em Sao Paulo tera informagdes adicionais. Por exemplo, saberd que
normalmente janeiro, fevereiro e mar¢o sao meses com muita chuva. Esse morador de Sio
Paulo poderad arriscar uma probabilidade, digamos de 2/3 para o evento A. Vemos, portanto,
que a associagao de probabilidades a um evento depende de cada individuo, de sua informa-
¢do a respeito desse evento. Esse tipo de apreciagio € particularmente recomendavel quan-
do o individuo julga que as replicagdes anteriores nao sejam compardveis com a préxima.
Por exemplo, o fendmeno El Nifio pode ter ocorrido com grande intensidade em janeiro de
1999, provocando muita chuva no sudeste do Brasil, e sua intensidade nos anos seguintes
talvez seja menor.

Respostas a questdes como essa envolvem o que chamamos de probabilidade subjetiva.
Ou seja, cada individuo, baseado em informagGes anteriores € na sua opiniao pessoal a respei-
to do evento em questdo, pode ter uma resposta para a probabilidade desse evento. A Inferéncia
Bayesiana, de que trataremos brevemente neste livro (veja o Capitulo 11), toma como uma de
suas bases o fato de que todas as probabilidades sao subjetivas. O Teorema de Bayes tem papel
importante nesse tipo de inferéncia, pois passa a ser visto como um mecanismo de atualizagao
de opinides. Ou seja, o individuo aprende B e passa a ter opinido P(A|B) sobre A.

Um ingrediente basico quando se associam probabilidades € a coeréncia. Se um individuo
julgar que um evento A € mais provavel que seu complementar, entdo ele deverd, como que
apostando na ocorréncia de A, associar uma probabilidade maior do que 1/2 ao evento A. Por
exemplo, se ele julgar que uma proporg¢ao 3 : 1 a favor de A € razodvel, entao ele devera sugerir
P(A) = 3/4. A férmula de Bayes fornece uma maneira coerente de atualizar opinioes.

As probabilidades associadas a eventos de modo subjetivo tém propriedades anidlogas
aquelas vistas em secoes anteriores e podem ser obtidas a partir do principio da coeréncia.
H4 outras maneiras de se associar probabilidades a eventos e os interessados poderdo con-
sultar O’Hagan (1994), por exemplo, para obter mais informagdes sobre esse assunto e
outros ligados a Inferéncia Bayesiana.
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5.6 Problemas e Complementos

<0

27,

28.

29

30.

3s

Um restaurante popular apresenta apenas dois tipos de refeicoes: salada completa ou
um prato a base de carne. Considere que 20% dos fregueses do sexo masculino prefe-
rem a salada, 30% das mulheres escolhem carne, 75% dos fregueses sGo homens e os
seguintes eventos:

H: fregués é homem A: fregués prefere salada

M: fregués é mulher B: fregués prefere carne

Calcular:

(a) P(H), PAlH), P(BIM); (b) PANH),PAUH),  (c) P(M|A).

Uma companhia de seguros analisou a freqiéncia com que 2.000 segurados (1.000 homens
e 1.000 mulheres) usaram o hospital. Os resultados s@o apresentados na tabela:

Homens Mulheres
Usaram o hospital 100 150
Néo usaram o hospital 900 850

(@) Qual a probabilidade de que uma pessoa segurada use o hospital?
(b) O uso do hospital independe do sexo do segurado?

As probabilidades de trés motoristas serem capazes de guiar até em casa com seguranca,
depois de beber, sao de 1/3, 1/4 e 1/5, respectivamente. Se decidirem guiar até em
casa, depois de beber numa festa, qual a probabilidade de todos os trés motoristas
sofrerem acidentes? Qual a probabilidade de pelo menos um dos motoristas guiar até
em casa a salvo?

Duas lémpadas queimadas foram acidentalmente misturadas com seis ldmpadas boas.
Se vamos testando as lédmpadas, uma por uma, até encontrar duas defeituosas, qual é
a probabilidade de que a Gltima defeituosa seja encontrada no quarto teste?

Suponhamos que 10.000 bilhetes sejom vendidos em uma loteria e 5.000 em outra,
cada uma tendo apenas um ganhador. Um homem tem 100 bilhetes de cada. Qual a
probabilidade de que:

(a) ele ganhe exatamente um prémio?
(b) ele ganhe alguma coisa?

Uma companhia de seguros vendeu apdlices a cinco pessoas, todas da mesma idade
e com boa satde. De acordo com as tédbuas atuariais, a probabilidade de que uma
pessoa daquela idade esteja viva daqui a 30 anos é de 2/3. Calcular a probabilidade
de que daqui a 30 anos:

(a) exatamente duas pessoas estejam vivas;

(b) todas as pessoas estejam vivas; e

(c) pelo menos trés pessoas estejam vivas.

(Indique as suposicdes necessdrias para a resolugao do problema.)
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Num teste com duas marcas que |lhe sdo apresentadas em ordem aleatéria, um
experimentador de vinhos faz trés identificagdes corretas em trés tentativas.

(a) Qual a probabilidade de isso ocorrer, se na realidade ele ndo possuir habilidade
alguma para distingui-los?
(b) E se a probabilidade de distinguir corretamente é de 90% em cada tentativa?

Um grupo de 12 homens e 8 mulheres concorre a trés prémios através de um sorteio,
sem reposicao de seus nomes. Qual a probabilidade de:

(@) nenhum homem ser sorteado?

(b) um prémio ser ganho por homem?2

(c) dois homens serem premiados?

Um empreiteiro apresentou orgamentos separados para a execucao da parte elétrica e
da parte de encanamento de um edificio. Ele acha que a probabilidade de ganhar a
concorréncia da parte elétrica é de 1/2. Caso ele ganhe a parte elétrica, a chance de
ganhar a parte de encanamento é de 3/4; caso contrério, essa probabilidade é de 1/3.
Qual a probabilidade de ele:

(a) ganhar os dois contratos?
(b) ganhar apenas um?
(c) ndo ganhar nada?

Em média, 5% dos produtos vendidos por uma loja sGo devolvidos. Qual a probabili-
dade de que, das quatro préximas unidades vendidas desse produto, duas sejam de-
volvidas?

_Trés alarmes estdo dispostos de tal maneira que qualquer um deles funcionard inde-

pendentemente quando qualquer coisa indesejavel ocorrer. Se cada alarme tem pro-
babilidade 0,9 de trabalhar eficientemente, qual é a probabilidade de se ouvir o alar-
me quando necessdario?

67{Em uma fébrica de parafusos, as méquinas A, B e C produzem 25%, 35% e 40% do

total, respectivamente. Da produgéo de cada méquina 5%, 4% e 2%, respectivamente,
sGo parafusos defeituosos. Escolhe-se ao acaso um parafuso e verifica-se que é defei-
tuoso. Qual a probabilidade de que o parafuso venha da maquina A; da B; e da C?

38.Um fabricante afirma que apenas 5% de todas as valvulas que produz tém duracdo

inferior a 20 horas. Uma indUstria compra semanalmente um grande lote de valvulas
desse fabricante, mas sob a seguinte condicdo: ela aceita o lote se, em dez valvulas
escolhidas ao acaso, no médximo uma tiver duragao inferior a 20 horas; caso contrério,
o lote todo é rejeitado.

(a) Se o fabricante de fato tem razéo, qual a probabilidade de um lote ser rejeitado?

(b) Suponha agora que o fabricante esteja mentindo, isto é, na verdade a proporcao
de vélvulas com duracao inferior a 20 horas é de 10%. Qual a probabilidade de
um lote ser aceito, segundo o critério acima?
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39.Para estudar o comportamento do mercado automobilistico, as marcas foram divididas
em trés categorias: marca F, marca W, e as demais reunidas como marca X. Um estudo
sobre o habito de mudanga de marca mostrou o seguinte quadro de probabilidade:

Proprieto’rio de Pl"_ob_abllldade de nTUd_OnéU pcru

carro da marca W F ¥
w 0,50 0,25 0,25
I 0,15 0,70 0,15
X 0,30 0,30 0,40

A compra do primeiro carro é feita segundo as seguintes probabilidades: marca W com
50%, marca F com 30% e marca X com 20%.

(a) Qual a probabilidade de um individuo comprar o terceiro carro da marca W2
(b) Se o terceiro carro é da marca W, qual a probabilidade de o primeiro também ter

sido W¢
40.A empresa M & B tem 15.800 empregados, classificados de acordo com a tabela
abaixo. . B
~—— Sexo
Homens (M) Mulheres (F) Total
Idade S
< 25 anos (A) 2.000 800 2.800
25- 40 anos (B) | 4.500 | 2.500 | 7.000
> 40 anos () 1.800 4,200 | 6.000
Total 8.300 7.500 15.800

Se um empregado é selecionado ao acaso, calcular a probabilidade de ser ele:
(@) um empregado com 40 anos de idade ou menos;

(b) um empregado com 40 anos de idade ou menos, e mulher;

(c) um empregado com mais de 40 anos de idade e que seja homem;

(d) uma mulher, dado que é um empregado com menos de 25 anos.

41.Considere o problema 40 e suponha que escolhamos dois empregados ao acaso, com
reposicdo. Qual a probabilidade de que:
(a) ambos sejam do sexo masculino;
(b) o primeiro tenha menos de 25 anos, e o segundo seja do sexo masculino e tenha
menos de 25 anos;
(c) nenhum tenha menos de 25 anos.

42 Resolva as questdes (o) e (c) do problema 41, supondo que a amostragem é feita sem
reposicao.

43.Numa empresa existem operdrios de determinada categoria, com idades iguais a a, b
e c anos (existem pelo menos trés com a mesma idade). Escolhem-se trés ao acaso
para que facam determinado curso. Se indicarmos por x a idade do primeiro, y a do
segundo e z a do terceiro, o terno (x, y, z) indica cada possivel resultado. Enumere:
(a) o espaco amostral; e (b) os eventos A = {(x, y, 2)|x=y =1z}, B= {(x,y, 2)|x = y}.
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. Os colégios A, B e C tém as seguintes porcentagens de rapazes, respectivamente: 40%,
20% e 10%. Um desses colégios é selecionado ao acaso e oito alunos sdo escolhidos,
com reposicdo. Se o resultado for RRRMMMMM (R para rapaz e M para moga), qual
¢ a probabilidade de ter sido selecionado o colégio C?

Um inspetor da secdo de controle de qualidade de uma firma examina os artigos de
um lote que tem m pecas de primeira qualidade e n pecas de segunda qualidade. Uma
verificac@o dos b primeiros artigos selecionados ao acaso do lote mostrou que todos
eram de segunda qualidade (b < n - 1). Qual a probabilidade de que entre os dois
préximos artigos selecionados, ao acaso, dos restantes, pelo menos um seja de segun-

da qualidade?
Prove que, se A e B sdo independentes, também o serGo A“e B, Ae B°e A" e B.
Obtenha uma térmula para P(A U B U C).

Na figura abaixo temos um sistema chamado ponte. Nas mesmas condigées do proble-
ma 22, obtenha a confiabilidade do sistema.

1 2

3
'
LS

Considere o quadrado com vértices (0,0), (1,0), (0,1) e (1,1). Suponha que a probabi-
lidade de uma regi@o A (evento) seja a drea dessa regido.

(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

(a) Represente graficamente o evento A = conjunto dos pontos cuja distdncia @ origem
seja menor ou igual a 1.

(b) Calcule P(A).

(c) Calcule a probabilidade do evento B={(x,y): x = b ou y = b}, onde b é um nimero tal
que<b<l.

(d) Calcule P(B), onde B foi definido em (c).
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CAPITULO 5 — PROBABILIDADES ]

Considere Q como o quadrado da figura do problema 49. Considere os eventos:
A={(x,y):1B3=x=23,0=<y=<1/2}
B={(x,y):12=x=<1,1/4=y=3/4}.

Calcular P(A), P(B), P(A U B), P(A"), P(B') e P(A N B").

Considere, agora, a situagdo do problema 49, mas suponha que o quadrado nédo
tenha drea unitaria. Como vocé definiria a probabilidade de um evento A2

Suponha uma populacdo de N elementos a,, a,, ..., ay. Qualquer arranjo ordenado a,,,
a,, ..., a, de n simbolos é chamado de uma amostra ordenada de tamanho n, extraida da
populacdo. Considere o simbolo (N), como significando N (N = 1) ... (N = n + 1).
Suponha n < N. Mostre que existem N" amostras com reposigdo (um mesmo elemento
pode ser retirado mais de uma vez) e (N), amostras sem reposigdo (um elemento,
quando escolhido, é removido da populagé@o, ndo havendo, pois, repeticdo na
amostra).

Uma amostra ordenada de tamanho n, extraida de uma populacdo com N elementos,
produz um plano aleatério simples se todas as possiveis amostras t8m a mesma probabi-
lidade de serem escolhidas; essa probabilidade serd 1/N" se a amostra for com reposi-
cdo e 1/(N), se for sem reposicdo. Uma amostra casual de tamanho n, com reposicao,
é extraida de uma populacdo com N elementos. Encontre a probabilidade de nao
haver repeticGo na amostra.

!
Considere (!:) = (‘:?” = n!(!:'V-n)! . Observe a situagao do problema 52, na qual néo

. - . ' N
levamos em consideragdo a ordem do conjunto a,, a,, ..., a,. Mostre que existem "

amostras sem reposig@o.

55.(a) Se A, B e C sdo independentes, prove que A e B N C sdo independentes.

(b) Nas mesmas condicdes, prove que A U B e C sao independentes.

56.Se P(A) = 1/3, P(B‘) = 1/4, A e B podem ser disjuntos (ou mutuamente exclusivos)?

(Sugestao: P(A)=P(A N B)+ P(AN B)e A N B° C B*. Use o fato de que, se A C B,
P(A) = P(B).)

57.Um sistema é composto de trés componentes 1, 2 e 3, com confiabilidade 0,9, 0.8 e

0,7, respectivamente. O componente | é indispensavel ao funcionamento do sistema;
se 2 ou 3 ndo funcionam, o sistema funciona, mas com um rendimento inferior. A falha
simulténea de 2 e 3 implica o ndo-funcionamento do sistema. Supondo que os compo-
nentes funcionem independentemente, calcular a confiabilidade do sistema.

58.Prove (5.4). (Sugestdo: Escreva U U V e V como reunides de eventos mutuamente

exclusivos.)
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Ha quatro bolas numa urna, numeradas 000, 011, 101, 110. Selecione uma bola ao
acaso da urna. Considere os eventos

A.: na bola selecioncda, o nimero 1 aparece na posicéo i, i = 1, 2, 3.

SejaA=A NA,NA,

(a) Calcule P(A),i=1,2,3 e P(A).

(b) Mostre que A, A, e A, sGo mutuamente independentes, mas ndo sGo independentes.

Como fica a relagdo (5.10) para n eventos quaisquer Ay il 2
Definir independéncia para n eventos quaisquer 7, Tp—

O problema do aniversario. Considere k pessoas numa sala. Qual a probabilidade de
que pelo menos duas pessoas facam aniversario no mesmo dia e més? A partir de qual
valor de k essa probabilidade é maior que 0,52

(Sugestdo: seja A o evento “pelo menos duas pessoas fazem aniversario no mesmo
dia”. O evento complementar é A": “todas as k pessoas fazem aniversario em dias
diferentes”. Calcule primeiro a P(A®). Para isso, use o resultado do problema 53. Aqui,
temos N = 365 dias e k = n pessoas. Se P(A) = p, entdo mostre que

(365), _ 365364 -363 ... (365 — k + 1)
365¢ 365 '

Note que hé k fatores no numerador e no denominador dessa expressdo.)

| -p=PA%=

Mostre que a probabilidade 1 — p do problema 62 pode ser escrita como

l—p==l— l+2+...+k-1
365 ’

para k pequeno.

Num mercado, trés corretoras A, B e C s@o responsdveis por 20%, 50% e 30% do
volume total de contratos negociados, respectivamente. Do volume de cada corretora,
20%, 5% e 2%, respectivamente, sGo contratos futuros em délares. Um contrato é
escolhido ao acaso e este é futuro em délares. Qual é a probabilidade de ter sido
negociado pela corretora A2 E pela corretora C?



