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Para finalizar o capitulo, apresentamos a seguir um resultado importante,
relacionando os estimadores de Bayes a uma estatistica suficiente.

Teorema 4.4.2. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatoria de tamanho n da
distribuicdo da varidvel aleatdria X com fungao de densidade (ou de proba-
bilidade) f(x|0). Seja T = T(Xy,...,X,) uma estatistica suficiente para 0.
Consideremos para 0 a fungdo de densidade (ou de probabilidade) w(0). Entao,
o estimador de Bayes de 6 com relagao a perda quadrdtica € funcao de T.

Prova. Vamos considerar a demostracao apenas para o caso em que X e 6
sao variaveis aleatérias continuas. Sendo T uma estatistica suficiente para 6,
usando o Critério da Fatoracao, podemos escrever

f(x(0) = h(x)gs (t(x)),

ou seja, go(t(x)) depende de x somente por t(x). Podemos, entdo, escrever a
fungéo de densidade (ou de probabilidade) a posteriori como

__f(x|0)m(6)
m(Blx) = T F(x[0)0d6
h(x)ge (t(x))m(6) go(t(x))m(6)

Jo M(x)ga(t(x))m(0)d0  [o go(t(x))m(0)d6’
de modo que a fungao de densidade a posteriori depende de x somente através
de T'=T(x). Como o estimador de Bayes de 6 com relagao & perda quadratica
é a média da posteriori, ele dependera de X somente através de T'.

O resultado do Teorema 4.4.2 vale na verdade em situacoes mais gerais no
que diz respeito a fungao de perda. Na verdade qualquer que seja a funcao
de perda considerada, o estimador de Bayes s6 dependera de X através de
T =T(X1,...,Xn), pois qualquer que seja a func¢ao de perda, o estimador de
Bayes é obtido utilizando a distribuic¢do a posteriori m(6]x).

4.5 Exercicios

4.1. Seja X uma tnica observacao da distribuigdo N (u, 1), onde —oo < p < 0.
Considere a perda quadratica.

(i) Encontre o risco R(u,d) para a classe D = {d;d(z) = ¢X}.

(ii) Encontre, na classe D, o estimador minimax de p.

(iii) Encontre em D o estimador de Bayes de p com relagdo a priori 7(u) =
1/2;-1<pu<1.

4.2. Seja X uma unica observagao da varidvel aleatéria X com fungao de
probabilidade
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ﬂ%l—@%ﬁ r=0,1,2,

falf) = z!(2 — x)!

onde 0 < 6 < 1. Considere os estimadores dq(X) = X/2 e da(X) = (X +1)/4
e fungao de perda quadratica.

(i) Verifique se existe um estimador uniformemente melhor (melhor para todo
), ou seja, verifique se um dos estimadores é inadmissivel.

(ii) Qual dos estimadores é minimax?

4.3. Considere uma tinica observagio da varidvel aleatéria X ~ Binomial(m, 0).
Seja 1(0,d) = (6 — d)>.

(i) Encontre o risco de d(X) = X/m.

(ii) Encontre o risco de Bayes de d(X) em (i), com relagdo a priori 7(8) =
L,0<0<1.

4.4. Refaca o Exercicio 4.3., considerando agora a perda [(0,d) = (0 —
a)?/0(1 —0).

4.5. Seja uma tnica observagdo da distribuicdo Poisson(f). Encontre o risco
de Bayes do estimador d(X) = X, com relagdo & perda quadritica e a priori
Gama(a, ).

4.6. Counsidere o problema de se estimar 8 € © = {0, 1}, baseado em uma tnica
observagao da variavel aleatéria X, com densidade

fzlo)=2"E+) 2=1-02-0,3—-9,..
Considere a perda 0-1, ou seja,

1(0,0)=1(1,1)=0 e 1(0,1)=1(1,0)=1.
Considere também os estimadores

1, X=0,
dl(X){O X >0 € d2(X){

(i) Encontre R(0,d;(X)),i =1, 2.
(ii) Qual dos estimadores é minimax? Alguns dos estimadores é inadmissivel?

0, X<1,
1, X>1,

4.7. Seja X uma tnica observagao da distribuigao U (0, §), onde 6 é uma varidvel
aleatéria com densidade

7(0) =0e7? 6>0.

(i) Encontre a densidade a posteriori de 6.
(ii) Encontre o estimador de Bayes de 6 com respeito a perda quadrética.
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4.8. Seja X o tempo de vida de uma lampada (em mil horas) fabricada por
certa companhia. Considera-se que X é uma varidvel aleatéria com densidade

f(z|) =670, x> 0.
Considere para 6 a priori
7(0) = 160e= %, 6> 0.

(i) Encontre a distribui¢do a posteriori de 6.
(ii) Encontre o estimador de Bayes de E(X) e Var(X) com relagdo a perda
quadrética.

4.9. Em uma &rea de reflorestamento, o niimero de arvores de determinada
espécie, por hectare, com certa doenca tem uma distribuigdo Poisson(6). A
distribuigao a priori de 6 é exponencial com média igual a 1. Encontre o esti-
mador de Bayes de Pyp(X = 0) com relagdo & perda quadratica..

4.10. Sejam X3, ..., X, uma amostra aleatdria da distribuigao U(0,6). Supo-
nhamos que 6 seja uma variavel aleatéria com fungao de densidade de proba-
bilidade (Pareto)

_ [ ba’/0"*t 0 >a,
7r(9){0, 0 < a,

Encontre a distribuigao a posteriori de 6 e o estimador de Bayes de 6 com
relagao a perda quadrética.

4.11. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatoria da varidavel aleatéria X ~
Bernoulli(6). Considere para 6 a priori

77(9):{29’ 0<0<1,

0, caso contrério,

Encontre o estimador de Bayes de 6 com relagao a perda quadratica e seu risco
de Bayes.

4.12. Sejam X1, ..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da densidade
f(z|o) =021 0<z<1, 6>0.
Vamos assumir para 6 a priori gama
m(0) = A"0" e/ (1),

onde r e A sao conhecidos. Encontre a distribuicao a posteriori de 6 e o estimador
de Bayes de 0 com relagao a perda quadratica.



