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CAP{TULO 1

Introducao

1. Definicoes e exemplos

Os processos estocdasticos representam sistemas nos quais o estado muda ao longo
do tempo. Estas mudancas nao sao totalmente previssiveis, mas elas estao associadas a
distribuicoes de probabilidade. Diversos fenomenos reais admitem a modelagem através
dos processos estocasticos. Vejamos alguns exemplos.

ExeEMPLO 1.1 (Cadeia de montagem). Os produtos finais de uma cadeia de montagem,
apos uma supervisao a que sao submetidos, podem ser considerados defeituosos ou nao. Se
o n-ésimo produto nao tiver defeito, fazemos X,, = 1, caso contrario X,, = 0. Suponha que
um produto é defeituoso independentemente dos outros produtos e que a probabilidade
de que isto acontecga é p, entao X1, X, ..., X,,... é uma sequéncia de variaveis aleatorias
independentes Bernoulli com parametro p de sucesso.

ExeEMPLO 1.2 (Estoque). Uma pequena loja de equipamentos eletrodomésticos vende um
certo tipo de maquina de lavar roupa. No entanto, ela somente pode ter em estoque no
maximo cinco unidades. Entao se no final do dia a loja tem no estoque somente uma
unidade ou nenhuma, o gerente manda buscar tantas unidades quantas sejam necessarias
para ter cinco na loja no dia seguinte antesd e comegar o expediente. Vamos chamar de
X, a quantidade de unidades na loja no final do n-ésimo dia. Elas podem ser consideradas
variaveis aleatorias, pois é razoavel supor que nao temos como prever a quantidade de
maquinas de lavar que serao compradas cada dia.

ExeEmMpPLO 1.3 (Mobilidade social). Consideremos a histéria de vdrias geragoes de uma
familia que ao longo do tempo tem somente um filho. Neste modelo simples, a observacao
da classe social (alta, média ou baixa) da familia para cada geragao permitiria descrever
sua evolugao social ao longo do tempo.

Se tivermos uma sociedade composta por familias deste tipo, podemos escolher ao
acaso uma familia e para cada geracao n chamar de X,, a uma quantidade que valera 1 se
a familia for de classe alta, 2 se ela for de classe média e 3 se for de classe baixa. Desta
forma, cada X,, sera uma variavel aleatoria e a sua evolucao ao longo do tempo, permitira
tirar conclusoes sobre as mudancas na estrutura da sociedade.

ExEMPLO 1.4 (Lucro de uma companhia seguradora). Suponha que uma seguradora re-
cebe ¢ unidades monetdrias (u.m.) pelo total dos prémios que ela cobra dos segurados

1



2 1. INTRODUCAO

dentro de uma determinada carteira por periodo de tempo (més, semestre, por exemplo).
Assuma também que a seguradora coleta os prémios regularmente e que as indenizacgoes
sao pagas quando os sinistros ocorrem. Além disto, nao vamos considerar aqui eventuais
despesas administrativas, ganhos ou perdas por investimentos, etcétera. Desta forma, a
reserva desta seguradora sera afetada somente pela cobranca dos prémios ou por paga-
mentos de indenizagoes na ocorréncia de sinistros. Em particular, o lucro da companhia
no n-ésimo periodo sera ¢ — Z, u.m., sendo Z, o valor total de indenizagoes pago pela
seguradora nesse periodo. Se chamarmos de L, ao lucro da seguradora desde que essa
carteira comecga a operar até o final do n-ésimo periodo, teremos que

Ln =Ccn — iZJ
j=1

O comportamento desta quantidade ao longo do tempo influenciara significativamente a
satide financieira da seguradora.

Em todas as situacoes acima, as magnitudes de interesse sao familias de variaveis
aleatorias.

Chamaremos de processo estocastico a qualquer familia de variaveis aleatérias X;,
com t € T e sendo T algum espaco de parametros '.

Na maioria das situagoes reais, o espaco de parametros representa o tempo, mas isto
nem sempre é assim (veja o exemplo 1.1). Observe que em todos nos exemplos acima,
vale T = N. No entanto, muitos processos estocdasticos importantes tém como espaco
de parametros T = R ou T = [0, +00). Ainda neste capitulo veremos alguns exemplos.
Quando T é enumeravel diremos que o processo estocastico correspondente é a tempo
discreto. Se T for um intervalo, o processo estocastico serd chamado a tempo continuo.
Nos exemplos de 1.1 até 1.4, todos os processos sao a tempo discreto.

Os valores que tomam as variaveis do processo serao chamados de estados e o conjunto
E destes valores serda o espago de estados. Observe que os estados nao precisam ser
quantidades numéricas.

Os processos estocasticos podem ter espaco de estados discreto ou espago de esta-
dos continuo em correspondéncia com a natureza do conjunto E. No exemplo 1.1 temos
que que F = {0,1}, no exemplo 1.2, E = {0,1,2,3,4,5}, no exemplo 1.3, £ = {1,2,3} e
finalmente no exemplo 1.4, £ = R. Os espacos de estados nos exemplos 1.1-1.3 sdo todos
discretos enquanto o espaco de estados do exemplo 1.4 é continuo.

No caso de um processo estocastico, uma observagao sera uma colecao de valores
no espago de estados da forma {x; : ¢ € T} que é chamada de trajetéria ou real-
izacao deste processo. Para o processo do exemplo 1.1, uma possivel trajetoria seria
{1,0,0,0,0,0,0,...}. Ela corresponde ao caso em que o primeiro produto produzido
nao teve defeito e todos os demais foram defeituosos. No exemplo 1.3 a trajetoria

1Uma defini¢ao rigorosa dos processos estocasticos pode ser consultada na secao 3



1. DEFINICOES E EXEMPLOS 3

{1,3,1,3,1,3,1,3,...} corresponde a escolha de uma familia que alterna entre as classes
alta e baixa ao longo das geracoes.
Vejamos agora um exemplo de um processo estocéastico a tempo continuo.

ExEMPLO 1.5 (O processo de Poisson). Suponha que num laboratério é possivel contar
a quantidade de particulas emitidas por uma certa substancia radioativa a partir de um
instante de tempo determinado. Suponha também que os intervalos de tempo decorrido
entre duas emissoes sucessivas de particulas formem uma sequéncia de variaveis aleatorias
independentes e com distribuigao exponencial com parametro X\ (A > 0). Se chamarmos
de N; a quantidade de particulas emitidas até o instante t, entao o processo a tempo
continuo N = {N,},., serd chamado de processo de Poisson. Este processo tem espago
de estados E = N e cada varidvel N, tem distribuicao Poisson|\(t)]. As trajetcrias deste
processo sao como na figura (1). Elas tém saltos de tamanho um.
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FiGUraA 1. Trajetéria do processo de Poisson

Este processo sera estudado em detalhe no capitulo 4.

Dependendo do espaco de parametros, um processo estocastico pode ter varios tipos
de trajetorias que sao ilustradas graficamente nas figuras (2(a)) e (2(b)).
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(a) Trajetéria continua (b) Trajetéria Discreta
FIGURA 2.

Resumindo, temos as seguintes possibilidades para os processos estocéasticos.

PROCESSOS ESTOCASTICOS

E enumeravel E nao enumeravel

Processo a tempo discreto com  Processo a tempo discreto com

T enumeravel espago de estados discreto espaco de estados continuo
(Exemplos 1.1-1.3) (Exemplo 1.4)
Processo a tempo continuo com Processo a tempo continuo com
T intervalo espaco de estados discreto espaco de estados continuo
(Exemplo 1.5) (Exemplo 1.10)

TABELA 1. Classificacao dos processos estocésticos

Observe que podemos enxergar os processos estocasticos como generalizacoes de var-
iaveis e vetores aleatérios. De fato, se a cardinalidade do espaco de parametros T for finita,
o processo correspondente serd um vetor aleatorio. Por exemplo, se T = {1, 2}, o processo
correspondente pode ser representado como (X7, X5), que é um vetor aleatério bivariado.
Em particular, se T contiver somente um elemento, o processo serda uma variavel aleatoria.

Sabemos que o comportamento probabilistico de variaveis aleatorias é descrito atraves
da funcao de distribuicao. No caso de vetores aleatérios precisamos usar a funcao de
distribuicao conjunta, pois as distribuigoes marginais das coordenadas nao determinam a
distribuicao do vetor no sentido que existem vetores aleatorios com distribuicoes diferentes
e com as mesmas marginais como ilustramos a seguir.



1. DEFINICOES E EXEMPLOS 5

EXEMPLO 1.6. Consideremos os vetores aleatorios discretos (X1, X3) e (Y1, Y3) com fungées
de probabilidade conjunta

X\Xo| 0 1 Y\Y,| 0 1
0 |1/4 1/4] e 0 | 0o 172
1 [1/4 1/4 1 [1/2 0

respectivamente. Estas fungoes de probabilidade sao diferentes, no entanto, as marginais
coincidem pois
1
P(X1:0):P(Y1:0):§:P(X2:0):P(Y2:0).

Parece bastante natural pensar que para processos estocasticos, as distribuicoes de
cada uma das variaveis aleatorias que o formam (marginais do processo) nao devem ser
suficientes para determinar o seu comportamento probabilistico. Com o seguinte exemplo
pretendemos esclarecer melhor esta idéia.

EXEMPLO 1.7. No exemplo 1.1 tratamos com um processo formado por uma sequéncia de
variaveis aleatorias independentes, todas elas com distribuicao de Bernoulli com parametro
p. Tais processos sao chamados de processos de Bernoulli de parametro p (veja a se¢ao

2).

Seja Z um processo de Bernoulli de parametro ,/p. De acordo com a defini¢ao isto
quer dizer que as variaveis Z, Zs, . .. sao independentes e todas elas seguem a distribuicao
de Benoulli(\/p). Vamos usar agora o processo Z para definir um outro processo Y da
forma Seguinte. Faremos Yi = 2122,1/2 = ZQZg,YE), = 21Z3,Y21 = Z4Z5,YV5 = Z5Z6,)/é =
Z4Zg, ..., e em geral

Yz’m—Z = Z3n—2Z3n—1>
}/én—l = Z3n—1Z3n7
an = Z3n—2Z3n>
para cadan € N.
Determinemos a distribuicao de cada varidvel Y;. De fato, pela sua propria defini¢ao
cada Y; toma somente os valores 0 e 1 e podemos calcular, por exemplo
PY1=1) = P(Z1=1,Z,=1),
= P(Z; =1)P(Zy = 1)( pela independéncia),
= (V) =p.
Por meio de célculos andlogos pode-se provar que P(Y; = 1) = p para j € N, por

tanto, cada variavel Y; tem distribuicao Bernoulli(p). Serd isto suficiente para garantir
que Y é um processo de Bernoulli? Intuitivamente devemos esperar que nao, pois pela
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maneira que foi definido este processo, os valores das variaveis Yz, 1 e Ys,, por exemplo,
sempre estarao relacionados. Em particular,

P(Ys3,1=1,Y3,=0) = P(Z3,2=0,Z5,1 =1,7Z5, = 1)
= p(1-+/p))

e portanto (se p < 1), p(1 —p) = P(Y3,-1 = 1)P(Y;, = 0) # P(Y3,.1 = 1,Y3, =0) e
Y3,_1 e Y3, nao sao independentes.

Isto

quer dizer que Y nao é um processo de Bernoulli pois as variaveis

aleatorias que formam o processo nao sao independentes.

A maneira de conclusao, podemos dizer que:

O comportamento probabilistico de um processo estocastico esta caracterizado nao
somente pelas distribui¢oes marginais das varidveis coordenadas, mas também pelas
relagoes de dependéncia entre elas.

Entre os estados de um processo X podemos encontrar diferentes tipos de relagoes
de dependéncia. Neste contexto é interessante lembrar da interpretacao do espaco de
parametros T como tempo.

a)

Estados Independentes

A relacao de dependéncia entre variaveis aleatdérias mais simples que podemos
pensar seria a auséncia total dela. Chamaremos de processo de estados inde-
pendentes a aquele processo estocastico tal que todos os seus estados constituem
uma familia de variaveis aleatorias independentes. Um exemplo é o processo de
Bernoulli de parametro p.

Processos de Markov

Consideremos os instantes tq,t9,...,t,,t € T, com t; < ty < -+ < t, <
t. Um processo X ¢é chamado de processo de Markov quando para todos
a,b,ay,...,a, € E, vale

Pla < X; <b[Xy, =a1, Xy, = ag, ..., Xy, = a,] = Pla < X, <b|Xy, = a,]

n

ou seja o estado X; do processo depende da sua historia anterior nos instantes
t1,t9,...,t, somente através do presente X; e naodo passado X, , X;,,..., X;, .
Os processos de estados independentes sao exemplos muito simples de processos
de Markov. Todos os processos que estudaremos a partir do préximo capitulo
serao processos de Markov.

Martingais
X sera chamado de martingal quando para todos os instantes tq, t, ..., t,,t com
b <ty <---<t,<tyi1€ay,ao,...,a, € E tivermos

E |:th+1|th :al,Xt2 :a'27“‘7Xt :ani| :an

n
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Em outras palavras, poderiamos dizer que para martingais vale que o que pode
ser previsto sobre o estado do processo num instante futuro ¢,.; sendo que sao
conhecidos n estados anteriores é exatamente o estado no instante presente ,,.

ExXEmMPLO 1.8. Um exemplo de martingal aparece em jogos simples de azar como o
seguinte. Suponhamos que no n-ésimo lancamento de uma moeda honesta acrescenta-
mos um valor A ao capital do jogador se sair cara subtraimos a mesma quantidade se sair
coroa. O jogador comega o jogo com capital K e é admitido ter capital negativo. Vamor
supor também que os langamentos sao independentes.

Fazendo

(1.1)

7 _ A,  se sair cara no j-ésimo lancamento,
J —A, se sair coroa no j-ésimo lancamento,

teremos que o capital do jogador no instante do n-ésimo lancamento sera

Xo=K+Z1+2Zy+ -+ 2,

Observando que Zy,Zs, ... sao variaveis aleatorias independentes com EZ; = 0 é facil
verificar que X,, é um martingal, pois:

E [ X1l X1 = a1, X = ag, ..., X, = a,]
= E[(X,+ Z1)| X1 =a1,Xo = ag, ..., X, = a,]
= El(an + Zni1)| Xy = a1, Xo = ag, ..., X,y = a,]
= ap+E[Z, 1| Xi=a1,Xo=a9,..., X, = a,)
= ap+E[Z,11] = a,.

A seguinte definicao sera util no que segue.

DEFINIGAO 1.9. Se {X;}ier é um processo estocdastico, chamaremos de incremento
correspondente ao intervalo (s,t] a varidavel aleatéria X; — X, t > s, s,t € T.

E
Xy

X — X X

0 S t T

F1curA 3. Incremento do processo {X;}ier.
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Diremos que o processo tem incrementos estacionarios quando a distribuicao de
X; — X, depende dos instantes s e t somente através da sua diferenca t — s. Se para todos
o<ty <---<t,, comty,...,t, €T e paratodon € N vale

Xy — X4y, oo, Xy, — Xy, , sao independentes,

entao diremos que o processo tem incrementos independentes. Em outras palavras, um
processo tera incrementos independentes quando os incrementos correspondentes a inter-
valos disjuntos sejam independentes.

No capitulo 4 veremos que o processo de Poisson, apresentado no exemplo 1.5, tem
incrementos estacionarios e independentes.

Terminaremos esta se¢ao com um exemplo de um processo estocastico muito impor-
tante.

ExEmMPLO 1.10. O movimento Browniano

Em 1827, o botanico escocés Robert Brown observou e descreveu o movimento ir-
regular executado por pequenos graos de poélen suspensos em agua. FEsta observacao
aparentemente sem muita importancia, tornou-se especialmente relevante alguns anos de-
pois. Embora L. Bachelier em 1900 e A. FEinstein em 1905 tenham sido os primeiros a
abordar quantitativamente o estudo deste fenomeno, foi o matematico norteamericano
Norbert Wiener quem em 1923 estudou e formalizou rigorosamente o modelo matematico
motivado no fenémeno fisico do movimento browniano. E por isso que ele é chamado de
processo de Wiener ou movimento browniano, sendo que este iiltimo nome da mais énfase
ao processo fisico.

Considere o processo a tempo continuo X = {X;},.,, com espaco de estados £ = R,
que tem as seguintes caracteristicas:

(i) Xo=0;
(ii)) X tem incrementos independentes;
(iii)
1 v u?
P(X;— X, <uz)= 7/ e 2= du,
V2r(t —s) J -
ie. Xy — X, ~N(0,t — s);

(iv) X possui trajetérias continuas.

X é conhecido como movimento Browniano ou processo de Wiener.

A figura 4 sugere um comportamento bastante irregular das trajetorias do processo de
Wiener. Observe que este processo tem incrementos estacionarios e independentes.

Um fato muito interessante é que as condi¢oes (1)-(iv) acima sao suficientes para car-
acterizar de forma tunica a lei do processo. Em particular, usando estas propriedades,
podemos calcular as chamadas distribuicoes finito-dimensionais do processo, que
sao simplesmente as distribui¢oes conjuntas de todas as familias finitas de estados.
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FI1GURA 4. Trajetéria do movimento Browniano

Vejamos por exemplo, como calcular a conjunta de X e X; para dois instantes fixados
s et tais que 0 < s < t. Se fizermos

Y:XS_XOZXS7
Z:Xt_X87

usando a independéncia e a estacionariedade dos incrementos, teremos que

friz(y,2) = fr(y)fz(2), (1.2)

< () (= latal) o

- i (S )} Y

A relagao entre (X, Xy) e (Y, Z) é muito simples, pois

X, =Y,
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Podemos usar o método do jacobiano para calcular a densidade desejada. Observando
que o jacobiano da transformacao acima vale 1, teremos

sz,Xt(an) = fY,Z(Ua w— ).

Colocando (1.4) na expressao acima e fazendo alguns cdlculos obteremos sem muita difi-

culdade
F (0.10) = 1 o {_1 (t02—2svw+sw2)}
Xs,Xt Y 27‘(‘ s(t—s) p 2 S(t—S) Y

ou seja, o vetor (X, X;) segue a distribuicao normal bivariada com vetor de médias nulo
e Cov(Xs, Xy) = s.

2. O Processo de Bernoulli e outros processos estocasticos associados

Se tivermos que ”desenhar’um processo estocdstico "interessante’e o mais elementar
possivel, podemos pensar num processo de estados independentes, a tempo discreto e com
espaco de estados finito. Assumindo que todos os estados tem a mesma distribuicao e
escolhendo a distribuigdo de Bernoulli, obtemos o chamado processo de Bernoulli (que
foi introduzido ja no exemplo 1.1). Nesta secao tentaremos ilustrar algumas questoes de
interesse sobre os processos estocasticos atraves do estudo do processo de Bernoulli e de
outros processos estocasticos a ele relacionados.

DEFINIGAO 2.1. O processo a tempo discreto { X, }, .., é chamado processo de Bernoulli,
com probabilidade de sucesso p se

(i) X1, Xs,... sdo varidveis aleatérias independentes e

Uma trajetoria do processo de Bernoulli serd uma sequéncia de sucessos e fracassos
obtidos em ensaios de Bernoulli consecutivos e independentes e com probabilidade p de
SUCESSO0.

PROPOSIGAO 2.2. Seja {X,.},,-, um processo de Bernoulli, entdo:
(i) EX, =p
(i1) VarX, = pq
(iii) Ea™" = q+ ap, a # 0.

DEMONSTRAGAO. Exercicio. O

Varios outros processos estocdsticos aparecem associados ao processo de Bernoulli, de
forma bastante natural. Consideremos mais uma vez o exemplo 1.1. Poderiamos contar
entre os n primeiros produtos supervisionados, quantos deles nao apresentaram defeito.
Se chamarmos de N,, a esta nova quantidade, a colegao de varidveis aleatérias { Ny, }n>0
representa um novo processo estocastico.
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DEFINICAO 2.3. Considere um processo de Bernoulli {X,,}, ., com probabilidade p de
sucesso e defina -

0, n=>0
N”_{ Xi+--+X,, n=12 ...

N,, é o ntimero de sucessos nos n primeiros ensaios do processo de Bernoulli. {N,}, -,
é um processo estocastico que sera chamado de processo do nimero de sucessos no
processo de Bernoulli.

Observe que para n > 0 temos N,, ~ b(n,p), pois N, = X; + -+ + X,,. Alem disso,
o processo do numero de sucessos no processo de Bernoulli é crescente, ou seja toda
trajetoria satisfaz 0 = Ng < Ny < Ny < N3 < ... eparak >1 N, — N,_; < 1.

Teremos entao que

p, sek=75+1,
P(Npt1 =k|N, =j) =P(Npp1=k—j)=9q ¢ sek=]j
0, caso contrario.

Repare que podemos interpretar a propriedade acima como “probabilidades de tran-
si¢ao”do processo { N, },>o do estado j para o estado k.

Como N,.,, — N, é o numero de sucessos nos ensaios independentes n + 1, n + 2,
.., +m, entdo Ny — Ny ~ b(n,p) € P(Nyym — N, = k) = (7)p"(1 — p)™F. Esta
propriedade junto com o seguinte resultado, permitem concluir que o processo {N,},>0
tem incrementos estaciondrios e independentes.

PROPOSICAO 2.4.

(i) Para todo n,

P(Npym — Np = k|No, ..., Npp) = P(Npao — Ny = k) = (Z”)pk(l —p)mk,
(i) Para todos ng < ny < ng < -++ < npy_1 < Ny, vale que os incrementos

Ny, — Npg, Npy — Npyy oo oy Ny, — Ny, G0 independentes.

Vejamos agora como utilizar nos célculos as propriedades enunciadas.

EXEMPLO 2.5. Calcule P(N5 = 4, N; = 5, N13 = 8).
Solucao:

A principio, para calcular a probabilidade pedida, precisariamos da funcao de proba-
bilidade conjunta das variaveis N5, N7 e Ni3, que nao conhecemos, no entanto, conhecemos

a das variaveis N5, N; — N5 e Ni3 — Ny pela proposicao 2.4. Podemos utilizar o fato dos
eventos A = [N5 = 4, N7 = 5,N13 = 8] e B = [N5 = 4, N7 — N5 = 1,N13 — N7 = 3] serern
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iguais, obtendo

P(N5:4,N7:5,N13:8)
P(N5:4,N7—N5:1,N13—N7:3)
- P(N5:4>P(N7—N5:1>P(N13—N7:3>

= (@G

Este tipo de artificio sera usado repetidas vezes neste texto.

EXEMPLO 2.6. Calcule E(N5Ng).
Solucao:

Mais uma vez, podemos introduzir a variavel incremento Ny — N5. Escrevendo Ng =
N5 + (Ng — N3) e usando que a esperanga do produto de variaveis independentes fatora
no produto das esperancas, obtemos

E(N5;Ng) = E[N5(Ns+ (Ns — Ns))J,
= ENZ +E[Ns(Nsg — N3)],
= EN? +EN;E[Ng — N,
= (25p* + 5pq) + 5p3p.

ExEmMPLO 2.7. Calcule E(Ny;|Ns).
Solugao: Escrevendo Ny; = N5+ (N1; — N;) e utilizando a proposi¢ao 2.4, obtemos

E(NH‘]\%) - E [N5 + (NH - N5)|N5] y
- E(N5|N5) +E [Nll - N5|N5] y
== N5+E[N11 —N5],
N5 + 6p
Como vimos acima, o processo { N,, }, -, tem incrementos independentes e estacionarios.
Podemos provar ainda que ele satisfaz a propriedade de Markov.
TEOREMA 2.8 (Propriedade de Markov para o nimero de sucessos).
(i) E[Nuy1|No, ..., No] = E[Nyi1| Vo]

DEMONSTRACAO. Exercicio. O

EXEMPLO 2.9. Calcule E(N5Ng).
Solugao: Raciocinando como nos exemplos acima e utilizando (1) no teorema anterior,
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podemos escrever

E(N5Ns)

E (E[N5Ng|Ns)),
= E(NsE[Ng|Ns)),
= E (N +3pNs),
= 25p® + 5pq + 3pEN; = 25p + 5pq + 3p(5p).

ExeEmMpPLO 2.10. Calcule E [Ny N5| Ny, N3).
Solucao: Usando propriedades da esperanca condicional, podemos escrever

E [N11N5|Na, N3]

+

E[E (N1 Ns|No, N1, ..., N5) | Ny, N3],
E [E (N11N5|N5) [ N2, Ng] E [N5E (N11|N5) [ N2, N3],
E [N5(N5 + 6p)|Na, N3] = E [NZ + 6pN5|No, N3]
E [NZ + (N5)6p|N3] = E [(N3 + (N5 — N3))? + 6pN;| N3]
E [N3 + 2N3(Ns — N3) + (N5 — N3)? + 6pN;5| N3] |
N3 +2N3E [N5 — N3] + E [(Ns — N3)?] + 6pE [N5| N3],
N3 + 2N3E [N5 — N3|N3] + E [(Ns — N3)*| N3] |
6p (E [N5 — N3| N3] + E[N3|N3]),
N3 + 2N3(2p) + (4p* + 2pq) + 6p(Ns — 2p),
N3 + 10pN3 + 16p* + 2pq.

13

Voltando agora ao nosso exemplo 1.1, suponha que registramos o numero de todos
os produtos supervisionados e que nao foram defeituosos. Por exemplo, se nos primeiros
cinco produtos observados tivemos que somente o primeiro e o terceiro foram defeituosos,
teriamos que X; =0, X, =1, X3 =0, X, =1, X5 = 1. Entao, os produtos nao defeituosos
foram aqueles numerados com os indices T} = 2,7, = 4 e T3 = 5. Graficamente, podemos
representar esta trajetoria da forma seguinte.

0

F1GURrA 5.

T, =2 Ty =4 T3=5

| Vo

O] O] O]

0 1 2 3 4 5 n

2, 4 e 5 sao os produtos sem defeito observados.

Logo Ty = 2,1, =4 e T35 = 5.
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Considere um processo de Bernoulli { X, }, . ,, com probabilidade p de sucesso. Chamare-
mos de T}, Th, . .. aos instantes nos quais acontecem os sucessos consecutivos. Fica definida
desta forma uma sequéncia de varidveis aleatérias formando o processo estocastico {7),}, <,
chamado de processo dos instantes dos sucessos ou processo das chegadas.

ExEMPLO 2.11. Cada segundo do tempo observamos se nesse instante passa um carro
num lugar fixo de um caminho. Suponha que os carros passan independentemente uns
dos outros. Este experimento corresponde a um processo de Bernoulli {X,}, -, com
X, = 1 se observamos um carro no instante n. Logo N,, seria o nimero de carros que
passaram até o instante n e T, o instante em que passou o n-ésimo carro.

Observe que para todo k, Xy, = 1, pois T} é o instante de ocorréncia do k-ésimo
sucesso. Isto é ilustrado no gréfico da figura (6).

T, =2 T3 =5 T, =15 To = 20
1- ® ® OXn =1 ®
O D D) D) D) D) D) L
0 1 2 3 4 5 6 - 14 15 16 e 20 n  Tempo

FIGURA 6. Instantes dos sucessos no processo de Bernoulli.

A partir da figura vemos também que

PROPOSICAO 2.12.

(i) T, < n se e somente se N,, > k.

(i) Ty =n se e somente se N,_1 =k —1,X,, = 1.
DEMONSTRACAO.

(i) De fato, T} < n significa que o k-ésimo sucesso ocorre no maximo no instante n. Ou
seja, o numero de sucessos até o instante n (igual a N,,) deve ser no minimo igual a k.

(ii) Teremos qu n é o instante do k-ésimo sucesso se
(a) hd um sucesso no instante n, ou seja, X,, = 1 e;
(b) ha k — 1 sucessos até o instante n — 1, ou seja N,,_1 = k — 1.

Usando esta proposicao podemos provar o seguinte teorema.

TEOREMA 2.13. Para todo k € N,
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W Pt =3 (F)pka -,

J=k

i) Pt =m = (1 7)o

DEMONSTRACAO.

(i) Usando (i) na proposi¢ao 2.12 e o fato de N,, ~ bin(n,p).
(ii) Usando (ii) na proposigao 2.12 temos que

P(Ty=n) = P(Nyoy=k—1,X,=1)
= PNy =k—1)P(X,=1)

n—1\ ,_, (b
_ 1 — p)(n=D=(k=1)
<k_1)p (1-p) p

O

Vamos mostrar que o processo das chegadas {7} } r>1 € Markoviano. Vejamos por que
com um exemplo. Suponha que para certa realizacao w do processo de Bernoulli é tal que:

Tl(w) = 3, Tg(w) = 4, Tg(w) = 5,T4(w) =12.

Considere o evento T5(w) = 17, sabendo que Ty(w) = 12, este evento vai a acontecer se e
somente se (veja a figura 6)

Xlg(u}) == 0,X14(w) == 0,X15(u)) = O,Xlﬁ(u)) = 0,X17(w) =1.

Ou seja, os tempos T7,T» e T3 ndo intervém na determinagao do evento Ts(w) = 17,
somente precisamos dos valores de T (e dos valores de X, ..., X154 que s@o eventos que
acontecem depois do tempo Ty).

1} o O o 0] o)
0
1 2 3 4 5 6 ... 12 I3 14 15 16 17 Tempo
T1 T2 Tg T4 T5
FI1Gura 7.

Provemos, entao que
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TEOREMA 2.14 (ropriedade de Markov para os instantes dos sucessos). Para todo
k € N, e para todo n > k vale

P (Tyy1 =nl|To, ..., Ty) = P (Tj11 = n|T}) .

DEMONSTRACAO. Sejam 0 < t; < --- <t =ten >t, entdo:

P(Thor =n|Ty =0,Ty = t, ..., Tj = 1)
P(Xpi1 =0, Xpao = 0,..., X, = 1)
p(1—p)"~ 0 = p(1 — p)" =T
= P(T=n|Th =1).

Decorre da prova anterior que
P(Tpsr = To +m|To, Ty ..., T3,) = p(1 — p)(Tk-i-M)_(l-i-Tk) = p(1 — p)m—l’
logo,

TEOREMA 2.15. Para todo k € N, e para todo m > 0 wvale

m—1

P(TkH—Tk:m) :P(T]H_l—Tk:m|T0,T1...,Tk) :p(l—p)

Mas isto significa que Ty — Ty ~ Geométrica(p) e que o processo {T}},, tem in-
crementos independentes e estacionarios, pois a distribuicao de Ty, — T} nao depende de

k.

De outra parte,
T= T —Tp1)+ (Theo1r —Tho) + -+ (T —Th)+ Ty

Logo T} é a soma de k variaveis aleatérias i.i.d.s com distribuicdo Geométrica(p). Isto é
T ~ Binomial Negativa(k, p), logo:

1
ETy —Typa] = -,
p
1—
Var [Tk — Tk—l] = 2p,
p
k 1—
E[Ty)=- e Var[Ty] =k 2p
p p
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EXEMPLO 2.16. Calcule P(T} = 3,15 = 9,17 = 17).
Solucao:

P(Ty=3Ts=9T:=17) = P(Ty = 3,Ts — T, = 6,5 — Ty = 8)
= P(Ty=3)P(Ts — T, = 6)P(Ty — Ts = 8)

Ty =3)P(Ty — Ty = 6)P(Ty — Ty = 8)
Ty = 3)P(Ty = 6)P(T = 8)

:
) L R L o et

= (le—Pf)<?£;§P%l—pV)(%ﬁ%l—pf)==ﬂw71—pfo

EXEMPLO 2.17. Os componentes de um certo dispositivo tem tempo de vida (o tempo
até falhar) aleatorio. Suponha que os componentes sao reemplazados imediatamente apés
falhar e que o tempo de vida, Uy, k > 1, de cada um dos componentes nao depende dos
outros e tem distribuigao Geométrica(p).

Se chamarmos de T}, aos instantes nos quais acontecem as falhas, entao os tempos
entre falhas consecutivas serao Uy = Ty, — Ty—1 e P(Uy = m) = p(1 —p)™~ 1, m > 1. Estes
instantes Ty, k > 1 serao os instantes dos sucessos de um processo de Bernoulli.

Suponha que foram observados Ty = 3,1, = 12,13 = 14. Com esta informacao
queremos estimar Ts. Para isso vamos a calcular

E[Ts|T, = 3,y = 12, Ty = 14] .

X3

Pela propiedade de Markov,
E[T5|T) = 3,1, = 12,15 = 14| = E [T5|1T5 = 14].
Observe que
E[T5|T5] = E[T5 — T3 + T5|T3],

= E|[T5 — T5|T5) + E [T5|T5]

2
= E-BI+B=EL-N+T=>+T

Portanto, a nossa estimativa seria

2
E[T|T, =3,T, = 12,T5 = 14] = = 4 14.
p

3. Alguma observagoes mais rigorosas sobre os processos estocdasticos™®

DEFINICAO 3.1. Seja T um conjunto de indices e E C R. Um processo estocastico
indexado por T com espaco de estados F é uma familia de variaveis aleatorias
X ={X;:t €T} definidas num espago amostral {2 e tomando valores no conjunto E.
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Podemos pensar um processo estocastico X como uma funcio:
X:TxQ — F
(t,w) — X(t,w)

Fixando um evento w € 2, obtemos uma colegao de valores { X;(w) : t € T} que é chamada
de trajetéria ou realizagao de este processo.

Para caracterizar o comportamento probabilistico de um processo estocastico, devemos
considerar a familia das fungoes de distribuicao de todos os vetores aleatorios formados
com estados do processo. Mais precisamente, teremos a seguinte definicao.

DEFINIGAO 3.2. Seja X = {X;,t € T} um processo estocéstico. Consideremos para
cada conjunto t; <ty < --- < t,, t; € T, n € N, a fungao de distribuicao conjunta do
vetor aleatorio (X, ..., Xy,) que denotaremos por Fy, 4, 4, .

A familia {F} ., .+ } das funcGes de distribuicao finito-dimensionais de X é
chamada de lei do processo.

E claro que estas funcoes de distribuicao conjunta estao definidas de maneira tnica e
satisfazem a seguinte propriedade de consisténcia,

mh%o Fitortn (@1 00) = Fo o tenstn (@15 o B Tt - - - L), (3.5)
k

A todo processo estocdstico corresponde uma familia de funcoes de distribuicao satis-
fazendo (3.5).

NoTaA 3.3. Pode-se provar que dada uma familia consistente de funcoes de distribuicao,
podem se encontrar um espago de probabilidade (Q2,F,P) e um processo estocédstico X
tais que esta familia constitua a lei deste processo. Este resultado é fundamental na hora
de provar a existéncia de processos estocasticos.

Supondo que as seguintes expressoes existem, as esperancas e variancias
pt) =E(X(t), o*(t) =Var(X(1)),
respectivamente, a cada instante ¢ € T e as covariancias
C(s,t) =E((X(s) — p(s)) ((X(t) — p(t)))

em distintos momentos s,t € T, dao alguma informacao sobre a variabilidade no tempo
do processo correspondente.

Os processos estaciondrios (no sentido estrito), sdo aqueles cujas distribuigoes
finito-dimensionais sao invariantes no tempo, i.e.,

Ftl—l—h,tg—l—h,...,tn-i-h = El,tz,...,tn

para todo t;,t;up € T, © = 1,2,...,n, n € Ne h > 0. Por outro lado, se existir uma
constante p e uma funcao c¢: R — R tais que

pl(t) = p, o?(t) = c(0) e C(s,t) = c(t — ),
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para todos s, t € T, entao diremos que o processo é estacionario no sentido amplo.

O processo de Bernoulli(e em geral qualquer processo estocastico com estados identi-
camente distribuidos) é um exemplo de processo estacionério no sentido estrito. E claro
que todo processo estaciondrio no sentido estrito tem que sé-lo também no sentido amplo.
O contréario nao necessariamente tem que ocorrer.
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4. Exercicios

1. Num cruzamento em 7', aproximadamente 60% dos carros viram a esquerda. Defina
X, como sendo 1 ou 0 em dependendo se o n-ésimo carro virou a esquerda ou a direita.
Suponha que os motoristas decidem para onde virar independentemente um do outro. En-
tao X = {X,,n € N} é um processo de Bernouli com probabilidade 0,6 de sucesso. Num
certo dia um pedestre observou o que faziam 10 carros que passaram consecutivamente
e fez a anotacdo (E,D,E,E,E,D,E,D,FE,D), onde E=esquerda e D=direita. Quais
seriam os valores correspondentes de
(a) Xl,Xg, e ,Xlo
(b) Ni, No, ..., Nig
(C) Tl,XQ, e ,Tﬁ?

2. Para um processo de Bernoulli com p = 0, 7 interprete e calcule as seguintes quan-
tidades
(a) P(Nl :O,NQ = O,Ng = ]_,N4 = 1)7
(b) P(Tl = 2,T2 = 3,T3 = 5)7
(c) P(Ty — T3 =12);

3. Para o processo de Wiener, calcule a fungao de densidade conjunta de n estados.
Sugestao: Generalize o resultado utilizado no exemplo 1.10.



CAP{TULO 2

Cadeias de Markov a Tempo Discreto

1. Introducao

ExEmMpPLO 1.1. Jogo de azar.

Considere um jogo no qual em cada aposta vocé perde um real com probabilidade 0,6
ou o ganha com probabilidade 0,4. Suponha também que vocé decide parar de jogar se
a sua fortuna atingir N reais e se ela atingir 0 reais o cassino(??) nao deixa vocé jogar
mais.

Seja X,, a quantidade de dinheiro que vocé tem depois de n apostas. Observe que sao
esta quantidade e o resultado do proximo sorteio que vao determinar a sua fortuna depois
da aposta seguinte. Qualquer que tenha sido a evolugao da sua fortuna no "passado”(ou

seja, os valores de X, _1, X, _o,...,Xy), para prever o préximo estado X, 1, é suficiente
conhecer a sua fortuna no “presente”(X,). De fato, se X,, = i, com 0 < i < N, entao
independentemente dos valores ig, . . .,1,_1, teremos que

P(Xn+1 - Z + 1|Xn - i,Xn_l = in—la e ,XO = Zo) = 0, 4, (16)

pois isso significa que se vocé ganhar a aposta n + 1, a sua fortuna vai ser acrescentada
em um real e portanto é suficiente conhecer o valor da sua fortuna no presente.

Em cada aposta a sua fortuna somente podera aumentar ou diminuir em um real com
uma chance que nao depende do niimero de apostas que vocé fez. Em outras palavras, a
probabilidade condicional em (1.6) nao depende de n.

Fixemos, por exemplo, o valor N = 5. Entao os valores que pode tomar a sua fortuna
sao {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Suponha, por exemplo, que depois de certa quantidade de apostas,
vocé tem 2 reais. Podemos considerar as probabilidades de sua fortuna na proxima aposta,
tomar algum destes valores possiveis. Como ja foi observado, depois de uma aposta, vocé
tera ou 1 real ou 3 reais, dependendo da sua sorte. As probabilidades mencionadas podem
ser arranjadas em un vetor linha da forma (0, 0.6, 0, 0.4, 0). Repare que a soma destas
probabilidades todas é um, pois estamos considerando todos os valores possiveis da sua
fortuna, ou seja, este vetor corresponde a uma distribuicao de probabilidade. Fazendo isto
para cada valor possivel da sua fortuna podemos arranjar os vetores de probabilidades
como linhas de uma matriz que ficaria da forma seguinte,

21
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o 1 2 3 4 5
1 0O 0 0

U W v+~ O

O exemplo acima corresponde a um tipo de processo estocastico muito importante, as
chamadas cadeias de Markov.

DEFINIGAO 1.2 (Cadeia de Markov). Uma cadeia de Markov é um processo estocés-
tico {X,,} com o tempo discreto, T = {0,1,2,...}, o espago de estados E finito ou

nel’
enumeravel e que possui a propriedade de Markov,
P( X1 =jlXo=r10,..., X, =in) = P(Xpa1 = | Xy = in), (1.7)
para todos os estados i, . .., i,,j e todo instante n. Se X,, =i dizemos que o processo no

instante n esta no estado <.

A equagao (1.7) diz que o estado futuro do processo, X,.; = j, ndo depende do
passado, Xog = 1g,..., Xp_1 = in_1, € SO depende do presente, X, = i,.

A probabilidade condicional (1.7) é chamada probabilidade de transigao.

Vamos restringir o nosso estudo as cadeias de Markov homogéneas, isto é, aquelas
cadeias nas quais (1.7) nao depende do tempo n,

P(Xn+1:]|Xn:Z)::P(X1:]|X0:Z):PZJ, i,jGE,

logo P, ; ¢ a probabilidade de passar, em qualquer instante, do estado ¢ ao estado j.

E comum arranjar as probabilidades de transicao P;; numa matriz P, como foi feito
no exemplo 1.1, que é chamada de matriz de transicao.

Se E é finito, por exemplo £ = {0,1,..., N}, entao:

PO,O PO,I s PO,N < transi¢oes do estado 0 aos estados 0,1,...,N
PLO Pl,l e PLN
PN,O PN,l PN,N

No caso do exemplo do jogador, as probabilidades de transicao nao nulas valem
F)i,i+1 = 04, F)i,i—l = 06, se 0 <1< N, P070 =1= PN,N-

Se E é infinito, por exemplo F = {0,1,2,...}, entdo a matriz P sera infinita:
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Poo Poq FPop
Py Pip Pio

Py Py Py

Também podemos descrever as transicoes como grafos como ilustrado na figura 1.

FIGURA 1. As setas entre os estados correspondem as transicoes, e o grafo
¢ chamado de topologia da cadeia.

Vejamos agora outros exemplos.

ExEMPLO 1.3. Cadeia de Ehrenfest

Suponha que o total de bolas contidas em duas urnas é N. A cada instante de tempo n,
pegamos uma bola da primeira urna e a colocamos na segunda ou vice-versa. Definamos
X,, como a quantidade de bolas na primeira urna. Entao X, é uma cadeia de Markov
com espago de estados = {0,1,..., N}. Calculemos as probabilidades de transigao.

Observe que se em algum instante nao tivermos bolas na primeira urna entao nec-
essariamente no instante seguinte teremos que passar uma bola da segunda urna para a
primeira. Portanto Fy; = 1. Analogamente teremos que Pyy_1 = 1. Sel < i < N,
entao P,;_1 =i/N e P, ;41 = (N —14)/N.

Para N = 3 a matriz de transicao é

O Owi— O
QOwvw O
— Owihn O
Qwi— O O

Vimos que a cada cadeia de Markov corresponde uma matriz de transi¢ao. Que pro-
priedades caracterizam estas matrizes?

DEFINICAO 1.4. A matriz P = (P, ;), ;. ¢ uma matriz estocéstica se
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(i) P,; > 0, para todos i,j € E e;

(ii) para todoi € E, Y ., P;=1.

jEE

Em outras palavras, todas as entradas de uma matriz estocédstica sao nao negativas e
qualquer linha tem soma um. Observe que toda matriz de transicao é uma matriz estocés-
tica. De fato, a condigao (i) corresponde a que as entradas sao valores de probabilidades
e a (ii) a que se o processo estd no estado 7 no instante n entao no préximo instante ele
terda que estar en algum dos estados j € E.

Nao é dificil ver que uma matriz estocastica determina uma cadeia de Markov { X, },,>o.
De fato, o primeiro estado pode ser sorteado de uma distribuicao discreta qualquer em F
e estando no estado 7, para determinar o estado da cadeia no proximo instante, sorteamos
um dos valores j € E de acordo com a distribuicao dada por F;;,j € E.

Um exemplo muito importante de cadeia de Markov com espaco de estados infinito é
0 seguinte.

EXEMPLO 1.5. Passeio aleatdrio simples

No passeio aleatorio simples o espaco de estados sao os nuimeros inteiros, i.e. F = 7.
As transicoes s6 ocorrem entre estados vizinhos, P; ;11 =p=1—PF,;1, com 0 <p <1
Se p = 0 as transi¢oes sao somente para a esquerda e se p = 1 elas sao so para a direita.

FiGurA 2. Topologia da cadeia para o passeio aleatério simples com infini-
tos estados.

Quando p = 1/2, as transi¢ées satisfazem,

p._ 1/2, j=i—1louj=i+1,
e 0, caso contrario
e a cadeia vai de um estado para o da esquerda ou para o da direita com a mesma
probabilidade. Por esta razao neste caso, o processo chama-se de passeio aleatorio simples
simétrico.
A partir de seqiiéncias de varidveis aleatoérias i.i.d.s podem se construir cadeias de
Markov de diferentes formas, como ilustramos a seguir.

ExXEMPLO 1.6. Considere uma seqiiéncia de variaveis aleatorias &1, &o, ... i.i.d. discretas
e com distribui¢ao P (& = k) = py, com Y - pi = 1.
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(a) Seja Xy wma varidvel aleatéria com valores inteiros nao negativos e independente da
seqiiéncia {&;},en e defina X,, = &, para n € N. Podemos ver que

Pi,j = P(Xn—i-l = ]|Xn = Z) = P(gn-i-l = ]|§n = Z) = P(gn-i-l = ]) =Dj-
Portanto, a familia { X, },>1 é uma cadeia de Markov com matriz de transi¢ao

Po P1 P2

Po P1 P2

P= Po P1 P2
Nao é dificil perceber que o raciocinio acima funciona para qualquer outro espaco
de estados, em particular para um espaco de estados finito, com a tnica diferenca
nesse caso que a matriz P seria finita. Em outras palavras, acabamos de ver que
toda sequéncia de variaveis aleatorias discretas i.i.d.s pode ser considerada como uma
cadeia de Markov cuja matriz de transicao tem todas as linhas iguais. No exercicio 9

pedimos para provar que a afirmacao reciproca também vale.
(b) Seja agora Xog =& =0e X, =& + -+ + &, observe que X,,.1 = X, + &,11. Entao

Pi,j = P(Xn-l—l = j‘Xn = i),
= P(Xn+§n+1:j|Xn:i),
= Pli+& =jlX,=1) = P(§ui1 =j —9).

Logo,
P..:{pj—i’ gzt .
i 0, caso contrario
Do P1 P2
e a matriz de transicao é P = 8 %0 g;

Observe que as linhas da matriz obtida neste caso sao “deslocamentos” a direita das
linhas da matriz do caso i.i.d. Por esta razao nao é imediato como adaptar esta
estrutura ao caso finito. Vocé teria alguma proposta? (fazer exercicio)

A construgao neste exemplo é um caso particular de uma outra que é apresentada
no exercicio 77.

O seguinte exemplo é um caso particular do exemplo 1.6 (b).

EXEMPLO 1.7. Nimero de Sucessos de um processo de Bernoulli
Considere o niumero de sucessos, {N,},>o num processo de Bernoulli com probabili-
dade p de sucesso. O espago de estados é E = {0,1,2,...} e como Ny = 0, a distribui¢ao
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inicial é mo(0) = 1 e my(j) = 0, j > 0. Pelo exemplo anterior (caso (b)), N, é uma cadeia
de Markov com transi¢oes

pv ] - Z - 1,
Pij = P(Nop1 = jINy = i) = P(Xp1 = j—i) = 1—=p, j=1i,
0, caso contrario.

1—-p p 0 0

' S 0O I-p p O
Logo a matriz de transi¢ao é P = 0 0 1—p p

Na préxima secao descreveremos outras aplicagoes das cadeias de Markov.

2. Outros exemplos de cadeias de Markov

ExeEMPLO 2.1 (Fila a Tempo Discreto). Os usudrios de certo servigo fazem uma fila para
serem atendidos, eles sao atendidos na ordem de chegada. O tempo que demora o atendi-
mento é fixo, digamos um minuto. Se nao tem gente na fila nao é feito nenhum servigo.
Durante o servigo chegam novos clientes aleatoriamente. O numero &, de clientes que
chegam no instante n nao depende dos que chegaram antes e tem a mesma distribuicao,
ie. P(§&,=k)=pr,k=0,1,.... Se no inicio do servigo tem i pessoas na fila, depois de
um periodo de servigo o niimero de pessoas na fila sera:

(1) i—14& sei > 1.
(2) & sei = 0.

Considere X,,, o nimero de pessoas na fila no instante n. Entao X,, é uma cadeia de
Markov cujas probabilidades de transicao podem ser calculadas como segue.
Observe que

Xpi1 = (X, — )T + &1, ondea™ =max{a,0}.

Usando isto, obtemos

PO,J’ = P(Xn+1:j|Xn:0):P(€n+1:j):Pj,

Py = P(Xon=jlX,=1)=P((i—1)" 4+ &1 =),
= P((2_1)+§n+1:]):p]—1+1,]2221

Pioy = P(Xy=i—1X, =)= P((i~ )" + & =i — 1)
= P((Z - 1) + &1 =10 — 1) = Pi—1—i+1 = Po
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Logo,

Po P1 D2
Po P1 D2
P=10 po p
0 0 Po

ExeEmMpPLO 2.2 (Inventédrio). Um produto é armazenado para satisfazer certa demanda.
Suponha que a demanda, Z,, no n-ésimo dia é aleatoria e que a seqiiéncia de deman-
das didrias {Z,},~, sao variaveis aleatorias i.i.d. e independentes do estoque inicial do
produto. -

O estoque do produto é completado no fim do dia de acordo a seguinte estratégia,
que chamaremos de (s,S), com 0 < s < S. Se apés satisfazer a demanda Z,, o estoque
atingir o nivel (inferior) s entao é feita a reposi¢ao do estoque até o nivel (superior) S. Se
o estoque nao atingir o nivel inferior s entao nao é feita a reposicao. Chamaremos de X,
a quantidade de produtos no estoque depois de satisfazer a demanda e antes de utilizar a
estratégia (s, S) para completar novamente o estoque.

Vejamos uma realizagao do processo X, na figura (3). Suponha que s =2, S =5 e
que inicialmente o estoque tem 4 unidades (i.e. Xog=4). Logo:

X _ Xn_ n+1, S<Xn§S-
T S~ Zp, X, <os.

EXEMPLO 2.3. Sequéncia de sucessos Considere uma seqiiéncia de v.a. independentes
{T%.},,>0 que tomam s6 dois valores, s (sucesso) ou f (falha) com probabilidade P(T,, =
s)=peP(T,=f) =qcomp+q=1. Seja X, o niimero de sucessos consecutivos
(ou seqiiéncia de sucessos) no instante n, suponha que X, é zero se tiver uma falha no
instante n.

Uma realizacao seria

nll1 23456789 10
T,|s s f f s f f s s s
X,|1 20010012 3
X,, é uma cadeia de Markov com topologia
e matriz de transicao:
qgp 00
qg 0 p 0
P=1q 0 0

S~
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Zyw=1Zy=423=270,=1Zs=1Z¢=3Zr=1

1 \2 3 4 5 6 7  Tempo

FicurA 4. Topologia da cadeia de corrida de sucessos.

EXEMPLO 2.4 (Processo de Ramificac¢ao (Processo de Galton-Watson)). Considere a seguinte
seqiiéncia de variaveis aleatorias independentes com valores inteiros nao negativos:

1) {Z}”}Pl iiid,
2) {Z§”}j>l iid.
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w {29} _ did
1=

Defina o seguinte processo:

Xn

XO = 17 XTL+1 = Z Zék), e Xn+1 =0 se Xn =0
k=1

X, representa o nimero de individuos na geracao m. Observe que no instante n + 1
somamos os descendentes dos X,, individuos da geracao anterior, i.e. 7 sdo0 os descen-
dentes do k-ésimo individuo (1 < k < X,,) da geracao n. O processo X,, é chamado
processo de ramificagao. Para entender o porqué deste nome, observe a seguinte repre-
sentacao de uma realizacao do processo.

Vale que

Pj=PXy1=jlX,=1)=PZD +ZP + -+ Z0 = j).

n
5) . ° e ° °

X5 =7
4120 =0 zP=1] zPL zM =0 7" =3 780 z{"o9 z{°L |

X4 - 8
3 7z =2 z( =2 7(P=1 7" =0 7 =3

X3 =35
9 7 _ o Z) =3

Xo=2
1 zM) =2

X;=1
0

F1GURA 5. Processo de Ramificagao.

EXEMPLO 2.5 (Processo de nascimento e morte). Uma cadeia de Markov com espago de
estados E = {0,1,...,d} (ou espaco de estados E = {0,1,...,00}, no caso infinito) e
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com probabilidades de transi¢ao:

Pj=9q rm, 1=1

ondep;,+1i+q=1eq =0e (pg=0sed< o), é chamada Processo de Nascimento e
Morte.

3. Matrizes de transicao de ordem superior

ExeEMPLO 3.1. No exemplo (1.3), o processo X,, é uma cadeia de Markov se supormos
que as mudancas de classe social estao dadas pela seguinte matriz ! discutiremos a apli-
cabilidade destes modelos na teoria social.

1 2 3

1/07 02 0.1
2103 05 02
3\02 04 04

Ela nos diz, por exemplo, que a probabilidade de que os filhos de uma familia de classe
baixa (estado 1) permanegam nesta classe é (.7.

EXEMPLO 3.2. Para o exemplo acima, suponha que a familia comeca na classe média
(estado 2) na geracao 0. Qual a probabilidade que a geragao 1 ascenda a classe alta
(estado 3) e a geracao 2 desga para a baixa (estado 1)?

Devemos calcular a probabilidade P(X; = 3,Xs = 1|Xy = 2). Observe que esta
é a probabilidade de ir em um passo do estado 2 para o 1 e depois do 1 para o 3.
Intuitivamente, pela propriedade de Markov, esta probabilidade deve ser P» 1 Py 3. Vejamos
que isto é assim.

P(ngl,X1:3,X0:2)P(X1:3,X0:2>
P(X;1=3,Xo=1Xg=2) =
(X =3%=1X=2) P(X,=3,X,=2) P(Xo=2) '
P(Xy =1|X1 =3, X0 = 2)P(X; = 3|Xp = 2),

Generalizando o exemplo, podemos obter o seguinte resultado.

TEOREMA 3.3. Sejam ig, 11,19, ...,i, € F, vale que:
P(Xpi1 =11, Xotm = im| Xn = 10)
= P(Xpim = im|Xnsm-1 = tm-1) ... P(Xp11 = 11X, = ip),
= DB, ik - Pig iy
= PyiPii.- D

Tm—1,tm "

m7277:m71 :

INa secio ??
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DEMONSTRAGAO. Exercicio. O

Tempo: n =0 n=1 n=>2 n=m-—1 n=m

F1GURA 6. Transigoes correspondentes ao teorema 3.3.

Voltando ao exemplo (3.2),

EXEMPLO 3.4. Suponha de novo que a familia come¢a na classe média (estado 2) na
geracao 0. Qual a probabilidade que a geragao 2 desca para a classe baixa (estado 1)7

Para resolver este problema, devemos considerar os trés estados possiveis para a ger-
acao 1 e usar o teorema 3.3.

3
P(X;=1X,=2) = Y P(X;=kX,=1[X;=2),
k=1

3
= g PPy,
=1

= 03-07+05-03+0.2-0.2,
= 04.

De forma similar é possivel provar que para i,j € {1,2,3} vale
3
P(Xy=j|Xo=1i) =Y PixPr;
k=1

Observe que o termo da direita na igualdade anterior é o coeficiente (i,j) da matriz
P?2 = P.P. O termo da esquerda é a probabilidade de passar do estado i ao j em dois
passos.

De forma geral vale que a probabilidade de transicao em m passos de uma cadeia de
Markov X

P = P(Xypin = j| X, = 0)

é a entrada (i, 7) da m-ésima poténcia da matriz de transigao P, isto é, da matriz P™ =
P - P---P onde ha m termos no produto. Provaremos isto a seguir.
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Para as transi¢coes de ordem dois, isto é entre os tempos n e n + 2 vale:

(2)
I

= P(Xn+2 = ]|Xn = Z)a
= Y P(Xnio=j, Xp1 = k| X, = 1),

keE

= ZP(XM-Z = j|Xn+1 = k)P(Xn-i-l = k|Xn = i)a

keE

= Z PPy ;.

keE

O termo direito da tltima expressao é o elemento (4, j) da matriz P? = P-P. Analoga-
mente podemos encontrar as transi¢oes de ordem trés (i.e. entre os tempos n e n + 3):

PY = P(Xpps =X, =),

= Z Pi,kpliju

keE
= E P E Py P
keE I€E

Na 1ltima expressao aparece agora o elemento (i, j) da matriz P> = PPP = PP% Em
geral vale que Pl(gn) é o elemento (7, j) da matriz P™. Isto decorre do seguinte resultado.

TEOREMA 3.5. (Equagoes de Chapman-Kolmogorov)
(m+n) _ (m) p(n)
Pi’j - Z Pi7k Pk’j :
kEE

Observe que se chamarmos de P = (Pl(gn)) a matriz de transicao de ordem m,

teremos que o teorema acima afirma que P+ = p(m . P Como PY = P, temos
entdo que Pt = P. P ¢ ysando um argumento indutivo obtemos que P = P™.

DEMONSTRAGAO. Temos que,

P(Xpm = j|Xo =1) = > P(Xogm = j, Xon = k| Xo = ). (3.8)
keE
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Usando a definicao da probabilidade condicional, cada um dos somandos pode ser escrito
da forma,

P(XTL—l—m = j’ Xm = k‘XO — Z) — ( n+m Js Am k, 0 Z)’

P(Xo = 1)
 P(Xpm = 5, Xow = ki, Xo = i) P(X,n = k, Xo = 1)
- P(X, =k, Xo =1) P(Xo=1i)

= P(Xnim = | X =k, Xo = ) P(Xyn = k| Xo = 1),
= P(Xpim = j|Xm = k)P(X,, = k| Xo = 9).

Onde na ultima linha usamos a propriedade de Markov. Substituindo na igualdade (3.8),
obtemos o resultado desejado. O

Veremos no que segue como as distribuicoes conjuntas de estados do processo estao
determinadas pela matriz de transicao e a distribuicao de probabilidade do estado inicial.

DEFINIGAO 3.6. (Distribuigao Inicial)
Seja my uma distribuicao de probabilidades no conjunto FE,

m(i) > 0,i € B, Y (i) =1,

i€k
dizemos que 7y ¢ a distribuigao inicial da cadeia se para todo ¢ € E vale P(Xy = i) = m(7).

Em outras palavras, a distribuicao inicial de uma cadeia é simplesmente a funcao de
probabilidade do seu estado inicial Xj.

O teorema da probabilidade total nos permite obter a distribuicao de qualquer um
dos estados em funcao da matriz de transicao e da distribuigao inicial. De fato, para todo
n € N,

P(X,=k) = Y P(X,=kXo=i)P(Xy=1i),
i€E
= D Fm(i),
i€E
= 7 P"
Aqui 7y representa o vetor coluna dos valores da distribuicao inicial da cadeia.

Usando o teorema 3.3, podemos obter o seguinte resultado.

PROPOSIGAO 3.7. Seja mo a distribuicdo inicial da cadeia { Xy}, -, que tem matriz de
transicao P = (P )i jep. Sejam ig,i1,12,...,im € E entdo vale

P(XO =1, X1 =11,..., Xy :im) = 71-(Z.O)Pioﬂi"'P

Tm—1,tm *
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DEMONSTRACAO.
P(Xo =i, X1 =11,..., X = i)
= P(Xy=1i1,..., Xm = im|Xo = i0)P(Xo = ip),

= Pi'mfl,im T Pi(),ilﬂ-o(i())-

Mais geralmente é possivel provar,

PROPOSIGAO 3.8. (Distribui¢oes Finito-Dimensionais)
Seja o a distribuicdo inicial da cadeia { X}, 5, que tem matriz de transi¢io P = (P, ;); jep-
Sejam ig, 11,79, ...,im € E eng <ng < --- < n,, entdao vale

P(XO = ZO) an - Zl, e 7X7Lm = Zm) g WO(ZO)Pnl P‘nZ_nl .. an—nmfl‘

10,817 11,12 I —1,0m

DEMONSTRACAO. Exercicio. O

ExEMPLO 3.9. Considere uma cadeia de Markov X,, com espago de estados E = {a,b, c}
e matriz de transicao:

a b c
11 1
S I
ngo

(a) A partir desta matriz podemos construir o grafo das transi¢oes ou topologia da cadeia.
Reciprocamente podemos achar a matriz de transicao P a partir do grafo.

=

ol

FIGURA 7.

(b) Calcule P(X; = b, Xs = ¢, X3 = a| Xy = a).
P(Xl = b, X2 = C, X3 = CL|X0 = a) = P(Xl = b|X0 = a)P(X2 = C‘Xl = b)P(Xg = G‘Xg = C),
113 1

= aPcPca:___—_
bEbetea ™ 3 s T 9
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(c) Calcule P(Xg = c| X, =0).
Achemos primeiro P2.

17 9 5
30 40 24
2 _ 8 3 1
P* = 15 10 6
17 3 17
30 20 60
a b c
7 9 5
P=blg i §
c\ 11 3 17
30 20 60
- oy p2 1
Agora observe que P(Xg = c| X, =0) = Pb,c G-

(d) Calcule P(Xg = ¢, X4 = a| X3 = a).

P(Xﬁ = C, X4 = CI,|X3 = CI,) = P(X4 = CI,|X3 = CI,)P(XG = C|X4 = a),
15 5)
2 f— J—

vatac T 994 48
(e) Se a distribuigao inicial da cadeia esta dada por mo(a) = 0.3, mo(b) = 0.3 e mp(c) = 0.4,
determine a funcao de probabilidade de X5.
Chamaremos de my ao vetor coluna

mo(a) 0.3
o — Wo(b) = 0.3
mo(c) 0.4
Sabemos que o vetor da fun¢ao de probabilidades de X5 esta dado por
79 5
30 10 24
167 87 271
tP?2=10.30.30.4 2 3 1 == ——.
nPT=10303041 55 w6 300 400 1200
7o 317
30 20 60
Portanto,
167 87 271
P(Xo=a)=—, P(Xo=b)=— eP(Xo=¢c)=—.

4. Cadeilas com dois estados

Vimos que quando o espaco de estados é finito podemos calcular as probabilidades
de transicao de ordem superior multiplicando a matriz de transicao P por ela mesma.
Fazendo isto podemos observar que em alguns casos, depois de certa ordem as filas vao
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se aproximando entre si. Nesta secao analisaremos este fenomeno no caso de cadeias com
dois estados. Comecaremos com um exemplo.

ExEMPLO 4.1. Considere a cadeia de Markov X, com espaco de estados E = {0,1} e
matriz de transicao,

0,5 0,5
P=
0,3 0,7
Entao:
0,40 0,60 0,38 0,62 0,3760  0,6240
pP? = P = P =
0,36 0,64 0,372 0,628 0,3744  0,6256

Vamos examinar o exemplo com mais cuidado. Como antes, o espaco de estados sera
E ={0,1}. A matriz de transigdo necessariamente toma a forma

1—p P

p= , (4.9)

q l—q
onde 0<p<1,0<qg<1,com atopologia correspondente,

p

q

FIGURA 8.

Isto é,

P(X,11=0X,=0)=1-p, P(X,1=1X,=0)=p,
P(X,11=0|X,=1)=gq, PX,m=1X,=1)=1-g¢.

Observe que se p 4+ ¢ > 0 podemos escrever a matriz P como

1 q p 1—p— p —p
PTa\ ¢ p pT4 —q  q
Usando as relagoes
2
q p q p q p P —p 0 0
=(p+aq) , =
q p q p q p —q q 0 0
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2
p P p —-Pp
=(P+q
—q q —q q
E possivel provar por um argumento indutivo que
. [a P Lewegyn [ P P
It ')

Ptq

pPt=— (4.10)
PTI\ g p —q  q
Estudemos o comportamento de P" quando n — oco. Para isto devemos considerar tres
casos.
ep+qg=0,ie,p=0eqg=0
Neste caso P é a matriz identidade de dimensao dois, vale que P" = P para
todo n € N e portanto as linhas nao se aproximam entre si. A cadeia vai visitar
em todos os instantes o estado do qual ela comecou.
ept+qg=2ie,p=leqg=1
Agora
0 1
P =
10

Se n for par, teremos que P" é a matriz identidade de ordem dois e para n fmpar,
P = P. Como conseqiiéncia disto temos que o limite de P" quando n — oo nao
existe pois a matriz oscila entre duas matrizes fixas.
e 0<p+tqg<?2
Neste caso vale que |1 —p—¢| < 1 e portanto (1 —p—q)
Usando (4.10), obtemos

" — 0 quando n — oo.

_q P
pta ptq
lim P" =
n—00 q P
g ptq

No ultimo caso considerado, as linhas da matriz convergem para o vetor de probabilidades
de uma distribuicao que denotaremos como 7., isto é,

: n o __ 1: n o

lim Py = lim P’y = 75(0),

n—oo n—~0o0

lim Py = lim P/, = 7o(1),

n—oo n—oo

p
e Teol(l) = —.
~ M(- ) p _I_ q . . ~ .
A relagao (4.10) permite obter também uma estimativa para a taxa de convergéncia
das probabilidades de transicao em n passos para a distribuicao 7.

com 7T (0) =
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PROPOSIGAO 4.2. Para uma cadeia de Markov { X, },>1 com dois estados, E = {0,1}
e tal que 0 < p+q < 2, vale

n q n
PZ,O_—'§|1_p_Q| )

Py — 15(0)] =
P2y = 7ee(0) L

comi1=0our=1.

Estas probabilidades de transicao se aproximam de m,, com velocidade exponencial,
ou seja, muito rapido. Por isso, de forma geral quando 0 < p + ¢ < 2, observamos a
proximidade entre as linhas de P"™ mesmo para valores de n pequenos.

ExXEMPLO 4.3. No exemplo 4.1 temos que p = 0.5 e ¢ = 0.3, portanto 0 < p+q < 2 e
as linhas da matriz devem convergir para (m«(0) 7oo(1)) = (3/8 5/8) = (0.375 0.625).
A diferenga entre elas vai para zero mais rapido que (0.2)". Observe que para n = 4
obtivemos uma precisao de duas casas decimais.

Quando existe 7., temos que para instantes de tempo grandes, a matriz P" se aprox-
ima da matriz de transicao de ordem n de uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d.s.
(veja o exercicio 22). Isto significa que para instantes de tempo grandes, os estados irao
se tornando "menos dependentes” e é natural pensar que a cadeia “esquece” o estado onde
ela comecou, ou seja, a sua distribuicao inicial. Provemos que isto ¢ assim.

Suponha que a distribuicdo inicial da cadeia é 7y, ou seja, temos P(Xy = 0) = my(0) e
P(Xy=1) =my(1). Sabemos que (P(X,, =0) P(X, =1)) = (m(0), m(1))-P". Usando
a expressao que temos para P" e o fato que my é uma distribuicao, obtemos

P(X,=0) = Z%qu(l—p—q)"(ﬂo(O)—Z%q),
PR =) = Lo epe o (S m).

Como no caso que estamos considerando vale (1—p—¢q)™ — 0 quando n — oo, concluimos
que

q p

lim P(X, =0) = —— =7(0), lim P(X,,=1)=—— =my(1),
que era o que queriamos provar.
As quantidades 7 (0) = e Too(l) = % podem ser interpretadas como as

probabilidades da cadeia estar a longo prazo no estado 0 ou no 1, respectivamente, por
isto T, é chamada de distribuicao assintética da cadeia.

EXEMPLO 4.4. Um pai que esta ensinando ao seu filho de cinco anos a ler, observou que
se que o menino faz um erro numa palavra, ele fara um erro na seguinte no texto também
em 25% dos casos e se ele ler uma palavra bem, a proxima é lida corretamente em 90%
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das vezes. Se a crianca ler um texto de 100 palavras, dé uma aproximagao para o niimero
delas que ele lera corretamente.

Solucao:
Dado um texto que o menino deve ler, podemos considerar uma cadeia de Markov { X, },,>1
na qual cada variavel X,, toma os valores M ou B quando a n-ésima palavra tenha sido
lida com ou sem erros, respectivamente.

O enunciado estd dizendo que esta cadeia tem como matriz de transigao

M B
p_ M /0.25 0.75
~ B \0.10 0.90 )°
Comparando com a matriz 4.9, vemos que neste caso teremos p = 0.75 e ¢ = 0.10,
2 15
portanto m, = T 1—7) Pela proposicao 4.2, 7 é uma aproximacao para a probabil-

idade de ler corretamente uma palavra. Obtemos entao que o menino lera corretamente
aproximadamente 88 palavras do texto.

Para saber o quanto seria boa esta aproximagao, observe que neste caso, 1—p—q = 0.15,
como (0.15)* = 5-107*, para n > 4 j& devemos ter uma precisao de, no minimo duas
casas decimais.

Concluimos que quando o espaco de estados possui somente dois elementos é possivel
determinar completamente o comportamento da cadeia no limite. Nao h& distribuicao
assintotica em dois casos. Um é quando a matriz de transicao ¢ a identidade, ou seja,
a cadeia restrita a cada um dos estados é uma cadeia de Markov (constante). No outro
caso, a cadeia oscila entre os dois estados. Veremos mais adiante que no caso finito, estas
sao essencialmente as duas possibilidades nas quais nao existe distribuicao assintética.

5. Distribuicao invariante.
Apresentaremos a seguir a no¢ao de distribuicao invariante.
PROPOSIGAO 5.1. Para uma cadeia { X, }n>0, suponha que m € uma distribui¢do sat-
isfazendo as equacoes
> w(i)Pry = 7(j), (5.11)
i€E
para todo 7 € E. Entao valem as sequintes afirmacoes.
(i) Para todo j € E,

i€E
Em geral, para todo n > 1, vale que

> wl@i) P = ().

el
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(ii) Se a cadeia tem ditribuicao inicial 7, entdo para todo n > 1 vale
P(X, =1) =m(i). (5.12)

DEMONSTRAGAO. (i) Considere o caso n = 2,

S ow@py = > 7)) |> PPl
ik i€E keE :
= ZPk,j ZW(Z)Pm ;
keE icE i
= ZPk,ﬂk,
keE

= 7(j).

Para obter o resultado para qualquer n podemos proceder por inducao.
(ii) Se X,, tem distribuigao inicial 7, entao

U

A igualdade (5.12) afirma que se a cadeia comegar com uma distribuigao 7 satisfazendo
(5.11), entdo a distribuigdo em todos os instantes serd a mesma e igual a 7. Em outras
palavras, a distribuicao marginal permanece invariante ante as transicoes da cadeia, isto
motiva a seguinte definicao.

DEFINIGAO 5.2. Toda distribuicao 7 que satisfaga (5.11) serd chamada de distribuigao
invariante da cadeia {X,, },,>0.

E possivel provar que uma cadeia comegando com uma distribuicao invariante ¢ um
processo estocdstico estaciondrio no sentido estrito. Isto é consequéncia de (5.12) e da
proposicao 3.8.

NoTA 5.3. Repare que no caso que E é finito, a equacao (5.11) pode ser reescrita da
forma

- P=r (5.13)

Para determinar a distribuicao invariante de uma cadeia de Markov com espaco de

estados finito, basta encontrar um vetor 7 satisfazendo (5.13), com entradas nao negativas
e tal que ), o m(i) = 1. Vejamos isso no seguinte exemplo.
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EXEMPLO 5.4. Considere uma cadeia de Markov com espaco de estados E = {0,1,2} e
matriz de transicao:

/3 1/3  1/3
P=1|1/4 1/2 1/4

16 1/3  1/2
A equacao w'P = w' é equivalente ao sistema:

1/3(x(0)) + 1/4(w (1)) + 1/6(w(2)) = (0)
1/3(m(0)) + 1/2(w (1)) +1/3(7(2)) = = (1)

1/3(m(0)) + 1/4(w (1)) + 1/2(7(2)) = 7(2)

mas este sistema é indeterminado pois a soma das trés equagoes resulta na igualdade
trivial
(1) +7(2) +7(3) =7(1) + 7(2) + 7(3).

Tirando a primeira equacao ficamos com o sistema

1/3(m(0)) = 1/2(w(1)) +1/3(w(2)) = 0
1/3(m(0)) + 1/4(x(1)) — 1/2(n(2)) = 0.

Para poder encontrar a solucao basta acrescentar ao sistema anterior a equacao:
m(0) +7(1) +7(2) = 1.
Fazendo isto encontramos que a solugao é
m(0)=6/5, w(1)=2/5 =w(2)=29/25.
EXEMPLO 5.5. Voltemos ao exemplo da mobilidade social. A matriz de transi¢ao era

1 2 3

1/07 02 0.1
2103 05 0.2
3\02 04 04

Para encontrar a sua distribuicao invariante devemos resolver o sistema
0,77(1) +0,37(2) + 0,27 (3) = 7(1)

0,27(1) +0,57(2) + 0,47 (3) = 7(2)

(1) +7(2) +7(3) =1,
cuja solugao é (11/23 9/23 3/23).
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Mais adiante veremos que quando o espaco de estados € finito, toda cadeia de Markov
possui pelo menos uma distribuigao invariante (veja também o exercicio 24). No caso de
E infinito isto nao vale e um exemplo disto é o passeio aleatério simples simétrico.

EXEMPLO 5.6 (Passeio aleatdrio simples simétrico).

Para provar que esta caseia nao possui distribuicao invariante vamos raciocinar pelo
absurdo.

Suponha que w é uma distribuicao de probabilidades em Z tal que (5.11) vale, onde
P é a matriz de transicao do passeio aleatorio simples simétrico. Logo, para cada i € Z

temos
or(i=1) +w(i+1)
(1) = 5

ou
(i) —7m(i—1)=n(i+1) — m(0).
Ou seja, a quantidade w(i + 1) — 7(i) é independente do estado i e podemos fazer m =

7(i +1) — x(i). E claro que M > 0 porque se todos os valores 7 (i) fossem iguais, a soma
deles nao poderia ser um. Pegue agora um estado ¢ > 0. Teremos

(i) = (7(i)—7(i—1)+(r(e—=1)—7(i—2))+ -+ (7(1) — 7(0)) + 7(0)
= i-m+m(0).
No entanto, por ser m uma distribuigao, deve valer que m(i) < 1 para todo i € 7Z mas isto
é impossivel porque a expressao i - m + w(0) fica ilimitada para valores grandes do 1i.

Isto contradiz a nossa suposicao de que w é uma distribui¢ao invariante da cadeia e
portanto tais distribui¢coes nao existem.

E possivel provar também que nenhum passeio aleatorio simples nos inteiros possui dis-
tribuigao invariante. No exercicio 15 lhe pediremos para encontrar a (inica) distribuigao
invariante de certos passeios aleatorios nos inteiros.

EXEMPLO 5.7. Vamos a achar a distribuicao invariante m do processo de nascimento e
morte (exemplo 2.5).

7(0)ro + 7(1)gr = 7(0),

Se EZEW(Z)PM =m(j), entao { (i — Dpiqg +7(i)r; + (i + 1)giq = m(2), ©>1

mas p; +r; +¢; = 1, logo:

{ m(1)g1 — m(0)po = 0,
7(i + 1)gisr — 7(0)pi = 7(i)qi — (0 — Dpioa, 021,

entao m(i + 1)1 — w(i)p; = 0, @ = 1 e portanto (i + 1) = 2= (i). Iterando este
resultado obtemos:

. Pop1 - Pi-1 .
(1) = ——m(0) >1.
() q192 - - q; ( )
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Observe que a distribui¢ao invariante depende de w(0) e de
1, 1 =0,
I = { Popl“'pifl’ i>1
q192-q;

de modo que w(i) = I';ym(0). Logo, sumando a equagao anterior, 1 = Y ._p7(i) =
7(0) > ;e I'i obtemos o valor de (0), desde que ), I'; < 0o. Resumindo,

e Se >, I'i < oo entao existe a distribui¢ao invariante m, que pode expresar-se
como:

> Ik
k=0

e Se) . ,I'i = 00 entao nao existe a distribui¢ao invariante.

(1)

No caso finito, d < oo, a distribui¢ao invariante sempre existe e vem dada por:

: L
m(1) = —/——.

> T

k=0

ExEMPLO 5.8. Cadeia de Ehrenfest
A cadeia de Ehrenfest corresponde a um processo de nascimento e morte, logo

1 12 121
FO:lv FIIT:?), F2:1—3:37 F3:%:1
e portanto,
1 3 3 1
m(0) = R m(l) = 3’ m(2) = % m(3) = 5

Vocé consegue identificar a distribui¢ao obtida? (Veja o exercicio 77).

Passaremos a estudar agora o papel da distribuicao invariante no comportamento
assintético das cadeias de Markov. Para isto comegaremos com a seguinte definigao.

DEFINICAO 5.9. Toda distribuicao 7., que satisfaca

lim P = 70 (j), (5.14)

7
n—oo &

para todo j € E, serd chamada de distribuicao assintética da cadeia { X, },>0.

Observe que pela prépria definicao temos que a distribuicao assintética é unica.

Em (5.14) estamos pedindo que as linhas da matriz de transi¢ao de ordem n da cadeia
se aproximem de certa distribui¢ao no limite quando n cresce. O resultado a seguir justifica
por que chamamos a esta distribuicao de distribuicao assintoética.
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PROPOSIGAO 5.10. A distribuicdo my, serd a distribuicao assintdtica da cadeia { X, }n>o
se e somente se para todo j € F,
lim P(X, =J) = 7(j).
n—oo
Para provar este resultado é interessante esclarecer a relagao entre a distribuicao ass-
intética de uma cadeia e as sua possiveis distribui¢oes invariantes. Veremos agora que
quando a distribuicao assintética existe, ela é a unica distribuicao invariante.

PROPOSIGAO 5.11. Seja { X, }n>0 uma cadeia de Markov com matriz de transicao P e
com distribuicao assintotica mo,. Entdo ms € a Uunica distribuicao tnvariante da cadeia.

DEMONSTRACAO. Faremos a prova para um espaco de estados finito.
Observe que para todo j € E, P(X,, = j) — T (j) quando n — oo pois

ZPX()—ZP”-HZPX()—Z)TFOO = Too(J ZP =1) = To(J)-

i€l el el

Como P(X,11 = J) ZP P ;, passando ao limite em n obteremos que 7.

el
satisfaz a igualdade (5.11), sendo portanto uma distribui¢ao invariante.

Para provar que ela é a tinica podemos raciocinar pelo absurdo e supor que existe uma
outra distribui¢ao invariante m,. Se a escolhermos como distribui¢ao inicial teremos, por
um lado que P(X,, = j) — 7(j), como visto acima, e por outro que para todo n > 0,
P(X,, = j) = m. pelo fato de m, ser invariante. Isto contradiz a nossa suposi¢ao de 7, e
T Serem diferentes e portanto elas devem coincidir. O

Com este resultado, a prova da proposicao 5.10 resulta bastante simples e fica como
exercicio para o leitor.

EXEMPLO 5.12. Na secao 4 mostramos que quando temos somente dois elementos no
espaco de estados, para cadeias tais que 0 < p 4 q < 2 existe a distribui¢ao assintotica.
Portanto nesse caso existe uma tnica distribuicao invariante dada por

- (L, L). (5.15)
p+q ptq

Se p = q = 1, nao existe distribuicao assintética quando n — oco. No entanto, observe
que neste caso (5.13) toma a forma

(7(0) 7(1)) = (x©) 7))+ ( § § ) = (a1) 700D

que tem como tnica solu¢ao m(0) = w(1) = 1/2 e vale também neste caso que a tnica
distribuicao invariante satisfaz (5.15).

Se p = q =0, vimos que P = 1d(2) e para cada distribuicao de probabilidade m vale
t- P =x'-1d(2) =7'. Ou seja, qualquer distribui¢ao é invariante para esta cadeia.
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Que condicoes garantiriam a existéncia da distribuicao assintética? Vimos acima que
quando uma cadeia tem distribuicao assintdtica ela é a tnica distribuicao invariante.
Portanto, cadeias sem distribui¢ao invariante ou com mais de uma, nao poderao ter dis-
tribuigao assintética. Por outro lado, acabamos de ver um exemplo de uma cadeia com
uma unica distribuicao invariante e sem distribuicao assintética, entao além da existéncia
da distribuicao invariante precisamos pedir alguma coisa a mais. A seguir apresentamos
um resultado bésico de convergéncia das cadeias de Markov que é uma espécie de reciproca
da proposicao 5.11.

TEOREMA 5.13 (Teorema bésico de convergéncia).
Se uma cadeia de Markov {X,}n>0 com distribui¢ao invariante my, for irredutivel e
aperiodica entao Ty, serd a sua distribuicao assintotica.

Ainda nao sabemos o que sao cadeias irredutiveis e aperiddicas. Estas nogoes estao
relacionadas com a estrutura do espaco de estados e serao estudadas na proxima secao,
mas observe que como consequéncia do teorema, teriamos que tais cadeias podem ter no
maximo uma distribuicao invariante, pois toda distribui¢ao invariante seria assintética e
a distribuicao assintética € tnica.

6. Classificacao dos estados: parte 1

DEFINIGAO 6.1. Dizemos que o estado j é acessivel desde o estado i, i — 7, se

existe um instante n > 0 tal que P, > 0. Se ¢ — j e j — ¢ diremos que i e j estao

comunicados e o denotaremos por i < j.

FIGURA 9. j acessivel desde 7

A relagao de comunicacgao « é reflexiva, simétrica e transitiva, isto é,

PROPOSICAO 6.2.
(i) i —i. (pois P}, =1)
(ii) i < j = j <> i. (pela definicao)
(iii) i < j e j < k =i < k (conseqiiéncia de Chapman-Kolmogorov).
DEFINICAO 6.3. Um estado ¢ € F é dito nao essencial se for possivel sair dele numa

quantidade finita de passos e nao voltar nunca mais. Isto é, se existirem um instante
n€Neje FE tais que P, >0 e P =0 para todo m € N.
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Estados essenciais

Estados nao essenciais

Ficura 10.

Todos os demais estados do espaco de estados sao chamados estados essenciais. Se a
cadeia atingir um estado essencial, nunca mais volta para um nao essencial. Estes sao os
estados mais interessantes.

Repare que para todo estado essencial i vale que se i — j entao i < j. Além disto,
para um estado i ser essencial tem que ocorrer uma das duas alternativas seguintes.

e Nao é possivel sair de 1.
Neste caso P/; = 0 para todo j € F, j # i e para todo n € N. Em particular
P, ; = 0 para todo j # i e portanto F;; = 1. Quando isto ocorre dizemos que o
estado ¢ é absorvente, pois uma vez que a cadeia atinge um estado deste tipo,
nunca mais sal. Tais estados estao comunicados s6 com eles mesmos.
e E possivel sair de i.
Sempre que F"; > 0 teremos que existe m € N tal que P/} > 0.
Ou seja, existe j # i tal que P, > 0 para algum n > 1 (i — j) e nesse caso

temos algum m € N tal que Pj; >0 j — 1.

EXEMPLO 6.4 (Jogo de azar (continuagao)).
No exemplo 1.1 com N =5 a matriz de transi¢ao tinha a forma,
0 1 2 3 4 5

1 0 0 0 0

06 0 04 0 0
06 0 04 0
0O 06 0 04
0 0 06 0 04

5\ 0 0 0 0 0 1

A topologia correspondente seria

0 0
1 0
2 0
3 0
4

o OO
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Observe que qualquer valor 1 < i < 5 representa um estado nao essencial. Os estados
i =0 (ruina) e i =5 (lucro mdximo) sao estados absorventes da cadeia.

EXEMPLO 6.5. No passeio aleatorio simples com 0 < p < 1, 1 — j para todo i,j € E.
Portanto, todos os estados sao essenciais e estao comunicados. Se p =0 ou p = 1, todos
os estados sao nao essenciais pois sempre sera possivel sair deles e nao voltar mais.

Esta cadeia nao possui estados absorventes.

Para cada estado essencial, podemos considerar a classe de todos os estados comuni-
cados com ele. Em toda classe haverd no minimo um elemento (ele préprio), sendo que
havera exatamente um se e somente se o estado for absorvente. Desta forma, obtemos
uma decomposicao do conjunto dos estados essenciais em classes disjuntas de estados co-
municados com a propriedade de que é impossivel para a cadeia passar de uma classe para
a outra. Estas classes serao chamadas de classes comunicantes de estados essenciais
ou classes irredutiveis.

EXEMPLO 6.6. Considere uma cadeia de Markov com a seguinte matriz de transicao,
o 1 2 3 4 5 6 7 8

0,02 08 0 O O O O O O
1101 03 05 0 0O O 01 O O
20 0 0 0 0 O 1 0 0
3 o 0o 0 03 0 0 0 0 0.7
40 0 0 0 1 0 0 0 0
5 0 0 04 0 0 06 0 0 O
6| 0 O 1 o 0o o0 0 0 O
71 0 03 0O O O 03 O 04 O
8\0 O O 02 0 O 0 0 08

e topologia representada na figura 11.
Os estados essenciais sao 3,4,5,7 e 9. Os nao essenciais seriam 1,2,6 e 8.
As classes irredutiveis sao C; = {5}, C; = {4,9} e C3 = {3, 7}.

DEFINICAO 6.7. Uma cadeia de Markov é dita irredutivel quando o conjunto de estados
E é uma classe irredutivel, ou seja, quando todos os estados estao comunicados. Caso
contrario, a cadeia serd chamada de redutivel.

EXEMPLO 6.8. Um estado i é absorvente se e somente se C = {i} é uma classe irredutivel.

EXEMPLO 6.9. A cadeia do exemplo 6.6 é redutivel, pois possui trés classes irredutiveis.

EXEMPLO 6.10. O passeio aleatorio simples é uma cadeia irredutivel quando 0 < p < 1.

EXEMPLO 6.11. O passeio aleatorio com barreiras absorventes tem espaco de estados
E ={1,2,...,n} e topologia:

Os estados 1 e n sao absorventes e sao as tinicas classes irredutiveis da cadeia. Os demais
estados sao nao essenciais.
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Ficura 11.

FIGURA 12.

b b p

o aiBigi=IRaon!

1—p 1—p 1—0p
Ficura 13. Topologia da cadeia com propriedades absorventes

EXEMPLO 6.12. Considere uma cadeia de Markov com espago de estados E = {a,b,c,d, e}
e matriz de transicao

a b c d e
1 1
b0 ;7 0 5 0
P=c|0 0 5 0 2
11 1
Nz
e\ 0 5 0 3
A topologia da cadeia é representada na figura 14.
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e eQQ:

Ficura 14.

Os estados nao essenciais sao {b,d} e a classe C = {a, c, e} é irredutivel, logo a cadeia
nao é irredutivel. Reordenando os estados de forma que aparecam primeiro os estados
essenciais, obtemos a matriz

a C e
1 1
Y R
P=cll 53
€e\3 3 3

Observe que esta submatriz de P é a matriz de transicao da cadeia restrita a classe C.

Uma cadeia restrita a qualquer uma das suas classes irredutiveis sera irredutivel. Neste
sentido, poderemos nos limitar ao estudo de cadeias irredutiveis.
Outra propriedade de interesse dos estados de uma cadeia é o periodo.

DEFINIGAO 6.13. Seja {X,, },>0 uma cadeia de Markov e ¢ € E' um estado. Chamare-
mos de periodo de ¢ ao valor

d(i) = m.dc{n>1:P" >0}, (6.16)

ou seja, d ¢ o maior inteiro que divide a todos os n > 1 tais que P( > (0. Se para todo
n>1, PZ(Z" = 0 entao d(i) = 0. Estados com periodo 1 serao chamados de aperiédicos.

EXEMPLO 6.14. As entradas nao nulas na diagonal de uma matriz estocdstica correspon-
dem a estados aperiédicos, pois se Py; > 0, teremos {n > 1 : P(" >0} ={1,...}, cujo
m.d.c. é 1. Por exemplo, na matriz

o 1 2

0/02 0.1 0.7
P=1(05 0 05],
2\ 08 0 02

os estados 0 e 2 sao aperiodicos.
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‘@‘@‘

NW

FicuraA 15. Topologia do exemplo 6.14

O estado 1 também é aperiodico pois Pl(i) > P1oFPo1 =0.05>0e Pl(?{) > P10FPooFPo1 =
0.010 > 0. Portanto {n > 1 : PZ-(Z-") >0} ={2,3,...}. como 2 e 3 sao primos entre si,
entao d(1) = 1.

EXEMPLO 6.15. Consideremos de novo a cadeia de Ehrenfest com 3 bolas. A matriz de
transicao é

0 1 2 3

0/ 0 1 0 0
111/3 0 2/3 0
21 0 2/3 0 1/3
3\ 0 0 1 0
e para a segunda poténcia de P, os zeros se deslocam

0 1 2 3
o/1/3 0 2/3 0
il 0 7/9 0 2/9
212/9 0 7/9 0
3\ 0 2/3 0 1/3

Esta oscilacao dos zeros vai continuar para matrizes de ordens superiores, pois observe
que se partirmos de um estado par, necessariamente depois de um niimero impar de passos
vamos passar a um estado impar e depois de um nimero par de passos passaremos a algum
estado par.

Calculemos por exemplo, d(0). Temos que para todo k € N, pat) > 0 e plo™) = 0

p plo, que p » Poo Poo )
portanto, {n >1:p\"™ > 0} = {2,4,6,...} e d(0) = 2.

Usando o mesmo raciocinio, vemos que se calcularmos o periodo de qualquer outro
dos estados, ele tera o mesmo valor. Isto é um resultado que vale para classes irredutiveis
de forma geral.

P =

p? =

PROPOSICAO 6.16. Os periodos de todos os estados de uma classe irredutivel coinci-
dem.

DEMONSTRAGAO. dd O
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Este resultado, permite definir o periodo de uma classe irredutivel como o periodo de
qualquer um dos seus estados. Analogamente, chamaremos de classe aperiédica a toda
classe irredutivel de periodo um.

EXEMPLO 6.17.
No exemplo 6.6, todas as classes irredutiveis sao aperiodicas.

EXEMPLO 6.18.

A cadeia de Ehrenfest e o passeio aleatorio simples com 0 < p < 1, sao exemplos de
cadeias irredutiveis de periodo dois.

ExEMPLO 6.19 (Cadeia com perfodo trés).
Consideremos uma cadeia com a seguinte matriz de transicao.

o 1 2 3 4 5

0/0 1 0 0 0 0
1[0 0 02 06 0 02
p_ 2050 0 0 05 0
3] 1.0 0 0 0 0
4l o 1.0 0o 0 o0
50 0 0 0 1 0

FicuraA 16. Topologia do exemplo 6.19.

Nao é dificil comprovar que todos os estados estao comunicados portanto, a cadeia é
irredutivel. Calculemos o periodo do estado 1.

Observe que se sairmos de 1 para 2, voltaremos no 1 no minimo em trés passos e
o0 mesmo ocorre se sairmos pelo estado 3 ou 5. Ou seja, Pl(;l) =0 paral <n <2e
Pl(?l’) > 0. Além disto, numa trajetoria aparecerao 1’s consecutivos somente depois de trés

transigoes, entao Pl(?) > 0 s6 se n = 3k, k € N. Portanto d(1) = 3 e a cadeia tem periodo
trés.
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7. Cadeias com espacgo de estados finito

No caso em que o espaco de estados é finito, podemos reformular as nogoes e pro-
priedades relativas as cadeias de Markov usando somente a algebra linear. Veremos como
fazer isto e obteremos uma prova do teorema bdasico de convergéncia a partir de resulta-
dos sobre a estrutura espectral de matrizes nao negativas. Nesta se¢ao suporemos que o
espago de estados é finito, particularmente F = {1,2,..., N}.

Observe que um vetor coluna v é um vetor de probabilidades correspondente a alguma
distribuicao se as suas entradas forem nao negativas e somarem 1, ou seja, se

(i) v> 0N €
(i) vily = 1.

DEFINICAO 7.1. Diremos que uma matriz A, de N linhas e M colunas é nao negativa
(respectivamente, positiva) se todas as suas entradas o forem. Em tal caso escreveremos
A > OnxnN (respectivamente A > OnxN)-

Uma matriz P quadrada e de dimensao N é estocastica se ela for nao negativa e se a
soma dos elementos das linhas forem todas iguais a 1, ou seja, se
(i) P> Onxn, €
(ii) P-1n = IN-
Em outras palavras, P sera uma matriz estocastica se todas as sua linhas forem vetores de
probabilidades. Note também que a condigao (ii) equivale a dizer que A = 1 é autovalor
de P com autovetor direito associado 1.
Se, para cada n > 0, representarmos a distribuicao de probabilidade de X, através do
vetor m,, teremos que

~+

. = 7. P,
= mpP",
para qualquer n > 1.
Também sabemos que uma distribuicao invariante pode ser representada por um vetor
Tine Satisfazendo
ﬂ-;;tn’l) = ﬂ-;;tn’l)P'

Ou seja, distribuigoes invariantes correspondem a vetores de probabilidades que sao au-
tovetores esquerdos da matriz P associados ao autovalor A = 1.

ExXEMPLO 7.2. No R para as matrizes dos exemplos 5.13.5.18
calcular todos os autovalores
calcular autovetores esquerdo e direito associados a 1

Neste exemplo, constatamos que efetivamente, A = 1 é um autovalor de P. Além
disto, observe que nenhum autovalor tem mddulo maior que um. Isto vale de forma geral
para matrizes nao negativas e é consequéncia do seguinte resultado sobre a estrutura do
espectro deste tipo de matrizes.
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TEOREMA 7.3 (Teorema de Perron-Frobenius para matrizes nao negativas).
Seja A = (a;;) uma matriz quadrada nao negativa. Entdo as sequintes afirmagoes
valem,

(i) Eziste um autovalor real App, tal que qualquer outro autovalor \ satisfaz || < App.
App € chamado de autovalor de Perron-Frobenius.
(ii) Eziste um autovetor esquerdo (respectivamente, direito) associado a \pg e com todas
as entradas nao negativas.
(1ii) App satisfaz

min E a;; < App < max E a;j, (7.17)
(A 1
J J
ou seja, App € maior que a menor soma de linhas e menor que a maior delas.

Aplicando este resultado a matrizes estocasticas, temos que (7.17) implica que para
tais matrizes, Apr = 1. Além disto, se escolhermos um autovetor esquerdo nao negativo
v, cuja existéncia é garantida por (ii), normalizado de forma que v'1xy = 1, poderemos
concluir que

PROPOSICAO 7.4. Toda cadeia de Markov com espaco de estados finito possui pelo
menos uma distribuicao invariante.

Vimos no exemplo 5.6 que o passeio aleatério simples simétrico nos inteiros nao possui
distribuicao invariante, portanto, o resultado acima nao vale em dimensao infinita.

Na secao 5 vimos que as nocoes de irredutibilidade e de periodicidade eram muito
importantes na determinacao do comportamento assintético das cadeias de Markov. Por
esta razao, nocoes andlogas sao utilizadas também para matrizes estocésticas.

DEFINICAO 7.5. Chamaremos de matriz estocdstica irredutivel a toda matriz P es-
tocastica tal que para todo par de estados i,j € E, com i # j, existe n = n(i,j) > 1 tal

que Pij") > 0.

Em outras palavras, as matrizes estocasticas irredutiveis sao as matrizes de transi¢ao
das cadeias iredutiveis. Analogamente, pode ser definido o periodo das matrizes estocas-
ticas irredutiveis e em particular, as matrizes estocasticas irredutiveis aperiddicas.

DEFINIGAO 7.6. Chamaremos de matriz estocdstica primitiva a toda matriz P es-
tocastica tal que exista alguma poténcia k£ € N tal que P" > Onxn, para todo n > k.

Observe que as duas defini¢oes sao diferentes. Para uma matriz ser primitiva estamos
pedindo que as suas poténcias sejam positivas a partir de algum expoente k. Por
outro lado, uma matriz irredutivel poderia ter por exemplo, PZ(Zn) = 0, para uma sequéncia
infinita de valores de n, como por exemplo, a matriz

01
r=(Vs)
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ou em geral como ocorre com toda matriz periddica. E possivel provar que uma matriz
estocdstica é primitiva se e somente se ela for e irredutivel e aperidédica (veja o exercicio
31). Desta forma, o teorema bésico sobre a convergéncia de cadeias de Markov (teorema
5.13), pode ser reescrito no caso de espago de estados finito, da forma seguinte.

TEOREMA 7.7 (Teorema bésico da convergeéncia de cadeias de Markov com espacgo de
estados finito).

Toda cadeia de Markov com matriz de transi¢cao primitiva, possui distribuicdo assin-
totica.

Ainda nesta se¢ao, veremos que este teorema é consequéncia da estrutura espectral
das matrizes estocasticas primitivas.

Note que toda matriz estocastica positiva é primitiva. Isto nos da um critério muito
simples para concluir a existéncia da distribuicao assintética.

COROLARIO 7.8. Toda cadeia de Markov com espaco de estados finito e matriz de
transicao positiva possui distribuicao assintotica.

Versoes do teorema 7.3 para matrizes irredutiveis e para matrizes primitivas (veja [?],
por exemplo) permitem formular o seguinte resultado.

TEOREMA 7.9. Suponha que P € uma matriz estocdstica irredutivel. Entao,
(i) Apr = 1 € raiz simples do polindmio caracteristico;
(ii) existe um autovetor esquerdo associado a A\pr = 1, com todas as entradas positivas;
(iii) os autovetores esquerdo e direito associados a A\pr = 1, sdo unicos salvo constantes
multiplicativas;
(1v) qualquer outro autovalor X # 1 satisfaz que 1 > |\|, sendo 1 > |\| se P for primitiva;
(v) se P for periddica com periodo d > 1, ha exatamente d autovalores com mddulo um,
que sdo todas as raizes de \* = 1.

Este teorema é extremamente poderoso e permite tirar varias conclusoes importantes.

PROPOSICAO 7.10. Toda cadeia de Markov irredutivel e com espaco de estados finito
possui uma unica distribuicao invariante. Tal distribuicao aloca probabilidades positivas
em todos 0s estados.

No exercicio ?7?, propomos analisar melhor o problema da unicidade das distribuicoes
invariantes. Indicamos ai como concluir que quando o espaco de estados € finito, a existén-
cia de uma tnica classe irredutivel é necessaria e suficiente para a unicidade da distribuicao
invariante.

O teorema 7.9 fornece uma outra maneira de calcularmos o periodo de uma cadeia
irredutivel com espaco de estados finito. De fato, observe que podemos simplesmente
determinar quantas raizes diferentes e com mddulo um tem o polinémio caracteristico.
Além disto, se Apr = 1 for a unica raiz com mdédulo um deste polinomio, a matriz deve
ser primitiva.
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ExEMPLO 7.11. O polinomio caracteristico da matriz

0 1
P=(10):
é p(\) = \?—1, confirmando o fato dela ser periédica de periodo d = 2. O tinico autovetor
11\’
esquerdo v satisfazendo v, + vy = 1 foi calculado em (?7), ou seja, Vv = T, = (5 5) .
ExEMPLO 7.12. Vimos que a cadeia do exemplo 6.19 era irredutivel e aperiodica de periodo
trés. O polinomio caracteristico da matriz de transicao correspondente é p(\) = M3 (\3—1),

cujas raizes sao 0 e as trés raizes ciibicas de 1, confirmando o fato do periodo da cadeia
ser tres.

A teoria espectral de matrizes nao negativas, permite também estudar o problema da
existéncia da distribuicao assintética. Em virtude dos resultados apresentados no final
da secao 5 e do teorema 7.7, vemos que para uma matriz estocastica e primitiva P, com
distribuigao invariante 7;,, temos que estudar a diferenca entre as matrizes P" e 1n -7,

para n — oo. Comegaremos por um exemplo muito simples de uma matriz P primitiva e
diagonalizavel.

EXEMPLO 7.13.

Para matrizes primitivas nao necessariamente diagonalizaveis, podemos usar um re-
sultado correspondente também a teoria de Perron-Frobenius. Comecaremos por fixar a

notacao.
Para uma matriz estocastica primitiva P, denotaremos como 1, A1, ..., A; a todos os
seus autovalores distintos, com multiplicidades 1, m., ..., my, respectivamente. Assumire-

mos também que 1 > |A\j| > -+ > | Mg, e que se |\;| = |\iy1] para algum 1 < i < k, ent@o
m; > m;q para 1 <1 < k.
EXEMPLO 7.14. matriz primitiva, autovalores, autovetores, multiplicidades
TEOREMA 7.15. Para uma matriz estocastica primitiva P, valem
(i) Se Ay =0, entao
P" =1y -7 (7.18)
paran > N — 1.
(ii) Se Ay # 0, entdo existem constantes ¢ >0 e 0 < a < 1 tais que quando n — oo,
| Pl — Tinu ()| < ca”, (7.19)
para todos 1,j € E. Além disto, a constante a pode ser escolhida como
A ,  semy =1,
| | M| + € para qualquere >0 ,  semg > 1.

EXEMPLO 7.16. Ay =0

t
1nv

t

EXEMPLO 7.17. exemplos, grafico de max(P* — 1N - T, ) v.s.max(Py — 1N - 7},,)-
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8. Classificagao dos Estados: parte II

Chamemos de T; = min{n > 0: X,, = j} ao instante da primeira visita ao estado j.
Entao F(i,j) = Pi(T; < 00) é a probabilidade da cadeia, que inicia no estado ¢, visitar
eventualmente, i.e. num tempo finito, o estado j. Vamos classificar os estados da cadeia
como segue.

DEFINIGAO 8.1. Seja j € F.

(1) O estado j é recorrente se P;(1; < o0) = F'(j,7) = 1.
(2) O estado j é transitério se P;(T; < oo) = F(j,j) < L.

Usando os resultados da se¢ao anterior, podemos caracterizar os estados recorrentes e
transitorios da cadeia.

TEOREMA 8.2. (1) O estado j € transitorio se e somente se
P;(N; <o0)=1% R(j,j) < 0.
Além disto,
LAGY))

PZ(Nj<OO):1,VZ€E€R(Z,j):m

<oo,Vi € FE.
(2) O estado j € recorrente se e somente se

P;(N; =00) =14 R(j,j) = .

Além disto, F(i,j) = P(T; < c0) = Pi(N; = 00),Vi € E. Se F(i,j) =0
entio R(i,j) =0 e se F(i,7) > 0 entdao R(i,j) = 00

DEMONSTRAGAO. Pelos resultados da se¢ao anterior temos

Pi(Nj = 00) = lim P(N; >m) = lim F(i,)F(j,j)"",
R(i,5) = Ei(N;)
= Y _mF(i,5)F(,5)" (1= F(j,)).

(8.20)

(1) Se o estado j ¢é transitério, entao:

P;(N; =00) =0, pois F(j,j) < 1.
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R(i,j) = F(i,j)>_ mF(,)"™ (1= F(j,j))
_ FGy)
= TR (8.21)

(2) Se o estado j ¢é recorrente, entao observe que F'(j,7) = 1, logo:
Pi(Nj - OO) = F(Z>])
Além disto, se F'(i,7) = 0 teremos R(i,j) = 0 e caso contrario R(i,j) = oo, pois
Py(N; = 00) > 0.
Como ja sabemos que P;(N; = 00) =1« P;(T; < o00) = 1, o resultado segue.
U

Em outras palavras, os estados recorrentes sao os estados que a cadeia visita infini-
tas vezes enquanto para os estados transitérios sempre existird um instante de tempo a
partir do qual a cadeia nunca mais volta neles. Como consequencia disto, vale o seguinte
resultado.

PROPOSICAO 8.3. Uma cadeia de Markov com espaco de estados finito tem que possuir
pelo menos um estado recorrente.

DEMONSTRACAO. A prova que apresentaremos aqui ¢ um pouco informal. Posterior-
mente apresentaremos outra prova rigorosa.

Vamos raciocinar pelo absurdo. Suponha que E = {1,2,..., M} e que todos estes
estados sao transitérios. Entao existe um instante Ny tal que depois dele a cadeia nunca
mais visita o estado 1. Analogamente existitira N, tal que depois deste instante a cadeia
nunca mais visita o estado 2 e assim podemos definir os valores N; até chegar no Ny que
serd o ultimo instante que a cadeia visita o estado M.

Seja entao N = max{Ny, No,..., Ny }. Pela construgao feita chegamos a que Xy
nao pode ser nenhum dos estados {1,2,..., M}, s6 que ndao tem mais estados no conjunto
E. Esta contradicao implica que a nossa suposicao era falsa e tem que existir pelo menos
um estado recorrente. U

4. Qual é a falha da prova "informal’apresentada acima?

Existem cadeias com espago de estados infinito sem estados recorrentes (veja o exemplo
8.10). Algumas conseqiiéncias do teorema 8.2 sdo as seguintes.

PROPOSICAO 8.4. Um estado j do espaco de estados de uma cadeia de Markov é
transitdrio se e somente se y Pl < oo.

DEMONSTRAGAO. Isto é somente uma reescritura da relagao

E;(N;) < 00 & 7,
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que vale para j transitorio. O

PROPOSICAO 8.5. Se o estado j do espago de estados de uma cadeia de Markov é
transitorio entao para todo v € E valem

(1) Y=o Py < 00;

DEMONSTRAGAO. O resultado decorre de E;(N;) < oo e de que o termo geral de uma
série convergente tem que convergir para zero. 0

PROPOSICAO 8.6. Se o estado j € recorrente e j — k entao
(1) k—jeF(kj)=1;
(2) k é recorrente.
DEMONSTRAGAO. (1) Se j — k entao F'(j,k) > 0. Mais F(j,j) = 1 logo a probabil-
idade de nao voltar ao estado j é 1 — F(j,7) = 0. De outra parte, uma maneira de nao
voltar a j seria ir de j a k sem passar em j e depois nunca mais voltar em j, portanto

logo 1 — F(k,j) =0, F(k,j)=1ek — j.
(2) Mostremos agora que F'(k,k) = 1, i.e. que k é recorrente. Sejam n; e ny tais
que Py > 0e P/ > 0. Por Chapman-Kolmogorov temos P "m0 (k, k) > PP Pl

kj= 53" gk

~ S 00 n oz . s [e'e) m , ,
Entdo como a série ) 7 | P, é divergente, a série )~ P’} também o serd e portanto
k ¢ recorrente. O

Observe que F'(i,j) > 0 se e somente se existe n > 0 tal que P/ > 0. Os seguintes
resultados decorrem facilmente do exposto acima.

TEOREMA 8.7. Se a classe C € irredutivel, com estados recorrentes, entio F(i,j) =1,
P,(N; =00) =1 e R(i,j) = 00 para todo i,j € C.

TEOREMA 8.8. Se a classe C ¢é irredutivel e finita todos os estados sdao recorrentes.

A proposicao 8.6 afirma que se um estado j € E é acessivel desde um estado recorrente
7, entao necessariamente j — 4, ou seja, ¢ é um estado essencial, em outras palavras,

COROLARIO 8.9. Todos os estados recorrentes sao essenciais.

Valera o reciproco do resultado acima? Isto é, serdao necessariamente recorrentes os
estados essenciais? Para responder esta questao consideremos primeiro uma cadeia com
espago de estados finito. Suponha que um estado i € E é essencial. A classe C(i) irre-
dutivel de todos os estados (essenciais) comunicados com o estado ¢ tem que ser recorrente
porque é finita. Obtemos entao que quando E é finito, os estados essenciais e os recorrentes
coincidem. Veremos no seguinte exemplo que isto nao vale em geral.
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ExEMPLO 8.10. Considere o passeio aleatério simples com 0 < p < 1.

Como esta cadeia é irredutivel, se provarmos que 0 é transitorio, estaremos provando
que todos os seus estados o sao. Pela proposicao 8.4, basta provar que y -, Fgy < 0.
Mas como esta cadeia s6 pode voltar a um estado depois de uma quantidade par de passos,
na verdade provaremos

o
2n
Z Fyp < oc.
n=0
PO%L é a probabilidade de saindo do zero, voltar nele em 2n transicoes. Isto s6 é possivel

dando n passos para a esquerda e n para a direita, portanto Pg% é a probabilidade de
uma variavel aleatoria binomial com parametros 2n e p ser igual a n, ou seja,

2n)!
Py = L)1 — pyr.

(n!)?
A férmula de Stirling
n! ~ 2rnn"e ",

permite concluir

Ou seja, Y " Py < 00 < p # 1/2. A cadeia é recorrente quando p = 1/2 (passeio
aleatdrio simples simétrico). Em todos os demais casos ela é transitoria.

ExEMPLO 8.11. Considere a cadeia de Markov do exemplo 6.12, a classe C = {a,c,e} é
finita e irredutivel, logo todos os seus estados sao recorrentes. Observe que os estados que

estam fora de C sao nao essenciais e portanto, transitorios.

TEOREMA 8.12. Seja Cr o conjunto de estados recorrentes da classe C, entao podemos
decompor Cr como uma uniao disjunta de classes:

GR:&UGQU...

Onde cada classe C; € irredutivel.
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EXEMPLO 8.13. A cadeia de Markov X,, € E = {1,2,...,10} definida pela seguinte
matriz de transicao:

202000000 07
000002000
1000000O0O0O
0000100000
p_ 0003300030
0000010000
000000020
003+ 10003%0 3
0100000000
(05 00320000 3.

Tem a seguinte topologia:

FIGURA 17.

Temos entao trés classes recorrentes: C; = {1,3}, C, = {2,7,9} e C3 = {6}. Logo
Cr=CUCUC; eCr={4,5,8,10} seriam os estados transitorios.

9. Probabilidades de Absorcao

Considere a classe C irredutivel, vamos a considerar as transigoes de estados ¢ a classe
C.

DEFINICAO 9.1. Seja i € E um estado, definimos a probabilidade de absor¢ao do
estado ¢ na classe € como:
pe(i) = Fi(Te < 00)

i.e. é a probabilidade de chegar na classe € num tempo finito.

Observe que se C = {j}, entdo o estado j é absorvente e portanto pe(i) = P, ;; em
particular se i = j entao pe(j) = Pj; = 1. Também observe que para todo i € € vale que
pe(i) =1eseie€ € com C# € entao pe(i) = 0. Logo basta ver o que acontece com os
estados ¢ transitorios.
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Nao ¢ dificil provar que se j e k sao dois estados da mesma classe recorrente C e 7 é
transitério, entdo F(i,5) = F(i,k) = pe(i). Usando isto e (??) obtem-se que se Cr é o
conjunto dos estados transitérios e se € é uma classe recorrente, entao vale:

pe(i) => Pij+ Y Pigpe(k)
jee keCp

No caso que a classe Cr seja finita é facil achar a solucao desta equagao.

EXEMPLO 9.2. A cadeia de Markov {X,} tem espaco de estados E = {0,1,2,3,4,5} e a
seguinte matriz de transicao:

-1 0 0 0 0 0 7
1/4 1/2 1/4 0 0 0
0 1/52/5 1/5 0 1/5
0 0 0 1/6 1/3 1/2
0 0 0 1/2 0 1/2
0 0 0 1/4 0 3/4]

As classes recorrentes sao C; = {0} e Cy = {3,4,5}. Os estados transitorios sao Cp =
{1,2}. Ap6s reordenar as filas e columnas da matriz P podemos escrever P como:

0 3 4 5 1 2
110 0 o0 |
0 [1/6 1/3 1/2
0 [1/2 0 1/2
0 [1/4 0 3/4] 0 0
/

0

o OO
o OO

1740 0 0 0 |1/2 1/4

1/5 0 1/5]1/5 2/5 |

N = Ok WO

E fécil reconhecer nesta matriz as matrizes de transicao correspondentes as classes C; e
Cy. Seja p1o = po(1) e p2o = po(2), entao temos de resolver:

pro = Pio+ Piapao+ Propio
P20 = Poipro+ Paapao

ie.
1 1 1
P10 = 1 + Zﬂz,o + 5/)1,0
1 2
P20 = gpl,o + gpz,o

cuja solugdo é pyo = 2 e pay = po(1). Observe que

ZE:;k%(i):: 1.
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Logo po(1) + psas(1) = 1, ie. pgas(l) = 2. Também, como py(2) = % temos que

p3a5(2) = 3. Mas, p;; = pe(i) comi € Cr e j € C, entdo:
ps(1) = pa(1) = p5(1) =

p3(1) = pa(2) = ps(2) =

Quando existe somente uma classe recorrente C todo estado transitorio é absorvido
por esta classe recorrente e vale pe(i) = 1 para todo estado ¢ transitério.

Y

Ol = O D

10. Exemplos

10.1. O processo de nascimento e morte. Para a cadeia do Exemplo (2.5), con-
sidere trés estados ¢ < j < k e defina a probabilidade de comecando no estado j, visitar
o estado i antes de visitar o estado k: u(j) = P;(T; < Tj), onde u(i) =1 e u(k) = 1.

T; T,
FicurA 18. Processo de vida e morte.

Entao vale a seguinte relagao:
u(j) = qju(j — 1) + rju(j) + pju(j + 1),
lembrando que r; = 1 — p; — ¢; obtemos
u(j) = qyu(j — 1) + (L — pj — g;)u(j) + pju(j + 1)
logo
u(j) + qju(y) — qu(j — 1) = u(j) + p;j(ulj + 1) — u(y))
de onde:

ulj +1) = () = () ul = 1) =+ = PRI i+ 1) u(i)
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Seja v, = pqijg::?l, entao:
. . Yj
u(j+1) —u(j) = 7]( u(i+ 1) — u(i))
isto é: ”
u(j) —u(j+1) = ﬁ(U(i) —u(i+1))
e somando 7 =1,...,k — 1 obtemos:
-1 k
S uls) — ulj + 1] = (}j%)(ﬁ@—u@+1»
j=i =
logo

Mais u(i) = 1 e u(k) = 0 implica:

u(i) —;Z(i +1) (i %)

Jj=t
logo
u(f) —ulj +1) =
ZJ z’yj
Somandoi=1,...,k—1,com <[ <k:

k—1 Ek—l
=1 Vj
Z —u(j+1)) = ==
Jj=l Jj=t 7)
de onde, finalmente:
k—1
Zj:l i
k—1_ 0
Zj:i Vi
> i
i P <T) =S5
j=i Vi j=i Vi
vejamos num exemplo a utilidade destas relacoes.

u(l) =

1.e.

P(T; <Tj) =

ExeEmMpPLO 10.1. Num jogo as apostas que faz um jogador valem um real, ele ganha um
real ou perde a aposta com probabilidade p = 9/19, ¢ = 10/19 respetivamente. Ele entra
no jogo com um capital de 10 reais e se retira do jogo se fica sem dinheiro ou se ganha 25
reais (i.e. 35 reais em total). Ache a probabilidade de que saia do jogo ganhando.
Considere o processo de vida e morte X,, com espago de estados E = {0,1,...,35},
X, € o capital do jogador no n-ésimo jogo. Se Xo = 10 e p; = 9/19 e ¢; = 10/19 para
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0 < i < 35, e os estados 0 e 35 sao absorventes, queremos achar Py (T35 < Ty). Observe

que: '
10/19\" 10, |

= (222) 2y 0<i<3a
7 (9/19) (5) !

logo
(9)" —

9

COERE

ey
P10 (T35 < T(]) = 234 (&)Z _
i=0\"g

Consideremos o caso infinito d = oo, suponha que, para todo 7, p; > 0 e ¢; > 0 logo

a cadeia é irredutivel (nao finita).Queremos encontrar os estados que sao recorrentes e

transitorios. Para isso basta ver se o estado 0 é recorrente ou transitério, uma vez que

todos os estados se comunicam, isso implica que todos os demais estados seram recorrentes
ou transitorios. Primeiro observe que:

= 0.47

1
Z;:é%
eque {Ty <T,} C{To < Tni1}, poisse Xg=1entao Ty < T3 < ... e T, — o0, logo:

T}LIEOP(TO <T,) =P (T) < x0)

Pl(T0<Tn):1— ,n>1

e isto implica que
1
FLO)=1-=—
> j=0"1j
Agora suponha que a cadeia X,, é recorrente, entdao F(1,0) = 1 e isto implica que
Z;io 7; = 00. Reciprocamente suponha que Z;io v; = 00, entao F(1,0) = 1 e observe

PQ(TQ < OO) = P070 + P0’1P1(T0 < OO)
logo
PO(TO < OO) =79+ po = 1
i.e. 0 é recorrente e a cadeia é recorrente.
Resumindo, o processo de vida e morte é recorrente se e somente se

Z% Z G- N, (10.22)

=0 p]p] 1°
ExEMPLO 10.2. Considere o processo de vida e morte dado pela probabilidades:
1+ 2 1
i = . ) T . ) 2 0.
PEsiry YT aav)!
Observe que ﬂﬁ, logo:

12 2 (] 1
T3 (z—|—2) B ) R U R
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logo,

> > 1 1 1 1 1 1 1 1
=2 - =2 (-4 =203 =1<
;” Z(H—l i—|—2) (2 3737171 ) 5 >

J=0

logo X,, é transitorio.

10.2. O processo de ramificagao. O processo {X,} do exemplo 2.4, representa
o tamanho da populacdo, com espago de estados £ = {0,1,2,...}. O problema que é
considerado neste modelo é a probabilidade de extingao (i.e. X, = 0). Observe que 0 é
um estado absorvente do processo. Seja p a probabilidade de eventualmente a populacao
ficar extinta se comecarmos o processo com um individuo:

pzpl(T(] <OO):F(1,0),

se a populacao comenca com % pais, entao a probabilidade da populacao ficar extinta seria:
F(i,0) = P,(Th < o0). Usando o fato que a descendéncia de cada pai ¢ independente
concluimos que

F(i,0) = P(T < 00) = [Pi(Ty < o0)]" = F(1,0)".

Assim, sem perda de generalidade, podemos considerar a populacao inicial composta de

PP Xn ok k
um s6 individuo. Lembre que X, = > ;7 Z¥ onde as v.a. ZP representabam o

nimero de descendentes do k-ésimo pai na n-ésima geracao. Suponha que 7% s30 1i.d.
todas elas com a distribui¢ao de &, onde P(§ = i) = p;. Observe que se p; = 1 entao a
populagao ¢é estatica, X,, = 1 e p = 0. Portanto, vamos a considerar o caso p; < 1, onde
o estado 0 é absorvente e os demais estados sao transitérios. Temos duas possibilidades,
X, — 0 ou X,, — 00, que correspondem respectivamente a p = 1 ou p < 1. Queremos
achar condigoes necessarias para cada caso. As duas possibilidades vao depender do
comportamento de &, i.e. do numero de descendentes; por isso vamos a usar a funcao
geradora de probabilidades de &, M¢(t) = > ;- thpr, = po + Y orey t*pr,. Mostremos que p
¢ um ponto fixo da funcdo M, i.e. Me(p) = p

p=F(1,0) = P+ Y PiipF(k0),

k=1

= Pio+ Z Pl,kﬂk,

k=1

= pot+ > pr"
k=1

= Me(p).
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(1) Se p = E¢ < 1 entdo M¢(t) # t para todo ¢t € [0,1) como se conclui na figura
(19(a)). Logo, M¢(t) sé tem p = 1 como ponto fixo e a probabilidade de extingao
é 1.

(2) Se p = E¢ > 1 entdo M, tem um ponto fixo p € [0, 1), pois nesse caso temos a
figura (19(b)). Logo, M¢(p) = p, p <1l e P(X, — o0) > 0.

Po Po

FI1GURrA 19.

ExEmMPLO 10.3. Suponha que numa populacao cada homen de uma familia tem 3 filhos,
e que a probabilidade de que cada um deles seja homen é 1/2 e 1/2 de ser mulher,
independentemente dos outros filhos. Logo, se £ é o nimero de filhos homens de cada pai,
entao & tem distribui¢ao binomial, £ ~ b(3,1/2). Se P(§ = k) = py entao

1 3 3 1

bo = gapl = gapz = §,p3 = g

e = % > 1. Se X,, o niimero de homens na n-ésima geragao entao, usando os resultados
anteriores, a probabilidade de que a linha paterna sobreviva é positiva. Para mostrar isto,
procuremos os pontos fixos de M. Observe que Me(t) = (5 + 3t)° e

1 1
(§+§t)3:t, = (t-1)F+4—-1)=0
as solucoes da equacao anterior sdo: t =1,t = —/5—2et =+/5—2. Logop =/5—2> 0
ep<l.
Observe que se cada homen tem somente 2 filhos, entao £ ~ b(2,1/2) e up = 1, logo
p =1 e a linha paterna termina certamente.

10.3. Filas. Estudaremos a cadeia X, que representa o tamanho da fila de clientes
que esperan ser atendidos, apds o n-ésimo servigo (Exemplo 2.1). Se as v.a. &,, n >
0 representam o nimero de clientes que chegam no instante n (vamos supor que sao
independentes e identicamente distribuidas, com distribuicao P({ = k) = py), entao
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Xng1 = (Xn_1)++€n+1- Observe que PO,i :P(fzi) =Di€ Pi,j :P(gzj—i‘Fl) =
Pj—it1- Seja u = EE.

Seja p = F(0,0), mostremos que M¢(p) = p.

Observe que para todo j € E = {0,1,2,...} vale que Fy; = P ;. Logo F(0,0) =
F(1,0). Mais também temos que

F(0,0) = PO,O + ZPOJF(.jv 0) = p=Dpot ijF(,]7 0) (1023)

=1 j=1
De outra parte o evento {11 = n} é equivalente ao evento:
fr=min{k>0: 54+ (6~ 1)+ (&~ 1)+t (&~ 1) =n—1}}
isto é
{n=min{k>0:&G+&+ -+ =k—1}}
que nao depende de j. Logo P;(Tj-1 = n) e F(j,j —1) = P;(T;-1 < oo) também nao
dependem de j. Portanto,
P(.j=10)=F(j~1j-2 = =F(1,0)=p

e aplicando a propriedade de Markov:

F(5,0)=F(G.j-1DF(G—-1,j-2)---F(1,0) = p’

usando a ultima equagdo e (10.23) obtemos p = py + > 2 pjp’ = Me(p). A partir de
p = M¢(p) é possivel deducir, como no caso do processo de ramificagao, quais estados sao
recorrentes e quais sao transitorios:

e Se ;1 < 1 e afila é irredutivel entao o 0 é recorrente, e portanto todos os estados
sao recorrentes.
e Se > 1 e afila é irredutivel entao todos os estados sao transitorios.

11. Comportamento assintético e distribuicao invariante (caso geral)

Precisaremos do seguinte resultado,

ProroSICAO 11.1.

1, j recorrente e i < j,
0, 1,7 recorrentes nao comunicados,
0, 1 recorrente e j transitorio,

%j)), 1 e j transitorios,
— ——, 1 =] transitorio,

E;
L pe) (), j recorrente e i transitorio.
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Aqui pe(;)(2) denota a probabilidade do estado ¢ ser absorvido pela classe do j.

Um estado recorrente @ € E de uma cadeia de Markov satisfaz P;(T; < +o0) = 1.
Quando além disto vale E;(7;) < 400, i é chamado recorrente positivo. Se E;(T;) =
+00, entao ele é chamado recorrente nulo. Os estados recorrentes nulos sao visitados
infinitas vezes pela cadeia, s que o tempo entre duas visitas consecutivas é muito grande.
Nesse sentido eles sao quase transitérios. De fato, estados recorrentes nulos e transitorios
tém muitas propriedades em comum. Isto é conseqiiéncia do seguinte resultado que car-
acteriza o comportamento assintético de uma cadeia de Markov.

LEMA 11.2. Seja j um estado recorrente aperiodico.
(1) Se j € positivo,
F(,j)
P — — 2L n— o0
7 E(T))
(2) Se j é nulo,

P, — 0, n — oo.

Este resultado nao sera provado aqui. Ele tem varias conseqiiéncias importantes.

PROPOSICAO 11.3. Se i € recorrente nulo e i < j entao j também é recorrente nulo.
DEMONSTRACAO. [
PROPOSICAO 11.4. Uma classe irredutivel finita nao possui estados recorrentes nulos.

DEMONSTRAGAO. Seja € uma classe recorrente irredutivel e finita de uma cadeia de
Markov. Pela proposicao anterior, todos os seus estados sao ou recorrentes nulos ou
recorrentes ppsitivos~. Seja P2y = limy, .o P Como 1 = 3, o P = > ,cp P, o8
termos P75, j € € nao podem ser todos nulos. Pelo lema 11.2, os estados de €€ devm ser

todos recorrentes positivos. [

Voltemos agora ao problema da existéncia de distribuicao limite das matrizes de tran-
sicao de ordem n.

PROPOSICAO 11.5. Uma cadeia de Markov aperiddica com uma tinica classe irredutivel
recorrente positiva possui distribuicao limite.

DEMONSTRAGAO. Pelo lema 11.2 obtemos que
(1) para j transitério, P75 = 0,
(2) para j recorrente positivo, PyS = m As filas sao todas iguais e existe uma
distribuicao limite
O

PROPOSICAO 11.6. Uma cadeia de Markov aperiddica finita com uma inica classe
wrredutivel possui distribuicao limite.
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DEMONSTRAGAO. Numa cadeia de Markov aperiddica finita as classes irredutiveis sao
recorrentes positivasAplicando o resultado anterior, o nosso aqui segue. O

PROPOSIGAO 11.7. Uma cadeia de Markov finita e tal que existe algum ng € N para
o qual
no

min 7 > 0,

possut distribuicao limite.

DEMONSTRACAO. A cadeia é irredutivel porque todos os estados estao comunicados.
Ela também ¢é periédica pois P/ > 0 e P[fi”l > PP > 0, para j tal que F;; > 0.

Entao d(i) < m.d.c.{ng,no + 1} = 1, portanto d(i) = 1 e a cadeia é aperiddica. O
Veremos agora que quando a distribuicao limite existe, ela deve satisfazer certa equacao.

PROPOSICAO 11.8. Seja X,, uma cadeia de Markov com matriz de transicao P e tal
que os limites

lim P7; = 7(j) (11.24)

n—~0o0

existem para qualquer par de estados © e j e nao dependem de i. Entao para todo j € F,

> w ()P, =w()). (11.25)
icE
Além disto, ou (i) = 0, para todo i € E ou ), (i) = 1. Neste tltimo caso m € a
unica distribuicao que satisfaz (5.11).

11.1. Teorema Ergodico. Considere o passeio aleatorio finito, com espaco de esta-
dos £ =1{1,2,3,...,d}. Isto é

Pipi=p,Pian=qptq=1,F1=1FP4.1=1

O passeio é uma cadeia de Markov periodica, de periodo 2. Isto significa que nao é posivel
voltar ao mesmo estado num numero impar de transigoes, em particular P, = 0 se n é
impar e P/ # 0 se n é par. Logo nao existe lim P,

00"
n—00

Para resolver este problema observe que vale o seguinte resultado:

1 n
lim a, = L = lim —Zan:L
i=1

n
para toda sequencia de numeros a,. Assim, se lim P = 7(j), entao lim L > Pk =
n—oo I n—oo " =1 3J
(7).
Mais, estamos interessados no reciproco do anterior resultado, que é conhecido como

teorema ergodico:
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TEOREMA 11.9. Cosidere uma cadeia de Markov irredutivel X,,, finita; e seja f : E —
R uma func¢ao limitada, entao vale que:
L N
lim =% TEf(X,) =) f()m(i)
k=1 icE
onde ™ € uma distribuicio no conjunto E. Em particular, se f = §; (i.e. f(k) =1 se
k=je f(k)=0sek+#j), entao:

1 n
lim > Pl =7()
k=1

n—oo M,
o que implica que existe a distribuicao invariante e que € igual a .

Um outra manera de expresar o teorema ergodico é decir que a media temporal da
cadeia é igual a media espacial. Esta idea é a base dos algoritmos usados nos metodos
de MCMC (Monte Carlo Markov Chains) que se usam, por exemplo, na estatistica
Bayesiana. Onde, para obter amostras de uma certa distribui¢ao construimos uma cadeia
de Markov que tenha como distribuicao invariante a distribuicao que estamos procurando.

Usando o teorema ergodico é possivel cracterizar a distribuicao invariante. Para isso
observe que:

Pl = P(X, = §) = Bi(3;(X,)

2

<

M=

De outra parte, seja N,(j) = Y §;(X,,), entao

H
Il

1

n
e se chamamos R, (i,j) = > Pl entao
k=1

R(i,j) = lim Y R,(i,j) = lim » P},
k=1 k=1

onde R(i,j) e o termo (7, j) da matriz potencial R. Lembre que usamos ela para definir
os estados transitérios e recorrentes. Vamos a ver a relacao entre os estados transitorios
e recorrentes e a distribuicao invariante.

(1) Considere o estado j € E e suponha que ele e transitério. Logo Pj(N; < oo) = 1;
onde N; = lim N, (j). Portanto:
Ry (i, j)

limNn—(j):O e lim —2=2 =0

n—oo n n—oo n

(2) Considere o estado j € E e suponha que ele e recorrente. Seja m; = E;(7}), onde
T; e o tempo do primer retorno oa estado j. Decorre do teorema ergodico que:
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o lim M) — L 50 Ty < oo,
n—00 mj
PY lim Rn(7‘7.]) — F(ZJ).
n—oo m;
Observe que se a cadeia ¢ irredutivel ou se 7,5 € €, com C uma classe fechada de estados,
entao: o
i Bed) 1

Em particular,

Suponha que m; = E; (T) < 00, entao:

= lim — E = lim P" = ]
n—oo N ] n—0o0 b (])
L ., ~ N1 C . .,
0go se j é recorrente e m; < oo entdo m(j) = ——. Como vimos antes, neste caso j é
]

recorrente positivo. Se m; = 0o entao j é recorrente negativo e m(j) = 0.
Concluimos também que:

TEOREMA 11.10. Uma cadeia de Markov finita e irredutivel tem todos seus estados
recorrentes positivos.

ExempLo 11.11. Fila Considere a fila X,, € E ={0,1,2,...}, onde o niimero de clientes
que chegam no instante n é §,,. As v.a. &, sao i.i.d. com distribuicao P(§, = i) = p;. Um
cliente é atendido em cada instante. Logo X, 11 = (X,, —1)" +&,41. Suponha que py > 0
e que py + p1 < 1, neste caso a cadeia é irredutivel e tem matriz de transicao:

Po b1 b2 P3
Po P1 P2 Ps3
P=|0 p p1 D

0 0 po m

Observe que se py = 0 entao o estado 0 € transitorio. Também, se pg + p; = 1 entao
p2 = p3 = --- = 0, neste caso os estados 0,1 sao recorrentes e os demais estados sao
transitorios. Em geral, suponha que py + p; < 1, neste caso a cadeia é irredutivel. Seja
u = E&;, vimos antes que:

e Se i1 < 1 entao X,, é recorrente.
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e Se ;> 1 entao X,, é transitorio.

1
1-p
(1) Se > 1 entao 0 é transitério logo X,, é transitorio.
(2) Se =1 entao 0 é recorrente nulo.

(3) Se u < 1 entao 0 é recorrente positivo, e m(0) =1 — p .

E possivel provar que se 1 < 1 entao E(Ty) = . Podemos concluir entao que:
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12. Exercicios

5. Para quais valores de z, y e z as matrizes
0,5 0,1 = 0,

y 0,2 0,4 e [0,

0,3 =z 0,1 0

DN =~ W

0,2 0,4
0,9

Y Y

sao matrizes estocasticas?

6. No exemplo (1.2), assuma que o nimero de clientes que quer comprar uma maquina
de lavar cada dia ¢ 0, 1, 2 ou 3 com probabilidade 0.3, 0.4, 0.2 e 0.1 respectivamente. Prove
que {X,} é uma cadeia de Markov e determine sua matriz de transicao.

7. Para o nimero dos sucessos no processo de Bernoulli,

(1) Represente a topologia do processo N,,.
(2) Reobtenha a distribui¢ao das NN,, usando (3.9).

8. Observe que o processo dos tempos dos sucessos num processo de Bernoulli também
é um caso particular do exemplo (1.6). Determine a matriz de transi¢ao e a topologia
deste processo. Sugestao: Faca {; =1, —Tj_;.

9. Prove que toda matriz estocastica com as linha iguais é a matriz de transicao de
uma sequencia de variaveis aleatorias i.i.d.s.

10. No exemplo 2.2, suponha que P(Z, = 1) = p =1 — P(Z, = 2). Comprove que
X, ¢ uma cadeia de Markov e ache a sua matriz de transicao P.

11. Comprove que o processo do exercicio 6 representa uma cadeia de Markov do tipo
descrito acima com (s,5) = (1,5), P(Z; =0)=0.3, P(Z,=1) =04, P(Z;=2)=02¢
P(Z; =3)=0.1.

12. Os resultados de uma pesquisa revelam que 80% das filhas de mulheres trabalhado-
ras trabalham, enquanto s6 30% das filhas de mulheres que nao trabalham, o fazem. Esta
situacao pode ser modelada por uma cadeia de Markov X = { X, },en onde X, representa
o estatus laboral de uma mulher na geragao n, isto é, o espago de estados é £ = {T, NT'}
(T=mulher que trabalha, NT=mulher que nao trabalha).

(a) Escreva a matriz de transi¢ao para este modelo.

(b) Se numa época determinada a propor¢ao de mulheres trabalhadoras é de 30%, qual
serd a proporg¢ao das netas destas mulheres que trabalham?

(c) Calcule a probabilidade de que uma mulher e a sua avé trabalhem.

(d) A longo prazo qual serd a propor¢ao de mulheres trabalhadoras?

13. Uma seguradora de carros classifica os seus clientes em trés classes: nao desejaveis,
satisfatorios e preferenciais. A classificagdo de um cliente pode mudar de um ano para
o outro. Nao é possivel passar de preferencial a nao desejdvel nem viceversa. 40 %
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dos segurados nao desejaveis viram satisfatorios, 30% dos satisfatdrios vira preferencial
enquanto 10 % deles viram nao desejaveis e 20% dos preferenciais viram satisfatorios.

Podemos representar esta situagdo usando uma cadeia de Markov X = {X,, },,en onde
X, representa a classificagdo de um cliente no ano. Temos portanto, £ = {nao desejavel,
satisfatério, preferencial}.

(a) Escreva a matriz de transi¢do do modelo.

(b) Represente a topologia da cadeia.

(c) Calcule a probabilidade de um cliente preferencial continuar a sé-lo no préximo ano e
virar satisfatério no ano seguinte.

(d) Calcule a probabilidade de um cliente nao desejavel virar satisfatério depois de dois
anos.

(e) A longo prazo quais serao as proporgoes de clientes em cada uma das classes?

14. Um professor tem duas lampadas na sua garagem. Quando as duas se queimam,
elas sao trocadas de forma tal que no comecgo do dia seguinte haverao duas lampadas
funcionando. Suponha que quando as duas funcionam, exatamente uma delas para de
funcionar com probabilidade 0,02. No entanto, se ha somente uma funcionando, ela se
queimara com probabilidade 0,05. A longo prazo qual é a fracao do tempo que havera
exatamente uma lampada funcionando?

15. (Passeios aleatérios com distribui¢ao invariante) No exemplo 5.6 mostramos um
passeio aleatorio nos inteiros sem distribuicao invariante. Veremos agora variacoes deste
exemplo para as quais existe a distribuicao invariante. Em todos os casos a seguir estare-
mos supondo que X é uma cadeia de Markov definida nos inteiros.

(a) Prove que para p € (0,1), se P, ;41 =p, quando i # —1 e P, =1 — p entdao a X tem
uma Uunica distribuicao invariante. Calcule-a.
(b) Prove o mesmo assumindo que as probabilidades de transi¢ao sao

Piiy1=04e P 1 =0.6parai >0,
Piit1=06¢e P,;_; =04 parai <0,
P071 =0.6¢e P()7_1 = 0.5.

(c) Observe que ambos casos...Mais geralmente, prove que ...

16. Para a cadeia de Markov com espaco de estados E' = {0, 1,2} e matriz de transigao

0 1 2
0/1 0 0
p=1[0 0 1
2\0 1/3 2/3

epresente a topologia da cadeia.

rove que a cadeia é irredutivel.

alcule o periodo

uantas distribuicoes invariantes existem? Por qué? Calcule-as.

OQTx
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17. Considere uma cadeia de Markov com matriz de transicao
0o 1 2 3 4 5 6

0/1/2 0 1/8 1/4 1/8 0 0
i1fo o 1 0 0 0 0
2 oo 0o 1 0 o0 0
3l o 1.0 0o o0 o0 o0
Al oo 0o o 12 0 1/2
s5{ oo 0o 0o 1/2 12 0
6\V0 0 0 0 0 1/2 1/2

Represente a topologia da cadeia.
Classifique os estados em transitérios ou recorrentes positivos ou nulos.

a)
b)
c¢) Determine todas as classes irredutiveis. A cadeia é irredutivel? Por qué?
d)
)

(
(
(
(d) Determine todos os conjuntos fechados.

(e) Esta cadeia possui algum estado periédico?

18. Considere as cadeias de Markov com as seguintes matrizes de transicao:

(o b b1
1/0 1/2 1/2 ol 0 o0 o 1
p=2[1/2 0 1/2 Py =
s\1/2 172 0 3[1/2 1/2 0 0
a4\ o 0 10
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1/1/2 0 1/2 0 0 1/1/4 3/4 0 0 0
2| 1/4 1/2 1/4 0 0 2(1/2 1/2 0 0 0
Py= 3|12 0 12 0 0 =30 0 1 0 0
a4l o 0o 0 1/2 12 al o 0 1/3 2/3 0
500 0 o0 1/2 1/2 501 0 0 0 0

(a) Represente as topologias correspondentes.

(b) Determine as classes irredutiveis e classifique os estados em transitérios ou recorrentes
positivos ou nulos.

(c) Comprove que a cadeia com matriz de transicio P, é irredutivel e periédica com
periodo 3.

(d) Para as cadeias com matrizes de transigao Py, Py e P, calcule o limite quando n — oo
das correspondentes matrizes de transicao em n passos.

(e) Diga em cada caso se existe a distribuigao estacionéria e explique a sua resposta.

19. Para a cadeia de Markov com espacgo de estados £ = {0, 1} e matriz de transicao
0 1

0/1—« o
le( 5 1—6)
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calcule Py(Th = n) e Eo(Tp).

20. Considere a cadeia de Ehrenfest com 5 bolas. Suponha que inicialmente todas as
bolas estao na primeira caixa.

(a) Calcule a esperanga do nimero de transigoes necessdrias para que o sistema volte a
estar nesse estado.

(b) Dé uma aproximagao da distribui¢ao do niimero de bolas na primeira caixa depois de
1000 transicoes.

(c) Dé uma aproximagao da distribui¢ao do nimero de bolas na primeira caixa depois de
1001 transicoes.

21. Uma particula se move seguindo uma cadeia de Markov com espaco de estados
E =1{1,2,3,4} da forma seguinte. Saindo de 1 ou 2 ela visita algum dos estados 3 ou 4
escolhido ao acaso e viceversa, saindo de 3 ou 4, algum dos estados 1 ou 2 sera visitado
com a mesma probabilidade.

(a) Escreva a matriz de transigao desta cadeia e prove que ela é irredutivel.

(b) Calcule a distribuicao invariante da cadeia e interprete o resultado obtido.

(c) Esta cadeia pode ser generalizada como segue. Consideramos agora como estaco de
estados £ = {1,2,...,c+d} on de ¢ e d sdo dois numeros naturais. Saindo de algum
dos primeiros ¢ estados a cadeia vai para um outro escolhido ao acaso entre os d
ultimos e saindo de algum destes d tltimos estados ela visita algum dos ¢ primeiros
escolhido ao acaso. Escreva a matriz de transicao para esta nova cadeia, prove que
é irredutivel. Qual vocé esperaria que fosse a sua distribuicao invariante? Tente
calcula-la analiticamente para comprovar se a sua intuicao estava certa.

22. Sabemos que uma matriz de transicao P com todas as linhas iguais corresponde
a uma sequencia de variaveis i.i.d.s.

(a) Prove que P" = P, para todo n > 1, ou seja, a matriz de transigdo de ordem n
coincide com a matriz de transicao da cadeia.

(b) Suponha que para a cadeia de Markov {X,, },>¢, existe um inteiro k tal que a matriz
de transicao de ordem k tem todas as linhas iguais. Prove que isto tem que valer
também para todas as matrizes de transicao de ordem superior a k, ou seja, P™ = P*
para todo m > k.

Este tltimo resultado tem a aplicacao seguinte. Suponha que vocé esta querendo obter
aproximadamente a distribuicao invariante de uma cadeia com muitos estados e para
isso voce decide calcular computacionalmente poténcias da matriz de transigao. Se para
a poténcia 5, por exemplo, vocé obtiver uma matriz com todas as linhas iguais, voce
pode parar o seu procedimento, e retornar o vetor linha dessa matriz como a distribuicao
invariante, pois nao melhorara nada mais calculando poténcias superiores.

23. Uma matriz P é dita duplamente estocastica se ela for estocdstica e a sua
transposta também o for (isto é, se as somas dos elementos das colunas também sao
iguais a 1).
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(a) Prove que todos os estados de uma cadeia de Markov com matriz de transi¢ao dupla-
mente estocastica sao essenciais.

(b) Suponha que uma cadeia de Markov X com espago de estados £ = {0,1,..., M}
tem matriz de transicao duplamente estocastica primitiva. Prove que a distribuicao
invariante atribui igual probabilidade a cada estado.

(¢) Vocé pode dar um exemplo (simples!!) de uma matriz de transicdo duplamente es-
tocastica com mais de uma distribuicao invariante?

24. Prove que se uma cadeia de Markov tem mais de uma distribuicao invariante,
entao tem infinitas.
Sugestao: Para qualquer a € (0,1) vale que se m e my sao distribuigdes invariantes,
To = am + (1 — a)my também o é.

25. Considere uma cadeia de Markov irredutivel com matriz de transicao P. Prove
que se P > 0, entao todos os estados sao aperiédicos. Mostre através de um exemplo que
esta condi¢ao é necessaria, mas nao suficiente, ou seja, que existem cadeias de Markov
irredutiveis e aperiddicas com alguma probabilidade de transigao nula.

26. Seja m;,, uma distribuicdo invariante de uma cadeia de Markov X. Prove que se
Tinw(1) > 0 e i — j entao m,,(j) > 0.

27. Prove que a recorréncia positiva é uma propriedade de classe.

28. Considere uma cadeia de Markov irredutivel em um espago de N estados e suponha
que Xy segue a distribuicao invariante da cadeia. Defina 7 como o primeiro instante de
retorno no estado inicial, ou seja, 7 = inf{k > 0 : X}, = Xy}. Prove que E(7) = N.

29. (Processos espago-estado) Suponha que X = {X,,,n € N} é uma cadeia de Markov
com espaco de estados £/ = {0, 1} e matriz de transicao P e seja K uma varidvel aleatéria
com valores naturais e independente de X. Para cada n € N, fazemos K,, = K +n e
chamamos de Y,, = (X,,, K,,).

(a) Prove que Y é uma cadeia de Markov com espaco de estados F' = E x N.

(b) Calcule as probabilidades de transigao desta cadeia.

(¢) Prove os resultados anteriores supondo que E' é finito ou infinito enumeravel.

(d) Prove os resultados anteriores supondo que K é condicionalmente independente de
{Xl, Xg, C } dado X(].

30. Seja X = {X,,,n € N} um processo estocastico com espago de estados enumeravel
E. Suponha que para todo j € Een € N,n > 2, vale
]P)(Xn|XO> cee aXn—l) = ]P)(Xn|Xn—2> Xn—1)>
ou sejan neste processo, o estado no futuro depende da histéria anterior somente através

dos estados nos dois tltimos instantes. Tal processo é chamado de cadeia de Markov de
segunda ordem.
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(a) Para cada n € N defina Y,, = (X,,, X;,11). Prove que o processo Y = {Y,,,n € N}
¢ uma cadeia de Markov com espaco de estados F' = E?. Qual seria a matriz de
transicao?

(b) Como vocé definiria cadeias de Markov de ordem k, k € N7

(¢) Prove que o processo X do exemplo ?? nao é uma cadeia de ordem k para nenhum
valor de k.

31. (a) Prove que uma cadeia com espago de estados finito é irredutivel e aperiddica
se e somente se a sua matriz de transicao for primitiva.

(b) Use um exemplo para provar que a afirmagao analoga nao vale no caso de espago de
estados infinito.

32. Considere as seguintes matrices de transigao:

0,4 0,6 B 0,9 0,1
P: P:
0,6 0,4 0,1 0,9

A matriz P vai mais rapidamente ao equilibrio do que a matriz P, porque? Verificar isso:
(1) Ache os autovalores das matrices e identifique o segundo autovalor em cada caso.
Qual é maior?
(2) Ache o autovetor (esquerdo) correspondente ao autovalor 1. En outras palavras,
procure 7 e 7 tal que 71 P =7 (e T P = 7)
(3) Ache P", n=2,3,4,5. Avalie
P — (7).
max max |F; — m(j)|
e compare com o valor de [Ag|™.

(4) repita o item anterior com P e 7.
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Topicos adicionais sobre cadeias de Markov.

1. Modelagem através de cadeias de Markov
2. Algoritmos estocasticos
3. Inferéncia
4. Aplicagoes
4.1. Mobilidade social.

4.2. Sistema de Bonus-Malus.

A maioria das companhias seguradoras utilizam um sistema de tarifagao dos seguros
de automoveis no qual os segurados se dividem em [ classes ordenadas (grupos tarifarios),
sendo que o prémio depende da classe a que pertence o segurado. A cada ano, a classe
de cada segurado é determinada com base na classe do ano anterior e na quantidade
de indenizagoes reportadas durante esse ano. Se o segurado nao teve indenizacoes du-
rante um ano, ele vai ser reclassificado numa classe mais baixa, pagando possivelmente
um prémio menor. Caso contrario, o seguradovai para uma classe mais alta, pagando
correspondentemente um prémio possivelmente maior.

Este sistema é chamado de "sistema de Bonus-Malus”e teve a sua origem .... (ver
Lemaire)
Os elementos que compoem um sistema de Bonus-Malus sao os seguintes:
e as classes de tarifacao, numeradas como 1,...,[, sendo que a classe 1 é chamada
de "suberbonus”e a [ de "supermalus”;
e uma escala de prémios b = (by, by, ..., b)), com by < by < --- < by;

e regras de transicao que especificam como passar de uma classe a outra depen-
dendo do nimero de indenizagoes durante um ano,

1, se o segurado vai de i a j,

k indenizacbes = #; (k) = { 0 caso contrario.

e uma classe inicial ig na qual sera alocado cada segurado novo entrando no sistema.

Assumindo que as indenizacoes reportadas durante um ano formam uma sequéncia de
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, teremos que se escolher-
mos um segurado ao acaso e chamarmos de X,, a sua classe de tarifacao depois de n anos
no seguro, a sequéncia X = {X,,,n > 0} forma uma cadeia de Markov.

79
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3. TOPICOS ADICIONAIS SOBRE CADEIAS DE MARKOV.

Alguns problemas interessantes neste contexto sao os seguintes:

e Probabilidade de no n-ésimo ano estar na classe j.
e Média do prémio pago ao longo de n anos.
e Estratégia 6tima x = (z1,...,x;) para um segurado evitar o aumento do prémio.



CAP{TULO 4

O Processo de Poisson

1. Introducao.

Apresentaremos aqui o processo de Poisson. Este processo estocastico deve o seu nome
ao mateméatico frances Sim’ig)%on—Denis Poisson (1781 - 1840). Veremos que ele pode ser
definido em termos das ocorréncias de eventos, em outras palavras, se denotarmos este
processo como {V; }i>o e fixarmos o tempo no instante ¢, teremos que NV; é um nimero
inteiro que representa o nimero de chegadas ou eventos até o instante ¢. O processo
de Poisson é portanto, um processo estocastico a tempo continuo, isto é 7' = [0, 00), e
com espago de estados £ =N =1{0,1,2,...}.

EXEMPLO 1.1. Suponha que N; = 5 e suponha que nao chegam dois ” eventos ” no mesmo
instante, uma realizacao do processo poderia ser

Figura 26
que pode ser também representada como uma trajetoria

Figura 27

Como ¢ ilustrado na figura acima, cada trajetéria do processo é uma fungao escada.
O ndmero de eventos no intervalo (¢,t + s], s > 0 serd Nyys — N;. Veremos que ele é

81
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independente do nimero de eventos até o instante ¢, { N,,u < t}. Em outras palavras, o
processo tem incrementos independentes (ver ..).

Niy o

Ny ®

0 1 13 2 3 4 5 t+s

Figura 28
2. O processo de Poisson.

DEFINIGAO 2.1. Um processo a tempo continuo {N;},., definido sobre um espaco
amostral €2, com espaco de estados ¥ = N e tal que para todo evento elementar w € €2, a
trajetdria correspondente, t — Ny(w), verifique

(1) é nao decrescente;
(2) cresce somente com saltos. (i.e. é constante entre os saltos).
(3) é continua a direita e tem limite a esquerda.
(4) No(w) = 0
¢ chamado processo de contagem ou processo das chegadas.
Sejam T1, Ty, . .. os tempos das chegadas (ou os tempos dos saltos ou dos instantes nos

quais ocorrem os eventos). Estas varidveis definem um processo a tempo discreto. Uma
trajetoria tipica deste processo é

0 Ty T, 15 T, T,

Figura 29
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DEFINIGAO 2.2. O processo de contagem {N;},. é chamado de processo de Poisson
homogéneo se

(1) os saltos tém comprimento um;
(2) Niys — Ny é independente de {N,,u < t}, para todo ¢, s > 0;
(3) a distribuigao de Nyys — N; é independente de t.

Observe que se Ny, s — NV, é independente de { N, u < t}, entao N, s — V; serd indepen-
dente de Ny, , Ny, ..., Ny, paraty <ty < --- <t, =1teportanto este incremento serd inde-
pendente do vetor dos incrementos N, , Ny, = Ny, ..., Ny, — Ny, . Pelo mesmo argumento
obtemos que N, — N, , deve ser independente do vetor Ny, Ny, — Ny, oo o, Ny, — Ny,
e procedendo recursivamente obteremos que incrementos correspondentes a intervalos dis-
juntos devem ser independentes, ou seja, o processo tem incrementos independentes. A
propriedade (3) expressa que os incrementos do processo sao estacionarios.

O processo de Poisson fica definido entao como um processo de contagem com saltos
de valor um e incrementos estacionarios e independentes.

Alguns exemplos de situagoes que podem ser modeladas usando o processo de Poisson
aparecem a Seguir.

(1) O numero de ligagoes que chegam numa central telefonica durante um intervalo
de tempo determinado define um processo de Poisson, se supormos que o niimero
de chamadas recebidas durante intervalos disjuntos sao independentes, dependem
somente do comprimento do intervalo e se pudermos assumir que ha um nimero
médio constante de chegadas por unidade de tempo. Em problemas mais realistas,
este numero médio depende do tempo, sendo mais apropriado o modelo de Poisson
nao homogéneo.

(2) O numero de f6tons que chega num detetor de fétons ao longo do tempo.

(3) Os astronomos podem considerar o nimero de estrelas num volume determinado
no espaco como uma variavel aleatéria de Poisson e o nimero de estrelas em
regioes disjuntas podem ser consideradas independentes. Com estas suposicgoes,
o numero de estrelas observadas num volume V' é um processo de Poisson tridi-
mensional sobre o espaco definido pelo volume V' (veja o exercicio ..).

A definicao que temos apresentado do processo de Poisson nao coloca nenhuma re-
stricao explicita sobre a distribuicao das variaveis N;. No entanto, estas distribuigoes
estao determinadas pela definicao dada. A seguir calcularemos a distribuicao de N;. Isto
serd consequéncia de uma série de proposicoes.
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PROPOSICAO 2.3. Existe uma constante A > 0 tal que para todo t > 0,
P(N; =0) =e™.

DEMONSTRAGAO. Observe que o evento { Ny, = 0} = {N; = 0, Ny s — Ny = 0}. Logo,
usando a independéncia e a estacionariedade dos incrementos podemos obter

P(Niys =0) = P(N; = 0)P(Nys — N, = 0)
= P(N, = 0)P(N, =0).

Considere a funcao f(u) = P(N, = 0). Usando equacao anterior vemos que f satisfaz a
equagao de Cauchy
fls+1t)=f(s)f(t) (2.26)

que tem como solugio f(t) = e~ para algum A € R ou f(¢) = 0, para todo t > 0.

Vejamos porqueé f nao pode ser identicamente nula. Para isto podemos raciocinar pelo
absurdo. Vamos supor entdao que para todo ¢t > 0, f(¢) = 0, ou seja, para um instante ¢
qualquer teremos que P(N; > 1) = 1. Podemos dividir o intervalo [0, ] em n subintervalos
de comprimento 1/n. Seja t, = kL, k€ {1,...,n}. Entao

Nt = (Nt - Ntnfl) +oeee (Nt1)a

e sabemos que P(N; — Ny, , > 1) = --- = P(N;, > 1) = 1. Como tem n termos na
soma acima, obtemos que P(N; > n) = 1 e como isto foi feito para n € N quaisquer,
chegariamos a que P(N; = +00) = 1, mas isto contradiz o fato que £ = N.

Temos entao que f(t) = e~ para algum A\ € R. Para ver que A > 0 basta observar
que pelo fato do processo de Poisson ser nao descrescente, vale que se t,s > 0, { N5 =
0} € {N; = 0}. Ou seja, f é uma funcao decrescente e devemos ter A > 0. O caso A =0
corresponde ao caso degenerado em que nao existem chegadas, i.e, Ny = 0 para todo t > 0

com probabilidade 1. O
PROPOSICAO 2.4.
Ilfi_r)%%P(Nt >2)=0
Vamos a usar o fato que para todo t > 0, EN; < co (ndo provaremos isto que decorre

do fato do processo nao ser explosivo, i.e. nao acontecem dois 0 mas eventos no mesmo
instante.)

DEMONSTRAGAO. Seja h(t) = P(N; > 2), e observe que {N;, > 2} C {N,, > 2}
implica h(t) < h(t + s). Logo h e ndo decrescente. Defina

1
nt:max{n:n<¥}
1 1

entdao t < ;- ey < n + 1. Usando que h é nao decrescente temos que h(t) < h(nlt)
Portanto:

0< %h(t) < (n+ 1)h (nit) i (mnt 1) (”th (n%))
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Set — 0 entdo ny — oo e =L — 1. Logo basta mostrar que nh (%) — 0. Para isso
dividimos o intervalo [0, 1] em subintervalos de comprimento +.

[aw]
Sl=r
Shor
Sl
3

Figura 30

Seja S, o numero dos subintervalos onde temos mais de dois eventos, entao .S,, € o nimero
de sucessos num processo de Bernoulli com probabilidade de sucesso p = h ( %) Logo

1
ES, = np =nh (—)
n

Considere uma realizacao w do processo N;, para n grande os subintervalos sao suficien-
temente pequenos como para conter no maximo um evento. Logo lim,, .., S,(w) = 0.
Agora usamos o fato de EN; < oo, que implica EN; < oo, e o fato de S,, < N; para

lim nh

n—oo

concluir que
(l) = lim ES, = 0.
n n—o00
O

PROPOSICAO 2.5.
o1
%E% gP(Nt =1)=2A

DEMONSTRAGAO. Observe que P(N; =1) =1 — P(N; = 0) — P(N; > 2) implica:
1 1—e™ 1
“P(N,=1)=— " — “P(N, >2)
t t t
e portanto lim;_ %P(Nt =1)=A

Usando as proposi¢oes anteriores podemos mostrar que:

TEOREMA 2.6. Seja {Nt}tzo o processo de Poisson, entao existe X\ > 0 tal que

k
P(N; =k) = (Akt,) e k=0,1,...

i.e. Ny ~ Poisson(At). X é chamada de taxa do processo.
DEMONSTRAGAO. Seja G(t) = E [aNt}, 0 < a < 1, a funcao geradora de probabili-

dades de N;. Entao
G(t) =Y o*P(N, = k).
k=0
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Basta mostrar que G(t) = e~ M1~

nencial obteriamos

, pois usando a expansao em série de Taylor da expo-

e
e—)\tl ) — —)\t§ k

e comparando os coeficientes correspondentes a potenc1as iguais de o chegamos ao resul-
tado desejado.
Observe que Nyys = Ny + (Nyws — Ny) e a independéncia dos incrementos implicam
que
Gt+s) = E[a"*] =E [a"]E [N+
= G(1)G(s). (2.27)
Como G(t) > P(N; =0) = e > 0, a equagao de Cauchy (2.26) tem uma tnica solugao

da forma G(t) = € t > 0, com g( ) certa funcdo que satisfaz g(a) = G’(0). Observe
que G(0) = 1. Logo,

g(a) = lim1 G(t) — 1]

t—0 ¢ 0t t—0 ¢

1 1
= lim - [P(Nt—O)—l]—i-hm [@P(N; = 1)] + lim — [Za Nt—n].

Usando as proposicoes anteriores obtemos,
o lim, 1 ‘ [P(N;y=0)—1] = -\
o limy_g 1 [aP(N; =1)] = a\.
Como 0 < o < 1 verifica-se que limy_o 1 [>o", a"P(N; = n)] = 0, pois

N B R B
0 < lim— Z;oz P(Nt_n]<1£%t ZPNt—n]

1
— lim P(Ni 2 2) =0
Portanto g(a) = —\ + Aa, logo G(t) = e~ ¢ ¢ resultado fica provado . O
Observe que N; ~ Poisson(At) implica que E(NV;) = At e Var(V;) = At.

COROLARIO 2.7. Seja {Ni},5, 0 processo de Poisson com taza ), entdo:

A k
P(Nt+S—Nt:k|Nu,'UJ§t):P(Nt+S—Nt:k): (]:') 6_)\8, kf:O,]_,

EXEMPLO 2.8. Seja {N;},~, 0 processo de Poisson com taxa A = 8.
Achar P(N275 = 17, N3’7 = 22, N473 = 36)
Solucao:
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P(Nys =17, N37 = 22, Ny 5 = 36)
P(Ny5 =17,N37 — Ny5 =5, Ny3 — N3 7 = 14)
= P(Ny5 =17)P(N37 — Nos = 5)P(Ny3 — N3 7 = 14)
(525D s (BT~ 290 729 B3 =8 D
! 5! !

O resultado apresentado a seguir d4 uma outra caracterizagao dos processos de Poisson.

TEOREMA 2.9. {N;},, € o processo de Poisson com taza A se e somente se.

(1) com probabilidade um os saltos das trajetorias t — Ny(w) tém valor um;
(2) Para todo t,s > 0 vale que E [Nyrs — N[Ny, u < t] = As.

Considere o conjunto (¢,t 4+ s] CR™, s > 0,¢ > 0. O nimero de eventos que ocorrem
no intervalo (¢,t + s] esta definido como

N(t,t-i—s} = Nt+s — Ny

Pelo fato dos incrementos do processo de Poisson ser independentes e identicamente dis-
tribuidos,

Nit4s) ~ Ns ~ Poisson(As),

mas As = A comp((t,t + s]), onde comp((¢, ¢+ s]) é o comprimento do intervalo (¢,t + s|.
Isto é, se B C RT é um intervalo entao

comp(B) = / dz.
B
Podemos estender esta definicado a um conjunto B C R* e considerar o niimero de eventos
Np que acontecem neste conjunto.
Qual sera a distribui¢ao de Ng?. Quando B = (t,t + s], sabemos que:

Np ~ Poisson(Acomp(B)).

Vejamos que isto vale também quando B for uma uniao finita de intervalos. Suponha que
A e B sao dois intervalos disjuntos com comprimentos a e b respectivamente, por exemplo,
A= (t,t+aeB=(s,s+b comt+a<s. Entdo Ny e Np sio varidveis aleatérias
independentes com distribuicao de Poisson com parametros Aa e Ab, respectivamente. Seja
C = (t+a,t+ a+b]. Pela estacionariedade dos incrementos, Np e N¢ seguem a mesma
distribuicao e Ny e No também sao independentes. Portanto, No + Ng ~ N4 + Ng,
mas esta ultima varidvel conta a quantidade de chegadas no intervalo (t,¢ + a + b, logo
Na+ N¢ ~ Poisson(A(a+0b)). Obtemos entao que N4+ Np ~ Poisson(A(a+b)). O mesmo
argumento funciona para qualquer nimero de intervalos e prova a parte da necessidade
no resultado a seguir.
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TEOREMA 2.10. O processo N; € de Poisson, com taxa A\, se e somente se para todo
B C R* que seja uniao finita de intervalos disjuntos vale
k
OO
k! ’
Suponha agora que conhecemos que em instantes no conjunto B = (t,t+ b] ocorreram
k eventos. Gostariamos de ter informagao sobre os instantes em que eles ocorreram.

P(Np=k) = onde b= comp(B).

TEOREMA 2.11. Sejam Ay, ..., A, intervalos disjuntos dois a dois e tais que B =
AiUAy---UA, e comp(4;) = a;. (i.e. b= comp(B) =>_a;). Sejam ky,ko, ...k, k €N
i=1
tais que ky + ko + - - -+ k, = k. Entao vale

P(NAlzkl,NA2:kg,...,NAn:kn):m %>k<%>k
Logo (Na,, Na,, ..., Na,)|Np = k ~ Multinomial(k, (%), ..., (F))
DEMONSTRAGAO. Observe que {Na, = ki, Na, = ko, ..., Na, = k,} C {Np =k}, logo:
P(Na, = ki, Na, =ko,...,Na, = k)

P(Na, = ki,Na, =kg,...,Na, =k,) =

P(Np = k)
Aa)™ ey Aan)™ kL
WY TR 4 ()\b)k%

- (5 ()

Suponha agora que sabemos que chegou um so evento no intervalo B, achemos a
probabilidade de que o evento chegue no intervalo A C B. Suponha que b = comp (B) >
comp (A) = a.

Logo:

U

P(Nys=1|Np=1) = P(Na=1 Npa=0[Np=1)

1 sa\! (b—a\’ «a
- () (7)) =5
Estudemos agora o comportamento assintotico do processo de Poisson {N;};>o. Para
tanto observe que EN; = A\t. Portanto, se t = n, EN,, = An e podemos escrever
N, =N;+ (Ny—Ny)+ (N3 —No)+ -+ (N, — Np,_1),
com {N;y; — Ni}i:l,n i.id. e E(N;q1 — N;) = A\ Pela lei dos grandes nimeros aplicada a
sequéncia {N;y1 — N;} vale que quando n — oo:
Ny,

— — A\
n

i=1n



3. TEMPOS DE CHEGADA 89

Podemos generalizar este resultado:

TEOREMA 2.12. Lei dos grandes Numeros do processo de Poisson.
Ny

set — o0.

Logo, um estimador consistente da taxa do processo A é:
. Ntmero de eventos no intervalo [0, T']
T
e um intervalo de confianca assintotico para este estimador pode ser obtido do seguinte
resultado.

TEOREMA 2.13. Teorema Central do Limite do processo de Poisson.

Nt—)\t d
24 N(o,1
T (0.1)

set — o0.

Observe que se t for grande N; se comporta aproximadamente como uma normal de
média A\t e variancia \t.

3. Tempos de Chegada

Vamos considerar agora os tempos de chegada do processo de Poisson. Eles sao os
tempos nos quais acontecem os eventos do processo. O n—éssimo tempo de chegada esta
definido por

T, =min{t: N, =n}.
Observe que N, = n. A distribuicdo de T,, pode ser obtida a partir da distribuigao do
processo N, a partir da igualdade dos seguintes eventos

{T, <t} ={N, >n}.
Assim,
P(T, <t) = P(N,>n)
Z (A1) oM
k!
k=n
A avaliacao desta expressao é complicada. No lugar de fazer isto vamos mostrar por
outra via que T,, ~ Gamma(n, \) e para isso vamos a estudar algumas propriedades do
processo dos tempos das chegadas, {T,},.,.
Uma observagao importante é que conhecer o processo até o instante T,,,i.e { N, : t < T,,}

¢ o mesmo que conhecer o processo dos tempos das chegadas até o instante n, i.e.
{11, Ts,...,T,}, isto é facil de visualizar na seguinte figura.
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‘_
._ ..........
Ny
.—
.—
0 Ty Ty t s T, Ty
Figura 31

Sabemos que para t,s > 0 vale
P(N1s = 0[Ny, u <t) = P(Ny g =0) = e
Esta propriedade vale também para os tempos 7},, ou seja,
P(Nz, 145 = 0| Nyyu < T,) = P(Niz, m045) = 0) = 7.
Entao,
P(Np,+s — Np, =0|T,Ts,...,T,,) = P(Np,+s— Ny, =0|N,,u<T,)
= PN, 1uts) = 0[Ny, u < T5)
— s
mais observe que
{Np,+s — Np, =0} = {T,s1 = T,, > s}
e obtemos portanto,
TEOREMA 3.1. Para todot >0 e n > 1 vale que:
P(Tpor =T, < t|TV, Ty, ..., T,) =1 —e ™

Assim o processo {71}, : n > 1} ¢ estaciondrio e tem incrementos independentes.

COROLARIO 3.2. As varidveis aleatérias Ty, Ty — 11, T3 — Ty, ... sdo i.i.d. e Ty —

T, ~exp(N).

Logo os tempos entre dois eventos consecutivos no processo de Poisson tem distribuicao
exponencial. Lembremos que a distribuicao exponencial tem a propriedade da perda da

memoria, i.e. se X ~ exp(\) e t,s > 0, entao

P(X >s+t|X >s)=P(X >1t).

Assim, podemos concluir que o processo de Poisson perde a memoria. Em geral vale o

seguinte resultado.
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TEOREMA 3.3. Sejam 11,15, T3, ... os tempos de chegada num processo de contagem
Ny comt > 0.

Tpir — Tpym > 0, d.i.d.,

{Nt}tzo ¢ um processo de Poisson(\) < { T — Ty ~ cap(\).

Observe que T,, =Ty + (To —T1) + (13 —T3) + - - -+ (T,, — T,,—1). Usando o fato que a
soma de distribuicoes exponenciais i.i.d. tem distribuicao Gamma podemos concluir que
o tempo do n—éssimo evento T,, ~ Gamma(n, \). Logo,

n
ET, = -,
A
n
Var(Tn) = ﬁ’
)\ n
Ee ™" = .
‘ [)\%—a]

A distribuicdo Gamma(n, \) é chamada de distribuigao de Erlang(n).

EXEMPLO 3.4. Os tempos de falha de um chip de um computador tem distribuicao expo-
nencial com taxa A. Cada vez que falha um chip ele é imediatamente substituido.

Sejam X1, Xs, ... os tempos de duragao de cada chip que foi trocado. Logo, P(X, <
t) =1 — M. Considere Ty, Ty, ... os sucessivos instantes nos quais aconteceu uma falha
no computador devido a uma falha do chip,

T = Xi
T2 - X1+X2
T, = Xi+Xo+---+X,.

Por exemplo T3 = X1 + X5 + X3 € o instante da falha do terceiro chip.
Suponha que X = 0,0002 (em horas™'), entao a esperanca de vida de um chip é

EX, = % = 5000 horas

e a variancia é
1
VarX,, = = 25 x 10°.

Se N; é o numero de falhas até o instante t > 0 entao N; é um processo de Poisson
com taxa \.

Suponha que o custo de cada reemplazo é (3 reais e que a taxa de desconto é a > 0 («
pode ser a taxa de juros), i.e. cada real gasto no instante t tem um valor no presente de
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e~ Considere o custo presente da troca o n—éssimo chip, e~

custos temos que o valor presente de todas as futuras trocas é

C= i Be= T
n=1

oTn  Somando todos os

Logo EC' = "> | fEeTn.
Ee~oTn = [A2-]" e portanto,

a+A
_ ZOO AN @ B
IEC’_6n:1<0‘+)‘) _61_ai,\_o‘.

Em particular, se o tempo de vida médio é ET} = 5000 horas e o custo de cada troca é

(G = 800 reais e a taxa de juros é 24 % ao ano entao,

=_024 _ 001 _ 36500 _ .
a = g5 = g e BC = 800555 = 5840 reais .

ExXEMPLO 3.5. Fixemos um ponto numa estrada e chamemos de Uy, Us, ... 0s sucessivos
instantes nos quais passam automoveis pelo ponto. Suponha que estos tempos sao var-
iaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com distribuicao,

PUy<t)=1—eM-Xe ™ >0,
com densidade:
fo, = Ae™M = Ae™M + (N)e M| = Nte M.

Observe que Uy, ~ Gamma(2, \), logo Uy, pode se interpretar como a soma de dois tempos
entre chegadas consecutivas num processo de Poisson com taxa A. Logo, Uy =T, Uy +
Uy=Ty, Uy +Us+Us =T, ... onde T;,i > 1 sao os tempos das chegadas do processo de
Poisson {Ni}>¢. Seja M, o nimero de carros que passam até o instante t. Por exemplo

Mt:6<:>Nt212 Olthzl?).
Logo,

6—)\t()\t)2k e—)\t()\t)2k+1

(2k)! (2k + 1)
e M) (A\t)
~ T 2h) [1+2k+1}'

PROPOSICAO 3.6. Seja f > 0, entao vale:

> AT

E

=\ /0 Ryt
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DEMONSTRAGAO. Observe que

/ F 0,

n—l)
Logo,
0 )\t n—1
B> AT = Z/ f(t) (n_A’% dt

e )\tnl
_ —)\t
B /0 A Zn—l

n=1

— / M (e MeMdt = ) / f(t)dt
0 0

4. Superposicao de Processos de Poisson

Sejam L = {L;,t >0} e M = {M,;,t > 0} dois processos de Poisson independentes,
com taxas p e A respectivamente (logo M; ~ Poisson(ut) e L; ~ Poisson(At)). O processo
N, = L; + M; é chamado superposicao dos processos L e M.

@ M,
Ly
= Jﬂ Jﬂ &= J.j = Jﬂ N
0 1 2 3 4 5 6 7
Figura 32

N, também é chamado de processo de competéncia (entre os processos L; e M,).

EXEMPLO 4.1. Considere o exemplo anterior. Seja L; o niimero de automoveis que chegam
no ponto pela esquerda e R; os que chegam no ponto pela direita. Entao o nimero de
automoveis que passan pelo ponto é Ny = L; + R;.

TEOREMA 4.2. A superposicao de dois processo de Poisson independentes M e L com
tazas p e A, respectivamente, é um processo de Poisson com tara v = pu+ .

DEMONSTRACAO. Basta tomar um intervalo B € RT, observar que como Lp e Mp
sao independentes, entao Ng = L + Mp ~ Poisson((A + p) comp(B)) e usar o teorema
2.10. U
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5. Decomposicao de Processos de Poisson

Seja {X,,n > 0} um processo de Bernoulli com parametro p. X, é o resultado do
n-éssimo ensaio e {S,,,n > 0} o niimero de sucessos nos n primeiros ensaios. Vamos supor
que os tempos entre os ensaios sao aleatorios. Para isto considere T,, o instante do n-
éssimo evento de um processo de Poisson {/V;,t > 0} com taxa A e suponha que os ensaios
ocorrem nestes instantes. Assim, N, serfa o numero de ensaios até o instante ¢.

X, =1 Xo=0 X35=0 Xy=1 X5=0 Xpn1=1X,=0

@ S, o o o @ o

0 T T, Ts Ty Ts Th1 T, t
Figura 33

Finalmente, se M; é o nimero de sucessos até o instante ¢t entao M; = Sy,. O nimero
de fracassos até o instante t, L;, seria L; = N; — M,.

TEOREMA 5.1. Os processos Ly e M; sao Poisson com taxas A\p e AM(1 — p) e sdo
independentes

EXEMPLO 5.2. Suponha que os carros que chegam num determinado cruzamento viram
a esquerda ou a direita independentemente com probabilidade p = 0.6 e p = 0.4, respec-
tivamente.

p=0.6 1—p=04
— —

Figura 34

Seja N; o nimero de carros que passaram no cruzamento até o instante t. Vamos supor
que ele é um processo de Poisson com taxa A = 30 carros por minuto.

Entao, o numero de carros que viraram a esquerda até o instante t, E;, € um processo
de Poisson com taxa \p = 30(0.6) = 18 e o nimero de carros que viraram a direita até
o instante t, Dy, é um processo de Poisson com taxa A\(1 —p) = 30(0.4) = 12. Os dois
processos, D; e E; sao independentes.

EXEMPLO 5.3. Os carros que chegam num restaurante o fazem segundo um processo
de Poisson com taxa A = 20 por hora. Os vehiculos tém 1,2,3,4 ou 5 ocupantes com
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probabilidades p; = 0.3,0.3,0.2,0.1 e 0.1, respectivamente. Queremos achar o niimero
esperado de pessoas que chegam no restaurante durante uma hora.

Sejam Nt(l), Nt(z),Nt(3),Nt(4) e Nt(5) o numero de vehiculos que chegam com 1,2,3,4
ou 5 ocupantes respectivamente até o instante t. Todos estes sao processos de Poisson
com taxas A\p; = 6,6,4,2 e 2. Observe que ENt(i) = A\p; e podemos assumir que eles sao

independentes. Logo, {
Nimero esperado de pessoas numa hora = E(lNl(i) + 2N1(2) + 3N1(3) + 4N1(4) + 5N1(5))
= (I1x6)+(2x6)+(3x4)+(4x2)+(5x2)
= 48.

6. Processo de Poisson Composto.

O processo do exemplo da soma dos sucessos em tempos aleatérios, M; = Sy, =

N, ) . . . : .
Y nto Xy € um processo de Poisson composto. Vejamos como sao definidos tais processos
de forma geral.

DEFINIGAO 6.1. Chamaremos de processo de Poisson composto a um processo
{Z}1>0 definido por

Ny
Zt = Z Xn>
n=0

onde {N;};>0 é un processo de Poisson e {X,,n >0} é uma sequéncia de varidveis
aleatorias 1.i.d.

Tais processos tem as seguintes caracteristicas,

(1) as trajetOrias tém um numero finito de saltos sobre intervalos finitos;
(2) Vt,s > 0,Z;1s — Z; é independente do pasado {Z,,u < t};
(3) Vt,s > 0, a distribui¢ao de Z;, s — Z; é independente do ¢.

Observe que os saltos podem ser negativos. Uma possivel trajetéria é representada a
seguir.

0 Tl T2 T3 T4

Figura 35
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EXEMPLO 6.2. Suponha que o niimero de clientes que chegam num restaurante segue um
processo de Poisson {N;}i>. O n-éssimo cliente gasta uma quantia X,. Suponha que
{X,}n>1 €1.1d.. Seja’Y, a quantia gasta por n clientes. Entao

Y, =X+ -+ X,.

Logo, o total gasto pelos clientes até o instante t é um processo de Poisson composto,

Ny
Z, =Yy, =Y X,
n=0

EXEMPLO 6.3. O modelo classico do risco.
O modelo classico do risco na atividade seguradora é um processo estocastico

U(t) = u+ct — S(t),

onde U(t) é o capital da seguradora no instante t (reserva de risco) e ¢ é uma constante
que representa o prémio por unidade de tempo, de forma que ct sera o prémio que recebeu
a seguradora até o instante t. u é a reserva inicial da seguradora e S(t) representa o valor
total das indenizacoes até o instante t,

onde { X, }n>1 € uma sequéncia de varidveis aleatorias nao negativas que representam os
valores das indenizacoes individuais que deve pagar a seguradora ante a ocorréncia de
sinistros e { N; }+>0 é um processo de Poisson homogéneo das ocorréncias das indenizagoes
até o instante t.

Neste modelo, o total das indenizagées S(t) é um processo de Poisson composto.

Suponha que X,, € E = {a,b,c,...} C R. Considere somente o nimero de eventos,
até o instante ¢, cuja magnitude é igual a a (i.e. X, = a): Nt(a).

! ‘

0 Th T> T3 T, Ts Th-1

Figura 36
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Entao vale que:

N~ Poisson com taxa Aa)t = AP(X = a)t,
NP~ Poisson com taxa Ab)t = AP(X = b)t,

Logo,

= tZJijL...

n:Xp=a n:X,=b
= aN" +oN" + .
Observe que os somandos da tltima equacao sao independentes.

Uma outra propriedade do processo de Poisson composto é que E(Z;) = ME(X,).
Para provar isto, condicionamos em relagao ao nimero de ocorréncias do processo de

Poisson,
E(Z|N;, =n) =E (Z Xk> = E(X)) = nE(X1),
k=0 k=0
portanto E(Z;|N;) = NE(X;). Logo,

E(Z) = E(E(Z|N)) = E(NE(X)))
= E(N)E(X;) = ME(X)).

7. Processo de Poisson nao homogéneo.

DEFINIGAO 7.1. O processo {V; }1>¢ ¢ um processo de Poisson nao homogéneo se

(1) N; tem saltos de tamanho um;
(2) a distribuigao de Nyys — N; é independente de t.

Seja a(t) = E(IV;) e observe que a(t) é crescente pois:

Nt+8 Z Nt = ENt-i—S 2 ENt = a(t -+ S) Z a(t)

A funcao a(t) é chamada de taxa do processo. Suponha que a(t) é continua e defina
7(u) = a ' (u), a inversa de a.
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a(t)

Figura 37
TEOREMA 7.2. Seja {N;}i>0 um processo de Poisson nao homogéneo com taza a(t).
Defina o processo My = Nryy. Entao M; € um processo de Poisson com taza 1.
Observe que EM; = EN, ) = a(7(t)) = t.
TEOREMA 7.3. Seja {N,}i>0 um processo de Poisson nao homogéneo com taza a(t) e
seja b(t,s) = a(t+s) — a(t), entdo
(1) os incrementos tém distribuicao
e_b(t’s)b(t, S)k'
k! 7
(2) se T, é o tempo do n-éssimo evento do processo, entao

P(Tn+1 - Tn > t|T17 T27 CIEIES Tn) = 6_)\(a(Tn+t)_a(Tn))‘

P(Nt+s —Nt - ]{7) -

T 15

Figura 38
Em geral a taxa do processo é uma funcao descontinua.



7. PROCESSO DE POISSON NAO HOMOGENEO. 99

t

Figura 39

Nesse caso podemos decompor o processo como soma de dois processos Nf (um processo
com taxa continua) e N¢ (Um processo que é soma de processos homogéneos definidos
apenas em intervalos de tempo). As taxas dos dois processos podem ver-se na seguinte

figura.

Acont (t)

131

t2

Adescont (t)

Figura 40

131

ta



100 4. O PROCESSO DE POISSON

8. Exercicios

33. Suponha que {N;};>0 é um processo de Poisson de taxa 5 e que {T,},>1 ¢é o
correspondente processo dos tempos das chegadas.

(a) Interprete os seguintes eventos (p.ex, N4 = 5: houve 5 ocorréncias até o instante
t=1,4).
(i) {N14 =0}
11) {N45 — N34 = 2}
(11) {N5—3 N10—5 N15—7}
V) {N5 = 3 T4 5) 4}
V) {T1—3 T4—5 4}
(b) Calcule a probabilidade dos eventos que aparecem acima e dos seguintes
1) {N5—3 N4—4}
1) {N5—3 T4—4 5}
(1){T2—3T4 25}
(IV) {Tg = 3 T4 = 4, 5,T5 == 5},
Escreva em termos de {N;}:>¢ os seguintes eventos (p.ex, {17 =2} = {No =1, N; =
0,0 <t<2}).
(i) {T> =3}
(ii) {T; = 3,7y = 4,5};
(i) {7p = 3,7y = 4,5,T5 = 5}
(d) Calcule P(N5 = 3|N2 = 2) (S P(Ng = 2‘N5 = 3)
(e) Calcule cov(Ny5, N3).
)
()

()

(f) Calcule E(Ny), Var(Ny), E(N; - Niivs) e E(Nyys|Ny) para t,s > 0.
g) Calcule a densidade conjunta de T, T5.

34. A cada cinco clientes que chegam numa loja, um ganha un presente. (l.e. o0s
clientes nro. 5, 10, 15, etc ganham presentes). Se as chegadas dos clientes formam um
processo de Poisson com taxa A,

(a) Calcule a funcao de densidade dos tempos entre chegadas consecutivas de clientes que
ganham presentes;

(b) Calcule P(M; = K) para o nimero de presentes M; que foram dados pela loja até o
instante .

35. As chegadas de clientes numa loja formam um processo de Poisson com taxa
A = 20 por hora. Calcule a quantidade esperada de vendas feitas durante o expediente de
oito horas durante un dia de trabalho se a probabilidade de um cliente comprar alguma
coisa ¢ 0.3.

36. Um shopping tém trés andares. As chegadas a cada um deles formam um processo
de Poisson com taxas A\; = 110, Ay = 90, A3 = 160 clientes por hora. 30% dos clientes
sao homens. A probabilidade de um cliente homem comprar alguma coisa é 0,8 e a
probabilidade de uma cliente comprar é 0, 1. As mercadorias custam em média 4,50 reais.
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(a) Qual serd a média do total de vendas num dia com expediente de 10 horas?

(b) Qual é a probabilidade de que a terceira cliente mulher que comprou alguma coisa
chegue durante os primeiros 15 minutos? Qual é o valor esperado do momento da sua
chegada?

37. Um dispositivo estd submetido a batidas que ocorrem segundo um processo de
Poisson N com taxa A. O dispositivo pode falhar s6 devido a estas batidas e a probabili-
dade que uma batida provoque uma falha é independente da quantidade e dos instantes
das falhas anteriores. Seja K o numero total de btidas que o dispositivo leva antes de
uma falha e seja T' = Tk o instante da falha.

(a) Calcule E(T") e Var(T).
(b) Calcule E(T'|K).
(c) Calcule E(T|K > 9).

38. Um processo de Poisson bidimensional de taxa A é um processo estocastico que
conta eventos que ocorrem aleatoriamente no plano (i.e. T = R?) de forma que
(i) para cada regiao com drea A, o nimero de eventos naquela regiao tem distribuigao
de Poisson com média \A;
(ii) o nimero de eventos numa regiao é independente do niimero de eventos em qualquer
outra que nao a intercepte (ou seja, disjunta com ela).

Para um tal processo considere um ponto arbitrario do plano e denote por X a sua
distancia até o evento mais préximo (distancia euclidiana). Prove que

(a) P(X >t) = e ™",

(b) E(X) =V\/2






CAP{TULO 5

Cadeias de Markov a Tempo Continuo

Neste capitulo estudaremos as cadeias de Markov a tempo continuo. Veremos que
estes processos estao relacionados de maneira natural com as cadeias de Markov a tempo
discreto e também que o processo de Poisson é um caso particular de cadeia de Markov a
tempo continuo.

1. Definigao e exemplos.

DEFINIGAO 1.1. Considere um processo estocastico a tempo continuo X = {X;}>¢
com espaco de estados E finito ou enumeréavel. Diremos que X é uma cadeia de Markov
a tempo continuo se e somente se para todo t,s > 0

P(Xiis = jlXu,u < s) = P(Xyps = j| Xs). (1.28)

Se além disto, a probabilidade de transi¢ao entre dois estados depende somente do inter-
valo de tempo durante o qual ocorre a transicao e nao dos instantes de tempo nos que a
cadeia ocupa esses estados, ou seja, quando

P(Xips = jIXs = i) = P (1), (1.29)
a cadeia serd chamada de homogénea no tempo.

A equagao (1.28) exprime a propriedade de Markov da cadeia que, como no caso
discreto, significa que a predicao que podemos fazer sobre o futuro depende da histéria
anterior do processo somente através do instante presente.

Daqui para a frente consideraremos somente cadeias de Markov homogéneas no tempo.
Para tais cadeias chamaremos a familia de matrizes P(t) = (P, ;(t)); jer de funcao de
transicao da cadeia X. Ela satisfaz as seguintes propriedades.

(1) P(0) = 1.
(2) Para todo t > 0, P(t) é uma matriz estocastica.
(3) Para t,s > 0, P(t+s) = P(t)P(s).

As propriedades 1) e 2) decorrem da definicao de P. A propriedade 3, pode ser provada
de forma andloga as equagoes de Chapman-Kolmogorov das cadeias de Markov a tempo
discreto, mas sera apresentada aqui por motivos que ficarao esclarecidos mais para frente.

103
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PROPOSICAO 1.2. Equacgoes de Chapman-Kolmogorov para cadeias a tempo continuo.
Para todo t,s >0, 1,5 € E vale

Pij(t+s) =Y Pi(t)Pe(s) (1.30)
keE
DEMONSTRACAO. Decompondo o espaco amostral da forma
Q= J{x =k}
keE
e usando a lei da probabilidade total e a propriedade de Markov podemos obter
Pjt+s) = P(Xis = j[Xo=1)
= ) P(Xips = jIXe = k, Xo = i) P(X; = k| X, = i)
keE

= ) P(X, = j|Xo = k)P(X, = k| Xo = i)
keFE

= ) Puj(s)P,
keE
e o resultado desejado fica provado. U
Na prova acima condicionamos em relacao a eventos que fixam o estado do processo

no instante ¢t. Para provar a igualdade P(t + s) = P(s)P(t), que também vale pois os
papéis de s e t podem ser trocados, teriamos que fixar o estado do processo no instante s.

EXEMPLO 1.3. Seja {NV; }1>¢ um processo de Poisson homogéneo com taxa A > 0. Vejamos
que ele é uma cadeia de Markov a tempo continuo. Para isto consideremos t,s > 0.

P(Nyys = j|Ng =i, Ny =i(u),u<s) = P(Nys— Ng=7—1iNg=1,N, =i(u),u <)
— P(Nys— Ny =j —i)

= P(N,=j—i).
Obtemos entao que
PJ() P(Ny=j—1i)= G- > ]22,/'
0, caso contrario.

ExeEmMpLO 1.4. Consideremos mais uma vez um processo de Poisson {N;};>o com taxa
A > 0 e defina {X;}4>0, com E = {1,—1} por

X, = Xo(—1)M

sendo X uma varidvel aleatéria com valores em E e independente do processo {Ni}i>o.
Observe que

Xiys = Xo(—1)Vre = Xo(—1)Ns (=1)Nere™No = X (—1)Nero™ s,
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entao os valores de X;.s; dependem da historia do processo até o instante s através do
estado em s, X, e do incremento Nyys— Ny, que é independente de { N,,u < s} e portanto
de {X,,u < s}. Logo,
P(Xpo=74|Xs =0, X, =i(u),u<s) = P(X,(=1)Nr="Ne = 4| X, =)
= P(i(=1)V+N = )
= P@(=1)" =)
= B (t).

Por exemplo,
P_14(t) = P(N; impar)

+oo e—At()\t)zkﬂ

|
poar (2k +1)!
1— 6—2)\t

2

e procedendo de forma analoga nos outros casos obteremos

—oxt —oxt
P(t):% { 11_2—2)\1& 14_:—2»& ]
EXEMPLO _1.5. Cadeia de Markov uniforme.

Seja {Y,}n>o uma cadeia de Markov a tempo discreto com espago de estados E e
matriz de transicao K = (ki) jer € seja {T,}, > 1 o processo dos tempos das chegadas
de um processo de Poisson N = {N,};>o com taxa A > 0. Suponha que {)A/n}nzo e N sao
independentes.

O processo definido por

Xt - ?Nt

chama-se cadeia de Markov uniforme, N é o reldgio da cadeia e {Y,,},>¢ se chama
de cadeia subordinada.

P(X,=j) = P(Yn, =)

+oo
n=0
+00 .
= > P(Yu=5)P(N, = n)
n=0
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ou seja,

too n
e M)
P(t) =Y SRR
n=0 ’

As propriedades a seguir afirmam que as distribuigoes finito-dimensionais do processo

estao determinadas pela funcao de transicao e pela distribuicao inicial, o que também
acontecia no caso discreto.

PROPOSICAO 1.6. Sejam 0 < ty < t; < --- < t, instantes de tempo e sejam
10,01, --.,1, € E, entao
P(Xt1 = i1, th = Z.2> s >th = z.7l|‘Xto = Z-0) = Pio7i1 (tl _tO)Pi1,i2 (t2_t1) e 'Pin71,in(tn_tn—1)'
(1.31)

Se além disto vale que ™ € a distribuicao inicial da cadeia, ou seja, ™ € a distribuicdo de
probabilidade de X, entao

P(Xt1 = i1, th = Z.2> cee >th = ZN) = Z 7T-(Z-O)Pioﬂi (tl)Pi1,i2(t2 _tl) T Pinflfin(tn _tn—l)'
iweE

(1.32)

ExeEMPLO 1.7. Considere a cadeia X com espago de estados E = {a,b} e fung¢ao de
transicao
—5t _ —5t
P(t) = 0,6 + 0,46_5t 0,4 0,46_5t
0,6 —0,6e 0,4+ 0, 6e
Calcule Pa(XQA = b, X378 = a, X4’2 = a).
Usando a proposi¢ao 1.31 obtemos,
Pa(X2,4 =0, X3,8 = a, X4,2 = a) = P(X2,4 =0, X3,8 = a, X4,2 = G|X0 = a)

P,y(2,4)P,0(1,4) P, 4(0,4)
~ 0,15.

2. Estrutura de uma cadeia de Markov a tempo continuo.

Podemos considerar o periodo de tempo que a cadeia permanece no estado que ela
ocupa no instante t. Este serd uma variavel aleatéria que chamaremos de W; e pode ser
definida da seguinte maneira,

Wi(w) = inf{s > 0 tal que X;;s(w) # X¢(w)}.
Segundo o comportamento desta variavel, os estados podem ser classificados como
segue

(1) i serda chamado de estado instantaneo se P(W, = 0|X; =) = 1.
Observe que neste caso a cadeia fica no estado 7 somente no instante que ela
chegou.
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(2) i serda chamado de estado absorvente se P(W, < +oo|X; =1i) =0.
Uma vez que a cadeia chega num estado absorvente ela fica nele para sempre.
(3) i serd chamado de estado estavel se P(0 < W, < +oo|X; =1i) = 1.
Toda vez que a cadeia chega num estado estdvel, ela fica nele durante um
periodo de tempo finito.

Cadeias com estados instantaneos sao muito raras (mas existem!, veja [?]), pois é possivel
provar que

e F finito = nao ha estado instantaneos.
e Trajetorias continuas direita com probabilidade um < nao hé estados instanta-
neos.

Para cadeias sem estados instantaneos podemos determinar a distribuicao da variavel W;.
TEOREMA 2.1. Seja {X;}i>0 uma cadeia sem estados instantaneos. Para todo i € E

e todot >0,
P(Wt > U|Xt = Z) = G_qiu, u Z 0,
para algum nimero g; € [0, +00).
DEMONSTRACAO. Fixemos um estado i € E. Pela homogeneidade no tempo da cadeia

teremos que P(W; > u|X; = i) ndo depende do tempo. Chamemos esta fungao de f(u).
Observe agora que {W; > u + v} se e somente se {W; > u} e {W;,, > v}. Logo,

flu+v) = P(W;>u+v|X,=1)
= P(W; > u, Wiy > v X, =1)
= P(Wt+u > 'U|VVt > U,Xt = Z)P(VVt > U|Xt = 'l)

Examinemos o termo P(W;,, > v|W; > u, X; = i). Pela continuidade a direita das
trajetorias teremos que

{Xy=i,Wy>u} ={X, =4, t <7 <t+u},
logo, pela propriedade de Markov e a homogeneidade no tempo,
P(Wﬂ_u >U|Wt > U,Xt :Z) = P(Wt+u >’U‘X7— =1, t<T St—l—u)

= P(Wt+u > 'U|Xt+u = 'l)

== P(Wt > ’U‘Xt - Z)

= f(v).
Portanto, a funcao f satisfaz a equagao de Cauchy f(u + v) = f(u)f(v) e entao ou ela
é identicamente nula ou existe uma constante ¢; € R tal que f(u) = e %". Observe que
f € identicamente nula se e somente se ¢ é um estado instantaneo, que nao esta sendo

considerado aqui. Por outro lado, como para u > v vale {WW; > u} C {W; > v}, temos
que f é decrescente e portanto ¢; > 0. O
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Repare que ¢; = 0 < i absorvente. Além disto, se admitirmos o valor 400 para g;,
entenderemos que P(W; > u|X; = i) = 0, para todo u > 0, ou seja, i seria um estado
instantaneo. No que segue suporemos que os estados nao sao instantaneos. Cadeias sem
estados instantaneos sao chamadas de processos de saltos. As trajetérias dos processos
de saltos sao continuas a direita com probabilidade um.

Suponha que a cadeia {X;}; >0 ¢ tal que todos os seus estados sao estaveis. Para cada
n € N, podemos considerar a variavel aleatéria 7), : instante de tempo no qual a cadeia
muda de estado pela n-éssima vez. Definiremos Ty = 0 por conveniéncia. Temos entao
que

0=Ty<hi<---<T, <

e vale

X = )?n, T, <t<Thq.
Aqui estamos denotando por X,, o estado visitado pela cadeia na n-éssima transicao que
ela faz quandon > 1 e XO é o estado inigial.

Observe que Wy = T} e portanto 71| Xy =i ~ exp(q;). De forma anédloga teremos que
Tn+1 =T, + WTn € Tn+1 - Tn|Xn =1 eXp(Qi)'

Para poder fazer a construcao acima para todo t € R precisaremos que lim,, ., 7T}, =
+o00. Nao é dificil ver que isto é equivalente a pedir que as trajetorias de {X;}i>o tenham
um numero finito de saltos em cada intervalo finito de tempo. Quando isto ocorre fala-se
que a cadeia é regular. No que segue trabalharemos somente com processos de saltos
regulares.

Observe a sequéncia {Xn}nzo que acabamos de definir é uma cadeia de Markov a
tempo discreto tal que as transicoes sao feitas somente entre estados diferentes, ou seja, se
chamarmos de Q = (Q;;)i jer & matriz de transicao desta cadeia, entao ela deve satisfazer
Qi = 0, para todo i € E.

A cadeia {)A(n}nzo determina a sequéncia dos estados visitados. Ela costuma ser
chamada de esqueleto da cadeia {X;}i>o. A sequéncia {7, },>0 determina os instantes
em que sao feitas as transi¢oes, portanto, ambas sequéncias determinam a cadeia { X; }>o.

Sabemos que a matriz de transicao () determina a cadeia a tempo discreto {Xn}nzo-
Por outro lado, é possivel provar que dada {)A(n}nzo, a sequéncia {751 — Ty, >0 € in-
dependente, portanto {7}, },>¢ estd determinada por @) e pelas constantes {¢; }icg. Logo,
{Xi}i>0 estd determinada pelos elementos {¢;}icr € {Qij}ijer. Isto vale também para
cadeias com estados absorventes, sendo que para i absorvente teremos ¢; = 0, Q; = 1,
Ty = 4+o0 e T, 1 — 1T, =400, n > m se é visitado pela cadeia pela primeira vez na
m — 1-éssima transicao.

3. O gerador infinitesimal.

Definamos para @ # j, ¢i; = ¢;Q;;. Esta é a taxa com que o processo faz uma transicao
desde i para j. Para ¢ = j facamos ¢; = —¢;.
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DEFINIGAO 3.1. A matriz A = (¢;)i jer ¢ chamada de gerador infinitesimal da
cadeia {X;}i>o0.

O gerador infinitesimal é obtido a partir das taxas {¢;}icp e das probabilidades de
transicao {Q;;}ijer € viceversa, as taxas e as probabilidades de transigdo podem ser
obtidas a partir do gerador. De fato, temos que ¢; = —¢;; e que para ¢ # j vale QQ;; = 0
se ¢; =0 e Q;; = ¢;j/q em caso contrario. Portanto, ele determina a cadeia e dai vem o
seu nome. Ele também pode ser obtido a partir da fungao de transicao como veremos a
seguir.

PROPOSIGAO 3.2. Para cadai,j € E, a fungdo P, j(t) € diferencidvel e a sua derivada
¢ continua. Além disto, vale P} ;(0) = qi;, ou seja
d
dt lt=0

EXEMPLO 3.3. Para o exemplo 1.7 calcule o gerador infinitesimal, as taxas q; e as proba-
bilidades Q;;.
Solugao:

P(t) = A.

_d 0,6 +0,4e  0,4—0,4e | | =2 2
" dtl=o| 0,6 —0,6e7"  0,4+0,6e" 3 =3

As taxas sao os opostos dos elementos na diagonal, portanto q, = 2 e q, = 3. Observe que
ambos os estados sao estaveis. Agora podemos calcular as probabilidades de transicao.
Sabemos que 2 = qup = §uQapy = 2Qup, portanto Qqu, = 1. Analogamente obtemos Qy, = 1.
Observe que como () é uma matriz de transicao de tamanho dois e os estados sao estaveis,
na verdade nao precisavamos calcular as entradas pois se QQqq = Qu = 0 necessariamente
teremos Qq, = Qpe = 1, pois as somas das entradas por linhas é um.

ExXEMPLO 3.4. Considere a cadeia de Markov com espago de estados E = {a, b, c}, matriz
de transicao

0 1 0
Q=104 0 0,6
0 1 0
e taxas q, = 2, ¢y = 5 e q. = 3. Calcule o gerador infinitesimal deste processo.

Solugao:

Como as taxas sao todas nao nulas, os estados sao estaveis. Os elementos da diagonal
de A sao os opostos das taxas. As entradas restantes sao obtidas multiplicando a taxas
pelas probabilidades de transicao. Temos entao que qup = Qo - Qupy = 21 = 2 € Qe =
Ga - Que = 2 -0 = 0. Procedendo de forma similar com as outras linhas, obtemos

-2 2 0
A

I
N
|
ot
@
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EXEMPLO 3.5. Calculemos o gerador infinitesimal da cadeia de Markov uniforme (exemplo
1.5). Para isto, escreveremos a sua fun¢ao de transi¢cao da forma seguinte.

+00
At)"
P(t)=e M +> e‘M%K".
n=1 ’

Usando que (e™*)" = —Xe™* e que paran > 1 (e_)‘t()\t)"), = \"e "= 1(n—\t), obtemos
que
A=P0)=\NK-1).

Para cada estado i € E, teremos ¢; = A1 — k;;). Logo ¢; = 0 < ki = 1, em outras

palavras, i sera absorvente para X se e somente se ele o for para’Y. Sei nao for absorvente
ara Y ele serd estdvel e para j # i teremos Q;; = —
p para j i = T

4. As equacgoes diferenciais de Kolmogorov.

Até agora sabemos como obter A a partir de { P() };>0. Vejamos como podemos fazer
o contrario. Para isto precisaremos das equacoes de Chapman-Kolmogorov. Obteremos
equagoes diferenciais (as equagdes de Kolmogorov) para as transigbes P(t) que envolvem
as entradas da matriz A.

Calculemos a derivada de P(t). Usando a defini¢do de A e as equagoes de Chapman-
Kolmogorov obtemos

Pt) = lim h
. P(h)P(t)— P(t)
= lim
AN h
. P(h)—1
= %{I})ip(t)
= AP(1).

Lembremos que para provar a relagao P(t+h) = P(h)P(t) tivemos que condicionar em
relacao a eventos que fixavam o estado da cadeia no instante h, que por estar convergindo
para zero, pose ser considerado anterior ao instante ¢. Por esta razao as equagoes obtidas,

P'(t) = AP(t)

sao chamadas de equagoes de Kolmogorov retrospectivas (backward Kolmogorov
equations). Escritas componente a componente, elas ficariam da forma

Pi(t) = q; Z Qi Prj(t) — ¢ Py (1).
ki
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Se usarmos a igualdade P(t + h) = P(t)P(h), obteriamos as chamadas equagoes de
Kolmogorov prospectivas (forward Kolmogorov equations),

P'(t)=P(t)A

ou, componente a componente

Pi(t) = quQuiPa(t) — ;P ().
ki

Observe que na deducao da equacao de Chapman-Kolmogorov utilizada agora, pre-
cisamos condicionar em relagdo a eventos que fixam o estado da cadeia no instante ¢,
posterior ao instante h. Dai o nome de equacoes prospectivas.

A derivagao que fizemos das equagoes de Kolmogorov estd correta no caso que E é
finito, mas nao no caso infinito, pois precisamos passar um limite para dentro de um
somatorio com infinitos termos. Isto pode ser justificado rigorosamente em particular
quando vale a condi¢ao sup;cp ¢ < 00, condi¢ao que serd satisfeita pelos exemplos que
consideraremos aqui.

EXEMPLO 4.1. Cadeia com dois estados

Calcule a funcao de transicao de uma cadeia com dois estados que permanece no estado
0 durante um tempo exponencial com taxa A > 0 antes de passar ao estado 1, onde estara
durante um tempo exponencial com taxa p > 0 antes de voltar ao estado 0.

Solucao:

Pelo enunciado da questao sabemos que qo = A e q = p e como os dois estados sao
estaveis, necessariamente a matriz () toma a forma

01
o-[1o]
A equacgao de Kolmogorov prospectiva com i = j = 0 sera
Poo(t) = pPoa(t) — APoo(t),

= —(A+p)Foolt) + 1,

onde a ultima equagao foi obtida a partir de Py 1(t) = 1 — Py o(t). Portanto,
NP G+ (A4 p) Pop(t)] = pe™ Tt
ou seja,
[6(A+u)tp0 o)) = ue(M”)t.

Integrando entre 0 e s, rearranjando os termos e usando que Pyo(0) = 1, podemos
obter

1 A s

P pr—
bo(s) A+M+A+u

Por simetria teremos também
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A
P1’1(8> -+ a 6_()\+M)S

T+ wo A+
e usando o fato que P(t) é uma matriz de transigao,
A A

Pyi(s) = — e~ (tms

ba(s) Atp Atp
o % 2 —(Ap)s
Pio(s) = - e .

Lols) Atp A+p

No exemplo anterior conseguimos obter P(t) pois escrevemos um equacao em termos
de uma s6 funcao incognita. Isto nao pode ser feito sempre, mas para matrizes finitas,
existe uma forma de resolver estas equacoes.

EXEMPLO 4.2. Cadeia com espaco de estados finito.
Suponha que o espaco de estados de uma cadeia X tem N elementos. A matriz A sera
entao uma matriz de N x N. As equacoes de Kolmogorov serao

P'(t) = AP(t) = P(t)A

e sabemos que P(0) = I. Se N = 1, entao simplesmente A seria um escalar e teriamos
P(t) = e, Usando a série de Taylor da exponencial poderiamos escrever também

Py =3y A"

n!

n=0
Esta iltima expressao faz sentido também no caso que A é uma matriz pois depende s
das suas poténcias.
Para A matriz de N x N define-se

o0 tn
etA _ Z _'An’

“—~ nl
lembrando que A° = I. Prova-se que P(t) = e é neste caso a tinica solucao das equacoes
de Kolmogorov.

Para calcular e nao é preciso computar os coficientes da série, pois existe uma re-

lacao natural entre a decomposicao espectral da matriz A e aquela de e**. Isto pode ser
consultado em livros de algebra linear.

A

5. Distribuicao estacionaria e comportamento assintotico.
Suponha que no estado inicial a cadeia nao se encontra no estado i € E. Entao
T, = ll'lf{t Z T1 . Xt = Z}

serd o primeiro instante em que a cadeia visita o estado i. Por outro lado, se Xy = i,
T; representara o primeiro instante em que a cadeia voltou a este estado. 7; pode ser
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interpretado entao como o primeiro tempo de visita ou de retorno no estado i. Observe
que 7; pode tomar o valor +0o se a cadeia nunca visitar o estado ¢ depois do instante T}
ou se 7 for um estado absorvente.

Quando estudamos cadeias de Markov a tempo discreto, vimos que os estados eram
classificados dependendo da frequéncia com que eles eram visitados. No caso continuo esta
frequéncia estd representada por P;(7; < 00) e temos portanto, a seguinte classificacao.

DEFINIGAO 5.1. O estado i € E serd chamado de transitério se Pi(7; < oo) < 1. Caso
contrario, ele sera chamado de recorrente. Um estado ¢ € E recorrente sera chamado
de recorrente nulo se E;(7;) = oo e serda de positivo em caso contrario. Os estados
absorventes sao considerados recorrentes positivos.

Observe que como no caso discreto, os estados recorrentes sao visitados infinitas vezes
a diferénga dos transitérios. Portanto, um estado serd recorrente para a cadeia X se e
somemente se ele o for para o seu esqueleto { X, },>0.

Os estados recorrentes nulos sao parecidos aos transitorios no sentido que os tempos
entre visitas consecutivas sao em média, muito grandes. A recorréncia nula ou positiva
da cadeia X e do seu esqueleto sao propriedades diferentes. Um indicio disto é que a
esperanca [E;(7;) na defini¢ao acima depende da matriz (), mas também das taxas {¢;}.

Um conjunto C C FE era irredutivel no caso discreto se todos os seus elementos estavam
comunicados entre si. De forma andloga diremos agora que € C FE ¢ irredutivel quando
para todos i, j € E vale P;(1; < 0o) > 0, ou seja a cadeia vai de ¢ para j com probabilidade
positiva. Os conjuntos irredutiveis para X e para o seu esqueleto coincidem.

DEFINICAO 5.2. Uma distribuigao 7 sobre o espaco de estados E serd chamada de
distribuigcao estacionaria da cadeia X se para todo 7 € E e todo s > 0,

> (k) Pey(s) = 7(j). (5.33)
keFE

No caso finito podemos escrever (5.33) da forma compacta
7t P(s) =" (5.34)

Novamente, se iniciarmos a cadeia com a distribuicao estacionaria, teremos que todos
os estados possuem a mesma distribuigao pois pela igualdade (1.32) teriamos,

P(X;=j) =Y mlio)P(t) = m(j)-

A diferénca do caso discreto, agora teremos uma quantidade ndo enumeravel de sis-
temas de equagoes que definem a distribuicao estacionaria. Seria desejavel reduzir o
calculo a um s6 sistema e isto serd possivel gragas ao gerador infinitesimal da cadeia.

Suponha que temos uma distribuicao estaciondria m. Entao ela satisfaz (5.33). Pode-
mos derivar ambos termos da equagao em relacao a t e avaliar no zero. Se pudéssemos
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passar a derivada para dentro do somatdrio (como suporemos aqui) obteriamos

> w(k)qi; =0, (5.35)
keE
e no caso finito
- A=0. (5.36)
Podemos nos plantear também o problema no sentido inverso: sera que uma distribuicao
que satisfaga (5.35) tem que ser uma distribuigdo estacionaria? Para responder esta
questao usaremos as equagoes de Kolmogorov retrospectivas.
Suponha que uma distribui¢do 7 satisfaz (5.35). Calculemos (3, p (k) Py i(s)).
Mais uma vez suporemos que podemos passar a derivada para dentro do somatorio. Entao,

%(Zﬂkm,j(s)) = Y w(h) e Pis(s)

keE

= 0,

pela equacao (5.35). Ou seja, >, . 7(k) Py ;(s) nao depende de s e portanto tem que ser
igual a 7(7), que é o valor que toma esta expressao para s = 0.

Temos entao que no caso finito ou no caso infinito sob suposi¢oes bastante razoaveis
vale que uma distribuicao é estaciondria se e somente se ela satisfazer (5.35).

EXEMPLO 5.3. Seja X uma cadeia de Markov com gerador infinitesimal

-5 2 3
A= 2 -3 1
2 4 —6

Para encontrar a (ou as) distribui¢ao estacionaria, da cadeia basta encontrar as dis-
tribuicoes que sejam solucao do sistema 7'+ A = 0. Observe que é suficiente encontrar uma
solugao (z,y, z) do sistema [v y z]- A =0 e depois dividir cada uma das componentes
do vetor pela soma x + y + z para obter uma distribuicao. Temos que resolver entao o
sistema

—Sr+2y+22 = 0
2v =3y +4z =
3r+y—62

Uma das equacgoes é redundante, entao podemos por exemplo, desconsiderar a terceira
equacao e resolver o sistema formado pelas duas primeiras. Este sistema possui infinitas
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solugées e para calcular uma delas basta fixar um valor (nao nulo) para uma das incognitas
e resolver as duas equacoes resultantes. Se fixarmos x = 42, as equacoes que ficaram sao

2u+2z = 210
—3y+42 = -84

cuja unica solucao é y = 72, z = 33 e obtemos

14

(1) = ———=—,
r+y+z 49

Y 24

) = —Z @@ =
m(2) r+y+z 49
z 11

3) = — ="
m(3) r+y+z 49’

que é a unica distribuicao estacionaria desta cadeia.

EXEMPLO 5.4. Vimos que o gerador infinitesimal da cadeia de Markov uniforme (exemplo
1.5) era

A=\NK-1).
Uma distribuicao 7 sobre E sera estaciondria para X se e somente se ela satisfazer (5.35),
ou seja, se para todo j € E vale

Zﬂ(l)klj =7(j)-
I€E
Obtemos entao que toda distribuicao estacionaria de X o sera para Y e viceversa, toda

distribuicao estacionaria de Y sera também distribuicao estacionaria para X.

Como no caso discreto, o comportamento assintotico das probabilidades de transicao
de cadeias a tempo continuo estara relacionado com a classificacao dos estados.

PROPOSICAO 5.5. Seja j um estado transitorio. Entao para todo i € E tem-se,
tlim P(X;,=j)=0.
TEOREMA 5.6. Seja X uma cadeia irredutivel. Entao existe
lim P,(X, = j) = (j)

e nao depende de i. As componentes de w sao todas nulas se a cadeia for transitoria ou
recorrente nula. Caso contrdrio m € a unica distribuicdo estaciondria desta cadeia e vale

B 1
GE;(75)
Repare que agora na distribuicao limite aparece também a média no tempo que a

cadeia fica no estado j, que ¢ o inverso da taxa g;.
Existe uma relagao entre a distribuigao limite da cadeia e aquela do seu esqueleto.

™(j)
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PROPOSIGAO 5.7. Suponha que o esqueleto { X, }n>0 da cadeia X € recorrente positivo
e seja mg a sua distribuicao limite. Entao X serd recorrente positivo se e somente se
Y orerTo(k)/qe < 00 e sendo esse o caso, a sua distribui¢do limite © serd

7T( ) _ ﬂ-Q(j>/Qj
> rer (k) /ax

6. Aplicacoes.

Processos de Nascimento e Morte.
Uma cadeia de Markov a tempo continuo com espago de estados £ = {0,1,...} e
gerador infinitesimal

[ —Xo Ao 0 0 0 0 T
Ha —(M + ) A 0 0 0
0 2 —()\2 + ,UQ) )\2 0 0
A p—
0 0 3 —(A3 + p3) A3 0

¢ chamada de processo a tempo continuo de nascimento e morte.

O estado no processo no instante ¢t pode ser interpretado como a quantidade de habi-
tantes de uma populagao dada. Se X; = i, a préxima transicao serd para i+ 1 (nascimento)
com taxa A; ou para i — 1 (morte) com taxa p;. Estas taxas sdo chamadas taxas de nasci-
mento e de morte, respectivamente. Observe que um estado 7 sera absorvente se e somente
se ambas as taxas forem nulas.

As equagoes de Kolmogorov prospectivas tomam a forma,

Plo(t) = mPa(t) — XoPio(t)
Pi/,j(t) = )‘j—lpz}j—l(t) + Uj+1pz',j+1(t) - ()‘j + ,Uj)Pi,j(t)

Usando (10.22) na matriz de transigao do esqueleto desta cadeia obteremos que o processo
continuo de nascimento e morte serd recorrente se e somente se

+OO .« ..
Hipo - i .

— Mg Mg o
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Em tal caso, a distribuicao estacionaria existe se e somente se
+o0o

S A
- = OO,
—1 Hifto - - [k

ela serd também distribuicao limite e tem a forma
1

o)

J=0

W(]) = >\O)\1"‘>\k71’ j>1
Ccp P2 i =

onde

C:1+§§Aﬁr“Am1
oy MiH2 ik '
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7. Exercicios

39. Considere uma cadeia de Markov a tempo continuo com espago de estados £ =
{0,1,2} e gerador infinitesimal

-10 5 5
A= 1 =2 1
2 2 —4

(a) Ache a equacao prospectiva e a retrospectiva para Fjo(t).
(b) Ache a matriz de transi¢ao @) do esqueleto da cadeia.
(¢) Ache a distribuigao estacionéria da cadeia.

40. Considere um processo de nascimento e morte com espago de estados £ = {0, 1,2, ...}
e taxas de nascimento e morte: A\ 1 = (i + )X e pu; = ip, i > 0.
(a) Ache a equacdo retrospectiva para P ().
(b) Ache a matriz de transi¢ao @) do esqueleto da cadeia.
¢) O processo é transitério ou recorrente? Porqué?

41. Considere uma cadeia de Markov a tempo continuo com espaco de estados F =
{0,1,2} e matriz de transicao do esqueleto

0 1 O
Q=104 0 0,6
0 1 0

Suponha que os tempos que a cadeia permanece em cada um dos estados sao variaveis
aleatorias exponenciais independentes entre si e com parametros 2,5 e 3, respectivamente.

(a) Calcule A.
(b) Ache a equagdo retrospectiva para P/, (t).
(c) Calcule a distribuicao estacionaria da cadeia. Ela é distribuigao limite? Porqué?

42. Suponha que as chegadas a certo lugar seguem um processo de Poisson com taxa
A > 0 e suponha que cada chegada é do tipo a ou do tipo b com probabilidade p e ¢,
respectivamente. Seja Y; o tipo da tultima chegada antes que t.

(a) Prove que Y é um processo de Markov com espago de estados E' = {a, b} e funcao de

transicao

t t

q—qe

_ |p+ge?
q+pe?

P(t .
O

t t

(b) Ache a sua distribuicao limite.

43. Considere uma fila do tipo M/M/1/00 com a seguinte modifica¢ao: quando ha
dois clientes no sistema se um outro chegar ele va embora e nao volta nunca mais.
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(a) Prove que nesse caso, X é uma cadeia de Markov com espaco de estados £ = {0, 1,2}

e gerador

— Ao Ao 0
A= p —(p+A) n
0 Jz —p

(b) Escreva as equagoes retrospectivas.
(c) Calcule a distribuicao estaciondria da cadeia. Em que casos ela seria distribuicao

limite?

44. Seja X uma cadeia de Markov que visita os estados a, b e ¢ na ordem ciclica
a,b,c,a,b,c,... com tempos de permanéncia nos estados tendo esperancas 1, 3 e 5, re-
spectivamente. Calcule a distribuicao limite do processo.

45. Considere um processo de nascimento e morte com trés estados, £ = {0, 1,2} e
taxas de nascimento e morte tais que \g = po. Use as equagoes prospectivas para calcular
Po(t), k=0,1,2.

46. Prove que a cadeia de Markov do exemplo 1.4 da apostila é um caso especial de
cadeia de Markov uniforme. Prove que o seu gerador infinitesimal é

A= H _AA}.

47. Para um processo puro de nascimentos com A, > 0,Vn > 0, calcule Py(X; = n),
Vn >0,t>0.
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