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Processos EsTocAsticos

& INTRODUCAO

Definicdo 1. Um processo estocastico {X(t), t € T} é uma colecdo de variaveis

aleatédrias onde t representa, na maioria das vezes, o tempo. E X(t)
representa o estado do processo no tempo t.
O Conjunto T é chamado o conjunto indice do processo.

- Se T € um conjunto enumeravel, entdo {X(t), t € T} € um processo
estocastico discreto no tempo.

- Se T é um conjunto ndao enumeravel ou T é um intervalo aberto ou
fechado da reta, entdo {X(t), t € T}, € um processo estocastico
continuo no tempo.

Exemplos:

a) {X,,n=0,1, 2...} € um processo estocastico discreto no tempo indicado
por inteiros nao-negativos.

b) {X;, t > 0} é um processo estocastico continuo no tempo indicado por
numeros reais ndo-negativos.

O Espacgo de estados de um processo estocastico € definido como o conjunto de
todos os valores possiveis que a varidvel aleatéria X(t) pode assumir.
O Espaco de estados sera representado por S.

Definicdo 2. Um processo estocastico continuo {X(t), t e T}, diz-se ter
incrementos independentes se para todos os inteiros to < t; <t, < ...
< t,, as variaveis aleatdrias X(t;) — X(to), X(t2) — X(t1), X(t3) - X(t2),
.« ; X(tn) = X(tn-1) sdo independentes.

Definicdao 3. Um processo estocastico continuo {X(t), t € T} tem incrementos
estacionarios se X(t; + s) — X(t1) tem a mesma distribuicdo de
X(ty + s) - X(t,), para todo valorde t e T.

Resumindo:
Um processo estocastico € uma familia de varidveis aleatoérias que
descreve a evolugdo de algum processo através do tempo.
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& CADEIAS DE MARKOV DISCRETAS

Definicdao 1. SejaT = {0, 1, 2, 3, ...} e seja {X,, n € T} um processo estocastico
discreto. Sup0de:

P(Xns1 = §/Xo = io, X1 = i1y vvv y Xnig = in1 , Xn = 1) = P(Xns1 = 3/X0 = 1)

Para quaisquer que sejam os estados ig, i1, ..., in-1, i, j € todo n > 0. Entdo o
processo estocastico {X,, n € T} é chamado uma Cadeia de Markov.

Observacgoes:
A equacao acima é denominada propriedade Markoviana e tem a seguinte
interpretacao: a distribuicao condicional de qualquer estado futuro X,,; dado
os estados passados Xy, X;, ..., X,.1 € 0 estado presente X,, é independente
dos estados passados e depende unicamente do estado presente.
a) X, =i, significa que o processo estd no estado i na etapa n.
b) Notagdio: P(Xns1 =j/ Xn=1i) =Py ; Ex:P(X3=1/X,=0) = Py
c) Os P; sdo conhecidos como as probabilidades de transicdo em uma etapa da
Cadeia de Markov.
d) As probabilidades de transicdo sdo estacionarias, isto €, elas independem de n,
isto é, P(Xn+1 = _] / Xn = I) = Pij Y n.
e) Pj=20Vij ZPU- =1,i,j=0,1, 2,... . P; & a probabilidade de que o processo
]

estando no estado i, tera probabilidade nula ou positiva de ir para o estado j.
o 1 2 3

f) Matriz de Transicao P =

W N = O
NN
o
o
e
o
N
o
w

Andrei Andreyevich Markov nasceu no dia 14 de junho de 1856 em
Ryazan, na Russia. Se formou na universidade de St Petersburg
(1878), onde se tornou professor em 1886. Os primeiros trabalhos
de Markov foram principalmente em teoria dos nimeros e analise,
fragBes continuas, limites de integrais, teoria da aproximacgdo e a
convergéncia de séries.

Apés 1900 Markov aplicou o método das fragdes continuas,
inicialmente desenvolvido por Chebyshev, na teoria da
probabilidade. Ele também estudou seqliéncias de variaveis
mutuamente independentes, esperando estabelecer as leis da
probabilidade de forma mais geral. Ele também provou o teorema
do limite central.

MARKOV Markov é particularmente lembrado pelo seu estudo de cadeias de
(1856-1922) Markov. Cadeias de Markov sdo um formalismo de modelagem de
sistemas que descrevem o sistema como um processo estocastico.
Deste ponto de vista o sistema modelado é caracterizado pelos seus

estados e a forma pela qual eles se alternam.

Markov morreu no dia 20 de julho de 1922 em Petrograd (agora St Petersburg), Russia.
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Exemplo 01. Considere uma maquina que no inicio de um dado dia particular ou

Solugao:

n

P(Xn+1 =1/Xn=
P(Xn+1 =0/ Xy
P(Xn+1
I:>(Xn+1

estd quebrada ou estd operando em perfeita condicdo. Supondo
gue essa maquina esteja quebrada no inicio do n-ésimo dia, ela
tera uma probabilidade p de que no inicio do (n+1) ésimo dia ela
estard consertada e em condigdes perfeitas de funcionamento.
Supde ainda, que se no inicio do n-ésimo dia ela estiver operando
em perfeitas condicOes, ela tera uma probabilidade q de que no
inicio de (n+1) ésimo dia estard quebrada. Defina os estados e
encontre a matriz de transicao.

0 se a maquina esta quebrada no n - ésimo dia S = {0, 1}
1 se a maquina esta funcionando no n - ésimo dia '
0) =p = POl 0 1
=1)=q = P10 Matriz de transicdo: P = 0({1-p p
O/ano):]'-p :>P00 1 q 1_q
1/ Xa=1)=1-q = Py

Exemplo 02. Suponha que choverd ou ndo amanhd, dependera das condigoes

Solugao:

P(Xn+1
P(Xn+1
I:>(Xn+1
I:>(Xn+1

previstas pela meteorologia se chove ou nao hoje e nao das
condicbes meteoroldogicas passadas. Suponha também que se
chove hoje, entdo choverd amanha com probabilidade o, e se nao
chove hoje, entdo chovera amanha com probabilidade B. Defina os
estados e encontre a matriz de probabilidade de transigao.

X, = 0 se ndo chove noln.— ésirT\o dia S = {0, 1}

1 se chove no n — ésimo dia
1/X,=0)=8 = Po1 0 1
0/Xya=0)=1-B =Poo Matriz de transicdo: P= 0[ 1-B B
1/ Xp=1)=a = P11 1l1-a «
O/Xn=1)=1'0t :>P10

Exemplo 03. O nivel econdmico de um homem é classificado em trés categorias:

Solugao:

I:>(Xn+1
P(Xn+1
P(Xn+1
I:>(Xn+1
P(Xn+1
P(Xn+1
I:>(Xn+1
P(Xn+1
P(Xn+1

rico (R), classe média (M) e pobre (P). Supde que dos filhos de um
homem rico, 95% sao ricos e 5% sdo de classe média. No caso de
um individuo da classe média, 10% sdo ricos, 70% da classe média
e 20% sao pobres. No caso de um homem pobre 30% sao de classe
média e 70% sdo pobres. Supondo que cada homem tem apenas
um filho, ache a Cadeia de Markov que representara uma familia
através de geracdes sucessivas.
R se na n - ésima geragao a familia é rica

X, = {M se nan - ésima geragao a familia é classe média S ={R, M, P}
P se na n - ésima geracao a familia é pobre

R/ X,=R)=95% = 0,95

M/ X, =R) =5% = 0,05

P/X,=R)=0 R M P
R/ X,=M)=10% = 0,10 _ . R(0,95 005 0
M/ X, = M) =70% = 0,70 Matriz de transicao: P = M| 010 070 020
P/ X,=M)=20% = 0,20 ! ! !
R/X,=P)=0 P{ O 030 0,70
M/ X,=P)=30% = 0,30

P/ X,=P)=70%=0,70
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Exemplo 04. Considerando o exemplo anterior, suponha que todo homem nao
tem necessariamente um filho e que a probabilidade de ter um filho
€ 0,90. Supondo que um homem nao tenha filho, a geracao finda e
o espodlio vai para o Estado. Defina os estados e encontre a matriz
de transigao.

Solugao:

R se na n - ésima geracao a familia é rica

M se na n - ésima geracgao a familia é classe média

P se na n - ésima geragao a familia é pobre

E se na n - ésima geragao a familia extingui - se e o espdlio vai para o estado

S={R, M, P, E}

P(Xn+1 = R/ X, = R) = P(ele ter um filho e continuar rico)

= P(ter filho). P(rico continuar rico) = 0,90.0,95 = 0,855

n

P(Xns1 = M/ X, = R) = P(ele ter um filho e passar p/ c. média)

= P(ter filho). P(rico passar p/ média) = 0,90.0,05 = 0,045
P(Xn+1 = P/ X, = R) = P(ele ter um filho e passar p/ pobre)

= P(ter filho). P(rico passar p/ pobre)= 0,90.0 = 0
P(Xn+1 = E/ X, = R) = P(ele ndo ter um filho) = 0,10

R M P E
R{ 0855 0,045 0 0,0
Matriz de transicdo: P= M| 0,09 0,63 0,18 0,10
P 0 0,27 0,63 0,10

E 0 0 0 1

& CADEIA DE RUINA DO JOGADOR

Exemplo 05. Considere um jogador que em cada lance de um jogo ou ganha R$
1,00 com probabilidade p ou perde R$ 1,00 com probabilidade 1-p.
Suponha que ele pare de jogar quando ficar sem dinheiro, ou
quando consegue acumular R$ N,00. Se X, representa o capital do
jogador num instante n, defina os estados e encontre a matriz de
probabilidade de transigao.

Solugao:

X» = {i, se no n-ésimo lance ele temireais, i =0, 1, 2, ... N}

S=4{0,1,2,...N}R$
1 i=j=0; i=j=N

PXnt1 =j/ Xa=1i)=Pij=<p j=i+1l;, i=12...N-1
q=1-p j=i-1, i=12...N-1

0 1 2 - N-1 N

o(1 0 0. 0 O0)
1 1-p 0 p - 0 O

Matriz de transicdao: P= 2 0O 1-p O p O
N-1| O 0O 0 - 0 p
N o 0 o0 0 1
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& CADEIA DE EHRENFEST

Exemplo 06. Suponha duas caixas I e II e trés bolas numeradas por 1, 2 e 3.
Inicialmente, algumas destas bolas estdo na caixa I e o restante na

caixa II.

Um inteiro é selecionado ao acaso entre 1, 2 e 3 e a bola

correspondente aquele inteiro é removida da caixa em que se
encontra e colocada na caixa oposta. Este procedimento é repetido
indefinitivamente, sendo as selegbes independentes de ensaio para
ensaio. Se X, representa o n° de bolas na caixa I apds o n-ésimo
ensaio, ache a matriz de transigao.
Solugdo: X, = {n° de bolas na caixa I ap6s a n-ésimo ensaio, i =0, 1, 2, 3}
s=40,1,2, 3}

o 1 2 3
o0 1 0 O

Matriz de transigdo: P=1|1/3 0 2/3 0

2l 0 2/3 0 13
30 0o 1 o0

Exemplo 07. Considerando o exemplo anterior, suponha agora quatro bolas.

Solucdo: X, = {n° de bolas na caixa I apds a n-ésimo ensaio, i =0, 1, 2, 3, 4}
$=H0,1,23, 4}

Matriz de transigcdo: P =

0o 1 2 3 4
O 1 0 0 0
1/4 0 3/4 0 0
0 2/4 0 2/4 0
0 0 34 0 1/4
O 0 0 1 0

A W INEFEO

EHRENFEST
(1880-1933)

Paul Ehrenfest, veio de uma familia judia pobre. Ele teve cinco
irmdos, sendo ele o cagula. Quando crianga Paul era muito doente e
ficou 6rfdo aos 16 anos, portanto o desempenho dele na escola ndo
era muito bom, o Unico assunto que ele continuou superando era
matematica. Os interesses intelectuais dele cresceram no assunto,
talvez como uma forma de ego-protecdo.

Estudou no Technische Hochschule em Viena. La ele formou uma
amizade intima com trés outros estudantes de matematica, Heinrich
Tietze, Hans Hahn e Herglotz. Chamados de "quarteto inseparavel".

Enquanto assistia palestras de matematica, Ehrenfest sentiu falta
de uma jovem estudante russa Tatyana. Ele desejou saber por que
ela ndo ia as palestras, entretanto descobriu que a razdo era que na
época as mulheres ndo tinham permissdo para assistir. Ehrenfest
desafiou esta regra e, depois de uma real batalha, p6de muda-la.
Era o comeco da amizade deles que conduziu ao matrimonio.

Junto com a esposa trabalhou no artigo sobre mecénica estatistica
que levou muito mais tempo para concluir do que esperava.

Ehrenfest foi de grande importancia para a Fisica e a Estatistica.

www.estatistica.ccet.ufrn.br
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& CADEIA DE NASCIMENTO E MORTE

Exemplo 08. Considere uma Cadeia de Markov com espacgo de estados S = {0,
1,2, ...} ouS =40, 1, 2, ..., d} tal que iniciando no estado i, a
cadeia estard ou em i - 1, ou i oui + 1 apdés uma etapa. As
probabilidades de transicdo para esta cadeia sdo dadas por:

i/ j:i_ll i>1
r, i=i i>0

"= oy =i+l P20 Grnp=t
0, cc
- Se S for finito, admita-se que haja d+1, estados, entdo, Pd = 0.
- Se S for infinito, a matriz de transicdo sera: - Se a cadeia for finita:
o1 2 3 .. d-1 d
0O 1 2 3 0 rro Pppb 0 0 - 0 0 A
O(rp po 0 O 1|g n p, O 0 0
1l rn py O 210 g rn pp - 0 0
210 g R P 3|/0 0 g3 r3g - 0 0
3]0 0 a3 13 N : :
o d;1][0 0 0 0 g4y Tfg1 Pas
d (0 0 0 0 - g; g

As cadeias de Ehrenfest e Ruina do Jogador sdo exemplos da cadeia de
Nascimento e Morte.

A frase "Nascimento e Morte" origina-se de aplicagdes em que os estados da
cadeia formam uma populacdo de algum "sistema vivo". Nestas aplicacdes, uma
transicdo do estado i para o estado i + 1 corresponde a um "nascimento" enquanto
uma transicao do estado i para o estado i - 1 corresponde a uma "morte".

& CADEIA DE FILA

Exemplo 09. Considere um servigo de atendimento, como por exemplo, uma fila
em um supermercado. As pessoas chegam em varios instantes de
tempo e sao eventualmente atendidas. Se existem fregueses para
serem atendidos no inicio de qualquer periodo, exatamente um
fregués sera atendido durante aquele periodo, e se ndo existem
fregueses para serem atendidos no inicio de um periodo, entao
ninguém sera atendido.

Seja &, 0 numero de fregueses que chegam a fila durante o n-ésimo periodo. Supde

que &1, &, ..., &n SA0 variaveis aleatdrias independentes com valores inteiros nao-

negativos que tém uma densidade comum f.

Seja X, o numero de fregueses na fila ao final do n-ésimo periodo. Entdo se:

Xo =0 = Xqs1 = Enr1 Xo21 = Xnp1 = Xn + Ener - 1
O processo estocastico {X,, n > 0} é uma Cadeia de Markov com espaco de estados
S ={0,1, 2, ...} e afungdo de probabilidade de transicao sera determinada por:

Solugdo: i>0 Matriz de Transigao:
i=0 PXne1 =3/ Xn =) 0 1 2 3
P(Xr&l =j/ X)n =0) =PXn+&u1—1=3/Xa=1) of f(0) f(1) f(2) f(3)
= Plones =7 = PGy =J +1-1) 1| f0) ) f2) f(3)
;_;(J) 7(0) ‘ (f ; I 1'; ’ O+1-1)=f0) 4 o o 1)1
i) = f(0), j+1-i)=f(0+1-1)=
() = (1), fG+i-H=fl+1-1=F1) > ° © fO
fG) = f(2)... fG+1-H=f2+1-1)=1(2)... : : : :

www.estatistica.ccet.ufrn.br \El
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& CALCULO COM AS FUNCOES DE TRANSICAO

01. DISTRIBUIGAO INICIAL - To

Definicdo. A funcao np (i), i € S, definida por: | mp (i) =P(Xg =1i) ,ieS

onde, ng(i) 20 V ieS ezfco(i) =1, é denominada Distr. Inicial da cadeia de Markov.
i

Exemplo 10. Se {X,, n >0} é uma cadeia de Markov com espaco de estados

S={0,1, 2, 3}e np = i,i,l,i € a Distribuicdo Inicial da
16 16 16 16

cadeia. Entdo:

mo (0) = P(Xo

mo (1) = P(Xo

0) = 1/16 n9 (2) = P(Xo = 2) = 7/16
1) = 5/16 mo(3) = P(Xo = 3) = 3/16

02. DISTRIBUICAO CONJUNTA DAS VARIAVEIS ALEATORIAS Xo, X1, ..., Xy NA
CADEIA DE MARKOV

P(Xo = io, X1 = i1y vvry Xnet = inet, X = in)= = mno (i) Pig iy . Piz iz ., ...; Pin1in
Prova:
Lembrete: P(AnBNC...N) = P(A).P(B/A).P(C/AnB).P(D/A~BNC)... P(N/JAnB...N-1)
P(XO = i0/ Xl = i1/ X2 = i2/ ey Xn—l = in-ll Xn = |n)
= P(Xo=ig)P(X1=i1 /Xo=ig)P(Xa= iz /Xo= 0, X1= i1)...P(Xn= in)/Xo=l0, X1= i1, Xn-1=in-1)
= P(Xo=ig)P(X1=i1 /Xo=ig)P(X2= iz / X1=i1)...P(Xy= in)/ Xn-1=in-1)
= To (Io) Plo i1 . P|1 iz vy vy Pin_l in

0 1 2 3
018 18 12 1/4
Exemplo 11. Considere a matriz de transigdo P=1|1/4 2/8 1/8 3/8 |,
2|1/16 3/16 5/16 7/16
3lys o 25 25

ondeS=4{0,1,2,3}e ng = [i,i,l,ij. Determine:
16 16 16 16
a)P(Xo =0, Xy =1, X;=0)
b)P(Xo =0,X;=0,X;=1,X3=1)
C) P(XO = 1/ Xl = 2/ X2 = 3)
d)P(Xo=3,X1=1,X;=2,X3=1)
Solugao:
a) P(Xo=0, X;=1, X;=0) =P(Xog =0) P(Xy =1/ Xo=0) P(X =0/ Xo =0, Xy = 1)
=P(Xo =0) P(Xy =1/ Xo=0) P(Xz =0/ Xy = 1)
1 11 1
mo (0 Por Pro = 52 =512

b) P(X0= OI X1= 0/ X2= 1/ X3= 1) =
= P(Xo= 0) P(X1= 0/ Xo= 0) P(Xy= 1/ Xo= 0, X; = 0) P(X3= 1/ Xo= 0, X;= 0, X,= 1)
= P(Xo= 0) P(X1= 0/ Xo= 0) P(Xz= 1/ X; = 0) P(X3= 1/ X;= 1)
1 112 1

C) P(X0= 1, X1= 2, X2= 3) = d) P(X0= 3, X1= 1, X2= 2, X3= 1) =
=mo (1) P12 P23 = mo (3) P31 P12 Py
51 7 35 3 1 3

16 816 2048 16° '8'16

www.estatistica.ccet.ufrn.br
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03. FUNGCAO DE TRANSICAO EM M-ETAPAS.

Definicdao. A funcdo de transicdo em m-etapas para uma cadeia de Markov é:
Pi"=PXnsm=3/Xy=1i), n20 i,jeS
Exemplos: P =P(Xs=j/Xo=1) P} = P(X10=j/ X6 =)

po _ {1 sei=] PiJr-" € a probabilidade de que a cadeia visite o estado j apés m-etapas
|] - . . - i .
0 sei=zj (ou transigoes) dado que no instante n, encontra-se no estado i.

04. AS EQUACOES DE CHAPMAN-KOLMOGOROV

Para que uma cadeia de Markov que esta inicialmente no estado i visite o estado j
apds n+m etapas, é necessario que a partir do estado i a cadeia visite um estado k
apos n-etapas e a partir deste estado k, visite o estado j apds m-etapas adicionais.

Ou seja: PI*™ =3 PR P
k

Observacao: As probabilidades Pig”m podem ser facilmente obtidas através do
produto de matrizes das probabilidades de transicdo em n e m
etapas respectivamente. Isto é P"*™ = p",pP™

. . . P(X =J, Xg =1)

Prova: P]™™ =P(X,,, =j/Xo =1i) = ”+P”EXO ) ®

P(Xnim = J: Xo :i):Z:P(Xr1+m =J, X, =k, Xg =1)
k
= ZP(XO =iP(X, =k /Xy =1PXpym =3 X =1, X, =k)
k

=P(Xo =)D P(Xy =K/ Xo = DP(Xpim = 3, X = K)
k

k

P(Xo =1)). Pk P
K ,entdo  PI"M =3 PR PT.

Substituindo @ em @: Pﬁ”m = e
o =1 ™

Andrei Nikolayevich Kolmogorov. O mais influente matematico
soviético do século XX nascido em Tambov, Russia, iniciador da
moderna teoria da probabilidade, criou para ela uma base
axiomatica fundamentada na teoria dos conjuntos.

Graduou-se em fisica e matematica na Universidade Estatal de
Moscou (1925) e para la foi nomeado professor (1931) e diretor do
Instituto de Matematica (1933).

Estudando problemas tedricos do calculo de probabilidades, sua
primeira publicacdo de importancia foi a axiomatica de Kolmogorov,
que prové o calculo de probabilidades de uma base ldgica formal.

Sua obra abrange ainda pesquisas em algebra e topologia, que
ajudaram a estabelecer as bases de estudos posteriores de anélise
KOLMOGOROV matematica. Eleito membro da Academia de Ciéncias da Unido
(1903-1987) Soviética (1939), depois (1950) dedicou-se ao estudo de problemas
da teoria da informacdo, sistemas dindmicos e mecanica classica.

Com originais contribuicdes no campo das teorias das probabilidades, Kolmogorov foi de grande
importancia para o desenvolvimento da Estatistica.

www.estatistica.ccet.ufrn.br
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0 1 2 3
of 18 1/8 12 1/4
Exemplo 12. Considere a matriz de transicdo P=1| 1/4 2/8 1/8 3/8 |,
2| 116 3/16 5/16 7/16
3L1ys o0 25 2/5

Determine Pg,, P%, P3; e P, .

Solugao:
11 11 11 11 41
P2 =Y PocPeo = PooPoo + PoiPio + PoaPag + PosP3g = = =+ = =+ —u-— + = = ——
00 Zk: 0k"kO 00" o0 o110 02"20 03730 8’8 8 4 216 4’5 320
11 32 5 3 7 29
PZ =3 PyuPei = PooPoy + PoiPig + PooPyy +Py3P3y = —. =+ —. 2+ =, 2> 4+ 2 0=""
21 ; 2k"k1 20701 21711 22721 23731 16 '8 16 '8 16 16 16 256
11 33 5 7 7 2 509
PL =Y Py Pis = PygPys + PyiPi3 + PooPys + PPy = —. =+ — 2 = 2 4 2 2 =2
23 ; 2k"k3 20703 21713 22723 23733 16 4 16 '8 16 16 165 1280
0,25 0,125 05 0,25 0,125 0,125 05 0,25
>, | 025 025 0125 0375 025 025 0,125 0,375
10,0625 0,1875 0,3125 0,4375 || 0,0625 0,1875 0,3125 0,4375
0,2 0 0,4 0,4 0,2 0 0,4 0,4
. 1 2 : Pgo = ZPOKPkZO
0(0,1281 0,1406 0,3344 0,3969 k
P2=1|0,1766 01172 0,3453 0,3609 | = PooPd +Po:Pf +Po2P30 + PosPdo
2101617 01133 03273 03977 _1 44581 1 51766+ 1.01617 + 2.013
3( 013 01 0385 0,385 8 8 2 4
=0,15

Exemplo 13. Considere a cadeia de Markov com S={0, 1, 2} e matriz de
0 2

transicdo P = 2 {1 Op 0}. Determine P%0 e p10i,

1
1
0
200 10
(0 10/ 0 10)(1-p 0 p)
Solucdo: P241-p 0 pll1-p O plH{ 0 10 p3 =P
L0 L0 L OJLiop 0P P*=P3.p = P.p = P2
0 1 0)(L-p O p 0 10
PP=<1-p 0 p|.|] O 1 Of={1-p O p|=P Resp:
L 0 1 0Jl-pO0Opj O 1 0] pl00_ p2 o pl0t _ p

05. DISTRIBUIGAO DE XN

A distribuicdo de X, é representada por II,.
Se Ily(i), i € S, é a distribuicdo inicial da cadeia de Markov, entédo:

P(Xo =) =2 oM P}, VjeS I, = [P(X, = 0); P(X, =1),..]

Em termos matriciais: I, =1, P"
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Prova: {X,=j}= U{x0 =i, X, =73}
P(X, = J) = 'P(U{xo =i, X, = })
- le(x0 =i, X, =J)
- zf“p(x0 =D)P(X, =j/Xq =1)
P(X,, = j) = Z::no(i) Py

0 1 2 3
0(18 1/8 1/2 1/4
Exemplo 14. Dada a matriz de transicdo P=1|1/4 2/8 1/8 3/8| e a
2 |1/16 3/16 5/16 7/16
35 0 2/5 2/5
distribuigdo inicial TI1,=(0,0625; 0,3125; 0,4375; 0,1875).
DetermineIl, I1,, 15 e I1,.

Solugao:
0 1 2 3
0( 0125 0,125 0,5 0,25
T, M, =My P" » I, =TI, P P=1| 0,25 025 0,125 0,375
2|0,0625 0,1875 0,3125 0,4375
30,2 0 0,4 0,4

1,(0) = 0,0625 (0,125)+0,3125 (0,25)+0,4375 (0,0625)+0,1875 (0,2) = 0,151
M, = (0,151; 0,17; 0,282; 0,397)

0 1 2 3
00,1281 0,1406 0,3344 0,3969
I, M, =Ty P" - I, =TI, P2 P2 =1| 0,1766 0,1172 0,3453 0,3609
2| 0,1617 0,1133 0,3273 0,3977
3 0,13 01 0,385 0,385
I,(0) = 0,0625 (0,1281)+0,3125(0,1766)+0,4375(0,1617)+0,1875(0,13)= 0,1583
I, = (0,1583; 0,1137; 0,3442; 0,3838)

0 1 2 3
0(0,1514 0,1139 0,3449 0,3898
s M, =My P" - I3 =11, P3 P3 =1| 0,1451 0,1161 0,3552 0,3835
2| 0,1485 0,1099 0,3564 0,3852
30,1423 0,1134 0,3518 0,3924
I5(0) = 0,0625(0,1514)+0,3125(0,1451)+0,4375(0,1485)+0,1875(0,1423)=0,147
5 = (0,147; 0,113; 0,354; 0,386)

0 1 2 3
00,1469 0,1121 0,3537 0,3874
I, M, =M, P" - I, = I, P* P = 1| 0,1461 0,1138 0,3515 0,3886
2| 0,1454 0,1129 0,3534 0,3883
3 0,1466 0,1121 0,3523 0,3890
14(0) = 0,0625(0,1469)+0,3125(0,1461)+0,4375(0,1454)+0,1875(0,1466)=0,146
, = (0,146; 0,113; 0,353; 0,388)
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06. METODO ALTERNATIVO PARA SE OBTER P(X\= )

Pode-se determinar P(X, = j) pela seguinte expressao:
P(Xn =]) = ZP(Xn—l =1) I:>ij
i

Em termos matriciais: ‘ I, =M, P |

Prova: {X,=i}=J{X1 =i X, =3}

P(Xy = 9) =P(ULXn-1 =0 X, = 33)
= ZP(X”‘l =i, X, =)
= 2 P(Xn_1 =DP(Xq =3/ X1 =1)

P(Xn = J) = ZP(Xn—l = i) Pij

Exemplo 15. Determine I1, I1,, I13, I14, [1s em fungdo da formula acima.
Solugao:

1, { n,=IM,,P -1, =11, ;P - II; =11y P (calculamos anteriormente)

Il

I3

Il4

Ils

www.estatistica.ccet.ufrn.br

{ 1, = (0,151; 0,17; 0,282; 0,397).

{ I1; = (0,1583; 0,1137; 0,3442; 0,3838).

I, =(0,151; 0,17; 0,282; 0,397)
(M, =0,,P —>T,=0,,P —TI,=I,P
0,125 0,125 05 0,25
0,25 0,25 0,125 0,375
0,0625 0,1875 0,3125 0,4375
0,2 0 0,4 0,4
k1‘12 = (0,1583; 0,1137; 0,3442; 0,3838)

(Hn:Hn—lp — II3 =TI53_4 P - II; =11, P

0125 0125 05 025
025 025 0,125 0,375

0,0625 0,1875 0,3125 0,4375
0,2 0 0,4 0,4

| M5 = (0,147; 0,113; 0,354; 0,386)

r
Hn=Hn_1P —>H4=H4_1P —)H4=H3P

0,125 0,125 0,5 0,25
0,25 0,25 0,125 0,375

0,0625 0,1875 0,3125 0,4375
0,2 0 0,4 0,4

M. = (0,147; 0,113; 0,354; 0,386).

\ [, = (0,146; 0,113; 0,353; 0,388)

(1, =T, ,P —Tg=Ts P — Ig=I,P

0125 0,125 05 0,25
0,25 0,25 0,125 0,375

0,0625 0,1875 0,3125 0,4375
0,2 0 0,4 0,4

Is = (0,146; 0,113; 0,353; 0,388).

\ I1s = (0,146, 0,113, 0,353, 0,388)
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& TEMPO DA PRIMEIRA VISITA

Definicdo. Seja A um subconjunto do espago amostral S. O tempo da primeira
visita ao conjunto A para a cadeia de Markov é definido por:

T - min{n >0, X, A}
A7 4w seX,2A,n>0

Notacgdo: p{™ ou P; [T; = m], probabilidade de que uma cadeia de Markov, que
inicia no estado i, faga a primeira visita ao estado j no instante m.
0 1 2 3

0 0,125 0,125 0,5 0,25
Exemplo 16. Considere a matriz de transicdo 1| 0,25 0,25 0,125 0,375

210,0625 0,1875 0,3125 0,4375

3 0,2 0 0,4 0,4
Determine p§J, pld) e pi).
Solugao:
pld = 0,125
F’E)Zo) = Po1P1o +Po2P2g + Po3P3o

0,125 (0,25) + 0,5 (0,0625) + 0,25 (0,2)
= 0,03125 + 0,03125 + 0,05 = 0,1125
9830) =Po1(P11P1o + P12Pag + P13P3g) + Po2(P21P1g + P22Pag + PasPsg) + Po3(P31Prg + P3yPog + P33P3g)
= 0,125 [0,25 (0,25) + 0,125 (0,0625) + 0,375 (0,2)] +
0,5[0,1875(0,25) + 0,3125 (0,0625) + 0,4375 (0,2)] +
0,25[ 0+ 0,4 (0,0625) + 0,4 (0,2)]
= 0,125 (0,1453125) + 0,5 (0,15390625) + 0,25 (0,105) = 0,121367

Resultado.

n
Prova: {X,=j}= U{T;=m, X, =1}

ZP(T m/ X =)P(X, =j/T; =m)

n

= Y P(T; =m)ppJ™
m=1

C (m)pn-m
= 2 Py Pj

m=1
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0 1 2 3
0 0,125 0,125 0,5 0,25
Exemplo 17. Considere a matriz de transicdo 1| 0,25 0,25 0,125 0,375
20,0625 0,1875 0,3125 0,4375
31 0,2 0 0,4 0,4

Determine as probabilidades PZ, e P§, em fungdo de p(m)

Solugéo'
Zp|m)Pn m Zplm)Pn m
I:’oo = PooPoo + Po )Poo Poo = P(I)Poo + P(Z)Poo + Po )Poo
=0,125(0,125) + 0,1125 = 0,125(0,1281) +0,1125(0,125) +0,121363
=0,1281 =0,1514

» DETERMINAGCAO DA PROBABILIDADE DA PRIMEIRA VISITA

Definicdo. A probabilidade da primeira visita a um estado j no instante n+1,
para uma Cadeia de Markov que inicia no estado i, € dada por:

1
pI(J'H) ZP p(n) ,h>1
k#j

Observacgoes:
@ pi[Ty=1] = p{ =P, [X; = j] = Py
@ P [X, =] =P}

Prova:

Il
[y

Para n {TJ = 2/X0 = I} = kU'{Xl = K, X, = _]/Xo = I}
#]

Paran=2 p{P)=P[Tj=2/Xo =i]1= Y P(X; =k, X, =j/Xq =1)

k#j
= ZP(Xl =k /Xog =0)P(Xz =j/Xo =0, Xy #])
k=]j
= ZPIK P(k:;)
k#j
Paran=3 p{¥ = Y P(X; =k, X; # X3 =/ X =1)
k#j
= Y P(Xy =k /Xg =D)P(Xy # j, X3 =3/ Xo =i, Xy =k)
k#]j
= 2P P(k?)
k=#j
(n) _ (n-1)
Desta forma a férmula é valida para qualquer n. Pij I;JP Pkj
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\\!WTIF!EM A GRINEE B WEATE

0 1 2 3
0( 0,125 0,125 0,5 0,25
Exemplo 18. Considere a matriz de transicdo 1| 0,25 0,25 0,125 0,375
20,0625 0,1875 0,3125 0,4375
3 0,2 0 0,4 0,4
Determine p§J, pl) e p'2.
Solugao:
pi =P pl Y = pld =P =0125
k=#j
p{V =D Pl = plg =D P pls
k#j k=0
=Pos p(110) + Poa p(210) + Po3 P(313
= 0,125 (0,25)+0,5 (0,0625) + 0,25(0,2) = 0,1125
pi(jn) = > P p(krj]il) = P§23) = > P P(kz-;l)
k#j k#3
=P1opG3 + Pr1p{y +Piopl3

= 0,25 (0,25) + 0,25 (0,375) + 0,125 (0,4375)
= 0,0625 + 0,09375 + 0,0546875 = 0,2109

Exemplo 19. Considere uma matriz de transicao de uma Cadeia de Markov:

Solugao:
pi(jn) = Zpik
k#j
pi(jn) = Zpik
k=j
Pi(jn) = Zpik
k=#j
pi(jn) = Zpik
k#j

www.estatistica.ccet.ufrn.br

0 1 2
P= 2 16p (1) g . Determine plY, plZ, p) e pl).
2| p 0 1-p

Py = phs =P
plg ) = o7 = 2. Poc P2 =Py pl +Poy plY =(1-p)p+0 =(1-p)p

”
Pl = P = X Po b3 =Poopfl) =Poo(l PP =(1-P)(1-P)P =(1-P)?p
p(krj]il) = pfY = > Pox pin ) =(1-p)™'p

k#2



