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Processos Estocasticos — Prof® Fernando César lmN

& ESTADO ABSORVENTE

Definigao. Um estado j de uma cadeia de Markov é chamado um estado:

Absorventese Pjj=1e P;=0, Vi#]j

Exemplo: Na cadeia de ruina do jogador sobre o espaco de estados S={0, 1,
2, ..., N-1, N} os estados "0" e “"N" sao estados absorventes pois,
P00=1 e P0j=0 _]?50
PNN=1ePNJ—=0j¢N

/0 1 2 ... N-1N
0 1 o o0 .. 0O O
1 |1-p 0O p .. 0O O
2 0O 1-p 0 p p O
N-1| O 0O 01-p 0 p
N UDO 0O 0 O o 1_

& ESTADOS RECORRENTES E TRANSITORIOS

Definicao. Seja {X, n > 0} uma cadeia de Markov com espaco de estados S e
funcdo de transicdao P. Denotaremos por:

a probabilidade de que uma cadeia de Markov iniciando no

Py = PilT] <] ogtado i, visite o estado j em algum instante positivo de tempo.

Um estado j de uma cadeia de Markov é chamado um estado:

Recorrente se pj; = 1 Transitorio se pj < 1

Observacgoes:
@ se j € um estado Recorrente, entdo uma cadeia de Markov que inicia no
estado j retornara a este estado com probabilidade 1.

@ Se j é um estado Transitério, entdo uma cadeia de Markov que inicia no estado
j tem probabilidade 1 - pj; de nunca retornar.

® se j & um estado Absorvente, entdo j € necessariamente um estado

Recorrente.
Prova: p; = P; [Tj < o] *pl) =Py =1
) ZPJ[TJ =m @ )
*p5 = 2P P’ =
= Zp(m) k=]
3 2
*p) =3 Py pi3) =0
= pg]l)+pgjz)+pgj3) +.e4...=1+0+0+0...=1 k]
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& NUMERO DE VISITAS QUE UMA CADEIA DE MARKOV FAZ A UM ESTADO

. _ _J1 seX, =] Isto g, I (X,) assumira o valor 1 se no instante n,
Considere: Ij(Xp) = : . i~
0 seX,=j elaseencontrano estado j e zero caso contrario.

Seja Nj o n° total de vezes em que a cadeia visitara o estado j. Entdo: N; = ZIj(Xn)
n=1
Resultado 1. Para que uma cadeia de Markov que inicia no estado i visite o estado
j exatamente m vezes, é necessario que a cadeia faca uma visita ao
estado j, retorne ao estado j (m-1) vezes e depois nunca mais
retorna ao estado. A probabilidade de que isto ocorra sera:

PIN; = m] = pj; P?;_l(l - Pij) m>1
Prova: Inicialmente vejamos: *Pi [Ny > 2] =P [T; < 0] Pj [Ty < 0]
*Pi [Ny = 0] =P [T; = o] ~ PPy
=1-P [T < ] * Para m, tém-se: P; [N;> m] = p; pJ™*
=1-py Entdo: P; [N; = m] = P[N; > m] - P[N; > m+1]
*Pi[Ny21] =1-P [Ny = 0] = pT L py P
=1-1-pj i Fij llJ i
= P [Tj < OO] Pi [Nj = m] = Pijj p]] (1 p_]_])

& NUMERO ESPERADO DE VISITAS A UM ESTADO J

Gi; € 0 n° esperado de visitas a um estado j quando a cadeia se inicia no estado i.
Resultado 2. G; = > P]
n=1
Prova: Inicialmente vejamos: Entdo: Gy = E[N;]
*N; = S L(X,) _El S
3= 2,50 = {z (X )}

*E[L;(Xn)] = 1R[I;(X,) = 1]

—P(X, =j/Xq =) = > EilL;(X,)]
=P(Xy = J) o
n
= Pi? Gij = zpij
n=1
Resultado 3. Se j € um estado transitério, entdo: P[N; <] =1 e |G = 1i, Y j.
Pij
Prova: Se j € um estado transitério 0 < p;; <1  Entdo:
“PIN; =1 Jim By = PN, <= 1
: -1 _
- Jm ey o =0
Sabemos que P[N; =m] = p; pJ (1 - py) Ler_nbre.te:
Et"’G_EN SeJaXG(P)
ntao: i = [ ] P(X - X) — P(l_P)X-l
x=1, 2.

ZmP[N =m]
m=1

o0

= 2. mMpy Y - Pii) 1
m=1 X :G(P) Ex =5

= Pjj Zm 1- ij)P?jqfl

Ex = Y xP(1-P)*!
x=1

www.estatistica.ccet.ufrn.br
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Exemplo 20. Analise os estados das cadeias dadas abaixo e encontre os G;; e Gy,.

o 1 2 o 1 2
1 1
a) 0 0O o b) 0 0O o
1(1/2 1/2 0 112 0 1/2
210 1/2 1/2 2l 0 1/2 1/2
Solugao:
a)
poo =1 O estado "zero" é recorrente e absorvente.
prr = 2. p =pH) +pF +pP +... = % +0+0+... :% O estado "1" é transitorio.
n=1
P22 = 2.p5Y =p +p +p5) +... = % +0+0+... :% O estado "2" é transitério.
n=1
Gij = pl] = G11 = P11 = Gll :—1/2 j—t Gll = 1
1-pj; 1-py 1-1/2

(Gy; =1 - nO esperado de visitas que a cadeia estando em 1 visite o estado 1)

ijzl—ij 22 1-py zzzm
(G5, =3 — nO9 esperado de visitas que a cadeia estando em 2 visite o estado 2)

Gi=—0_ o G,-—P2 g 34 G, -3

b)
poo =1 O estado "zero" é recorrente e absorvente.
& 1 (1) (1)? 1"
piz = 300 = o0 o+ o2+ o 0+ (2] (L] (2] v}
n=1
s-_A P11 = SN SN S T 4 1 O estado "1" é transitorio.
1-q 22 23 2f 2" 1-1/2 2

co 2
P22 = D.P5) = P53 + P57 P53+ = % + (%} +0+...= % O estado "2" é transitorio.
n=1

Gy = i = Gy = Pil = Gy = 12
1-pj 1-py 1-1/2

(Gy; =1 - n© esperado de visitas que a cadeia estando em 1 visite o estado 1)

= Gy =1

Pij 1/2
Gy = = Gy, = P2 22 = ;
1-py 1-p2 1-1/2

(Gy; =1 —» nO esperado de visitas que a cadeia estando em 2 visite o estado 2)

:>G22 =1

www .estatistica.ccet.ufrn.br
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Resultado 4.
Se j é um estado recorrente, entdo:

c) Se p; =0, entdo G; =0

d) Se pl] > O ’ entéo G'] = +00

Provas a e b:
Se j é um estado recorrente entdo pjj =1 e conseqientemente,

PIN; = o] = lim P[N; > m]
m-—oo
H m-1
H m-1
= Pij

Em particular se i = j, P[N; = o] =pj; =1

Obs: Se uma variavel aleatéria pode assumir o valor infinito com probabilidade
positiva, entdo sua esperancga sera infinita. Gj =EN;) = Gj=w

Prova c:

o0 Se Pij > 0

Mas, p;; = p.(.m):O :>p.(-m)=0,Vl'n. < ’

ij mZ::1 ij ij Gj = Zpig‘ =0 Pi[NJ. =] = pij > 0

n n=1 G.: = o
Mas, P = > p{™p™ =0, ¥ n. ’
m=1
Observagdo: Se j é um estado transitério, entdo: limPJ] =0
N—oo

. _<pn - Pi trie N PO im PN —

Prova: G = EPU- = 1_—pjj <o A série ngipij converge, logo Alﬂ; P =0

Definicdo. Se j é um estado recorrente, entdo N; representara o tempo esperado
de retorno ao estado j.

N pa(
N; = 2.nej;
n=1

Observagcoes Importantes:

Os resultados 3 e 4 descrevem a diferenga fundamental entre um estado
transitério e um recorrente.

Se o estado é transitdrio, ndo importa onde a cadeia comega, ela fara um
numero finito de visitas a ele e 0 nUmero esperado de visitas sera finito.

Suponha agora que um estado seja recorrente. Entdo se a cadeia de Markov
comega nele, ela retornard a ele infinitas vezes. Se a cadeia comegar em algum
outro estado, pode ser que ela nunca a visite, mas se isto ocorrer, ela a visitara
infinitas vezes.

www.estatistica.ccet.ufrn.br
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Exemplo 21. Considere a matriz de transicdo de uma cadeia de Markov, dada
abaixo, onde S = {0, 1, 2, 3}.
o 1 2 3
0(12 12 0 O
P=1 1 0 O0 O
2l 0 1/3 2/3 0
31/2 0 12 0
a) Calcule os p;; e diga quais os estados recorrentes e transitorios.

b) Determine Goo ’ Gi1 , Gy e G33.
c) Se o estado for recorrente, determine o tempo médio de retorno.

Solugao:

a)
= 1 1 n n A

oo = 250 = pSa + pSE + ...+ Pl = 5+5:1+0+..=1 O estado "zero" é recorrente.
n=1

@ 1 (1Y (1Y 1Y
ous = 320fY = o0+ o2+ of2 460 4 o) =04 (3] (2] v [
n=1

2 \2 2 2
s-_A P11 = 0+1+ 12 +i3+ s __12 1 O estado "1" é recorrente.
1-q 2 22 2 2" 1-1/2
Py = Zp(”) P+ + 3+ = %4— 0+0+...= % O estado "2" é transitério.
P33 = Zp(”) =M +pF +pY +...20+0+0+...=0 O estado "3" é transitério.
YW@ @, i, Y2 12
Po1 = Zp Poi ™ Poi ™ Por 2227 23 1-12 12
1 1
Po2 =0 Po3 =0 p1o =1 p12 =0 P21 =1 p23 =0 P3o=5 P32=E
b)
Goo = Gi; = © ; quando o estado é recorrente, ele vai fazer infinitas visitas.
Pij P22 2/3
Gy = = Gy, = S Gy =2 = Gy =2
ij 1-py 22 1- pyy 22717513 22
(G5, =2 — n° esperado de visitas que a cadeia estando em 2 visite o estado 2)
Pij P33 0
Gy = = Gi3 = = Gy3=— = G33=0
y 1-py 33 1-pss 37770 33
(G33 =0 — n% esperado de visitas que a cadeia estando em 3 visite o estado 3)
c)
N, Z Q) O _ 150 1 2p@) 1 3p) 1 51 14,3
=y npj’ = Ng = an 0+2p5g +3p0g +o-=1.2+2.2+3.0+...==+1==
2 2 2 2
N, = ™ N ™ _ 100 4202 1 3pP 4. =1.0+2. 43 L 42
an = N an +2pi7 +3p57 +- 0+2.5+3. o442+
22—+3—+4 L . =2—l 2—+3 . =2—l+2 =3
22 24 2 2 22 2
Ex = = X:G(1/2)  Ex=— -2
P ' 1/2

www.estatistica.ccet.ufrn.br
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0 1 2 3 4
0(12 2 0 0 0 -
112 0 12 0 ©
Exemplo 22.Seja S ={0,1,2,..}ondeP=2[1/2 0 0 1/2 0
3/1/2 0 0 0 12
412 0 0 0 O

Determine pgo € pi11-

OBS: E muito complicado achar todos os py, por isso, é necessario o
estudo de varios resultados, vejamos as dificuldades.
Solugao:

Poo = l+i+i+i+ ve=1 Os estados "0 e 1" sdo recorrentes.

2 22 23 24
= i+i+ + i+L+ + i+L+ —l+i+i+ =1
pll 22 23 'Rl 23 24 'R 24 25 'R 2 22 23 'R
Observacao Importante:
Uma cadeia de Markov é chamada de Transitoria se todos os estados forem
transitorios. E serd Recorrente se todos os estados forem Recorrentes.

Se uma cadeia de Markov tiver um espaco finito de estados entdo, pelo
menos um deles é recorrente, portanto a cadeia ndo podera ser transitoria.

Prova: Suponha que S seja um espaco de estados finito onde todos os estados da
cadeia sdo transitorios. Seja j um estado transitorio entdo G < » Vi e S.
Mas G;; = ZPG-‘ <o = limP§ =0 Vj, poisa série é convergente.
n—oo

Como todo estado é transitdrio tem-se: 0 = z limP? = I|m ZP” = I|m 1=1,

jeS n—e

absurdo, logo pelo menos um estado deve ser recorrente.

& DECOMPOSICAO DE ESPAGCO DE ESTADOS

Definigao. Sejam i e j dois estados ndao necessariamente distintos. Diz-se que
o estado i conduz ao estado j se p;; > 0.
Notagdo: i —»j iconduzaj
i4 j indo conduz aj

Teorema 1. Um estado i conduz a um estado j se, e somente se F’ig‘ >0 para
algum inteiro positivo n.

Prova:

Sei —)_] = Pij > 0

Mas p; = P [T; < 0] = Zp(m)>0 = 3 mg e N tal que p(m)>0
Hipoétese: Suponha agora que Pi? >0 para algum n.
Tese: i—j

Se p;} >0 para algum n, digamos ng , entdo

Zpg > pirJl-O >0 = Gij >0 = Gij=Ei[Nj]>0 = Pi[Nj >1]1>0 = Pi[TJ-<OO]>0 = Pjj >0=i>]

n=1

www.estatistica.ccet.ufrn.br
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& PARENTESIS
EG; = ZPi[NJ- >m] >0 = existe pelo menos um mg tal que P; [N;j > mg] > 0
m=1

= pi[N;= 1] 2 pi[Ny=2me] >0 = p; > 0.
Teorema 2. Sei»>j ej—>k,entdoi -k
Prova: P "™ = D PP > PP >0
|
Se i—j = 3 ng tal que Pi;‘o >0

Sej—>k = 3mgtalque Pi° >0

Logo existira n' = ng + mg tal que Piﬂ' >0 ,entdoi—> k
o 1 2 3
0,1 0 O O
Exemplo 23. Considere a matriz de transicgoP = 1|1/2 0 1/2 0
2(0 0 2/3 1/3
30 1/3 2/3 0

Solugao:
0-0 1-0 152 23 1-53 25351
151 252 250 0Ai,iz0 35150
12 13 23 046j,j=0
o 1 2

Exemplo 24. Considere a matriz de transicao P = 010 1/21/2

112 0 1/2

20 1 0O

Solugdo: 01 052 150 152 251 01 062 162

» COMUNICAGAO DE ESTADOS

Definicdo. Um estado i se comunica com um j se i conduz a j e j conduz a i.
Notagdo: i <> j ise comunica com j
i j indo se comunica com j

Teorema 3. Se i, j e k sdo trés estados de uma cadeia de Markov, entdo:
a) Seivjentdojwi
b) Seivkek« jentdoi« j Prova: pi® = P(Xo=i |Xo=1) = 1
i>k ko>j =>io]
i=ok koi =j-oi
i
~ COROLARIO
Se o estado i é recorrente e comunica-se com o estado j, entdo j é recorrente.
Prova:
Se i comunica-se com j entdo existem | > 1 e m > 1, tais que Pig >0 e P]-rin > 0. Para

qualquern, n > 1:
| | < . - | R = |
m+n+ mpn m+n+ mphn m n m+n+ . s A
P ™ > PPIPy = Y PR > 3 PIPIPy = PPy Y P = D P =0 j € recorrente.
n=1 n=1 n=1 n=1
Da mesma forma pode-se dizer que, se i comunica-se com j e i € um estado

transitorio, entdo j € um estado transitorio. Os estados que se comunicam formam
uma mesma classe.

www.estatistica.ccet.ufrn.br @
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& CLASSES FECHADAS

Definicdo. Um subconjunto C — S de estados se diz fechado, se nenhum estado

dentro de C conduz a qualquer estado fora de C, isto &, se:
pj = 0 paraieC e jeC.
Resultado. O conjunto C = S é fechado se, e somente se, Pig‘ =0, ieC, jeC e n>1.

Prova:
Suponha que C é um conjunto fechado de estados.
Entdo pij = 0, ieCe JEC

= P[Tj<»] =0,ieC,jeC = > pi™=0,icCejeC =p™=0vm=1

m=1

n
m=

= Pi=0vnx1,icCejeC
Pi=0vn=>1,icCejeC
Se P{=0Vn =i/l ] ieCejeC

= pPij= 0,ieCejeC
= 0 conjunto C = S é uma classe fechada.

Hipdtese:

Um conjunto fechado C < S de estados de uma cadeia de Markov é chamado
IRREDUTIVEL se todos os estados de uma classe se comunicam. Isto &, se i &
j V ieC, jeC. Tem-se entdo do coroldrio, visto anteriormente. Se C é um conjunto
fechado irredutivel entdo, ou todo estado em C é recorrente, ou todo estado em C é
transitorio.

Teorema: Seja C um conjunto finito de estados fechado irredutivel. Entdo cada
estado em C é recorrente.
Prova: Como C c S é finito, entdo C tem pelo menos um estado recorrente.

Como C c S é fechado e irredutivel, entdo todos estados de C sao do
mesmo tipo e conseqlientemente todos sdo recorrentes.

Exemplo 25. Considere as cadeias de Markov cujas matrizes de transigbes sao
dadas abaixo. Analise-as.

0 1 2 3 4 s
of1 o o o 0o o
0 1 2 114 12 /4 0 0 o0
ayp=9 1 0 0 byP=2| 0 15 2/5 1/5 0 1/5
10 1/2 12 3l 0 0 0 16 13 12
2(12 0 12 4 0 0 0 12 0 12
s{o 0o o0 14 0 34
Solucdo:
a) b)

0 & 0 ; zero é um estado absorvente
e recorrente.

1-2-50

15252

1-1

{0} classe fechada irredutivel

{13}, {2} sdo estados transitorios

www.estatistica.ccet.ufrn.br

0 & 0 ; zero é um estado absorvente
e recorrente

345 364 35
{0} classe fechada irredutivel
{3,4,5} classe fechada irredutivel,
estados recorrentes

{1,2} classe transitéria
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& PROBABILIDADE DE ABSORCAO
Definicdo. Seja C um conjunto fechado irredutivel de estados recorrentes.
Defina a probabilidade de absorgdao pelo conjunto C para uma cadeia
de Markov que inicia no estado i por: pW = P[T. < =]
Observacgoes:

® como C é uma classe fechada, entdo a cadeia ficard para sempre em C, uma
vez que venha a ser absorvida por C, isto é:

p=1seieC e p" =0 seifor recorrente e i ¢ C

® Para as cadeias finitas, é sempre possivel calcular p(') parai € Sy, onde Sré um
conjunto finito de estados transitérios, resolvendo o seguinte sistema de
equagBes lineares: p = 3P, + > Pyl
jeC jeSt

® A equagdo (1) tem solugdo tnicae 3 p® =1, e Sy
i 1

Exemplo 26. Considere a matriz de transicao abaixo. Analise-a e encontre os pj;.
o 1 2 3 4 5
(1 0 0 0 0 0)

1/4 1/2 1/4 0 0 O
0 15 2/5 15 0 1/5
0O 0 O0 16 1/3 1/2
0O 0 0 12 0 12
0O 0 0 14 0 3/4/

u b W N+~ O

-
Solugao:

{0} classe fechada irredutivel recorrente

{1,2} classe transitoria

{3,4,5} classe fechada irredutivel, estados recorrentes;

o0 =3P+ 3P

jeC jeSt

w_1. 1m0 10

Po" =4 TP TgPo
1 1 2 ¢ 22 _1 @ 3 @_1 a 1 2
pg)zgpg)Jrgpg) j(l_gjpg)zgpg> jgpg)zgpg> = p = 3@
w1 1w 1o 1o 1 1o 0w 1,,@
Po = t5P0 TP SP0 =5t 4P (x4) PO Po
1
=20p)) =1+pf? =6pf? -pf? =1 =|p¢” -
1 3
1):3pgz) :>pgl):3.§ :pgl):g
Po —Pm—g Po —on—g P13—P14—P15—§ P23—Pz4—925—§
3 2 1 4
o 1-p o —1-3 2 e g e g L e 8

www.estatistica.ccet.ufrn.br @
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& ESTUDO DA RUINA DO JOGADOR

INICIALMENTE, SUPONHA QUE P = Q

_ %9z - G
P1-P2 .- Pj

q

S; D

_9.9...
p.p...

)

\\!WTIF!EM A GRINEE B WEATE

Pi[To < Tn] é a probabilidade de ruina do jogador quando ele inicia com o capital i.
Agora, determinar-se-a a probabilidade de que o jogador perca o jogo.

s- 52 -8

q

J (3

P

q

P

q

P

q

S “
=k

N-1
J -

q

(s

P

el

i N
ot o 66
s, - 9s, :[ﬂj —(EJ ~ 5, -/ P Logo parai = 0: S, =
p p) \p 1.4 1.4
p p
26 o GG o))
PITo < Tyl = ZLP2 231 P2 P PITo < Tyl = P2 P
B 6 ()
i=o\P p P
Se N - «, isto &, se o Adversario for muito rico, tem-se:
i N
Bhd i
: N p 1. _(4ay.
limP[T, <TN]=I|m1ﬁ , —[Bj,p>q
p
Supondo que o Jogador é muito rico, tem-se:
i i | i |
BRGEIME/EGE
_ \p p)ip o \p P/ P q)
iMP[Ty < Tyl =lim ——== =1im — =1-|=|;p<q|, =0;p>q
o 6 6 I 65 )
p/\P pP/\p p
Se Ambos forem muito ricos, ter-se-a:
. 2 i 2i
S (g
. p P P p p
I|mPi[T0<TN]=I|m—2i =lim 5 ‘= 1;p<aq| =0;p>q‘
1- qj -2(‘4} In9
p p p

www.estatistica.ccet.ufrn.br
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SUPONHA AGORA QUE P = Q

S; 1

] . . X

i - N-1-i+1 N-i N-—i

P <TWl=R7— =% = N-1:1 = N PITo < Tl ==~
S; 1
j=0 j=0

Se o Adversario for muito rico, tem-se:

; . N-i -
lll'go‘opi[To <Tyl= llll_rILT =1 ,!ll_r:l PlTo < Ty]=1

Supondo que o Jogador é muito rico, tem-se:

i+1—i

>0 |

N =0 ||mP|[TO <TN]:0
S j+| i>w

Se Ambos forem muito ricos, ter-se-a:

||m PI[TO < TN] = l
i—>o 2

. . i 1
imP LTy < Tyl = fimf1- 1] = 3
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