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Processos Estocasticos — Prof® Fernando César lmN

& CADEIA DE NASCIMENTO E MORTE

Considere uma cadeia de Nascimento e Morte com espaco de estados:
s={0,1,2,..,dy0ud0,1,2,..dd+1, ..} Sua funcdo de transicdo é:

q, j=i-1, i>1

o _ o d=i, 20
" p, j=i+1, i20
0, cc

Se a cadeia for finita: P4 = 0; pi+q + ri= 1.

Teorema 01. Para dois estados, a € Seb e S, a < b, a probabilidade de que uma
Cadeia de Nascimento e Morte, que se inicia no estado i, a < i < b,
visite primeiro o estado a antes de visitar o estado b é dada por:

b-1
2S5 1, sej=0
Pi[Ta<Tb]=%’ onde' S. = M 1<j<d
P S, <
Ds; P1P2--P;
j=a
Prova: Faca-se: u(i) = Pi[Ta < Ty (1.1)

Se a CNM inicia no estado j, em uma etapa, ela vai ou para o estado j - 1, ou para
j, ouj + 1 com probabilidades respectivamente q;j, r; e p;. Ent&o:

Pi[Ta < To] = Pjj1 Py-1l[Ta < To] + Py Pi[Ta < Tol + Pyje1 Pj+a[Ta < To] (1.2)
Usando (1.1) em (1.2) e as probabilidades: u(j) = q;u(j-1) + rju(G) + p;u(i+1) (1.3)
Sabe-seque pj+ r+qg;=1,entdor=1-p;-q; (1.4)

Usando (1.4) em (1.3): p(j) = qu( - 1) + (1- p; - q;)u() + pu@G + 1)
= qu(j- 1) + n@) - pu@G) - aquQ) + pu(d + 1)
pi[n( + 1) - (@] - q;[n@G) -u(G-1)1=0
pi[nG + 1) - u(@)] = a;[n@G) - nG - 1)]

4+ 1) - 10) = S 10) -G - 1)
]
~ (9195...95-1)(P1P2-- Pj-1)

1) - ) = N
u(G + 1) - n(@) (PxPa. ;) (@ Gy 1) () - n(G-1)]
WG+ 1) - @) = L@ -pG-D], a<ij<b
j-1
. . Sj Sj1 . .
nG+ 1) -p@) = ——h(G-1) - u(G-2)]
Sj_1 Sj-2

WG+ 1) - () = I a1y )]
Sj_1 Sj_2:-:Sa

uG + 1) - u@) = z—j[u(a+ 1) - (@]

a

S.
Multiplicando os lados por (-1): u(G) -u( + 1)= S—J[u(a) -wa+1)],a<j<b(1.5)

a

Somando (1.5) de a até b-1: bz:_l[p.(j) (i +1)] = @) ‘S“(a +1)] b_1sj (1.6)

j=a a j=a

Mas, p(b) =Py[Ta<Ty] =0 u(@) = Pa[Ta<Tp] =1
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Voltando em (1.6): [u(2) _;l(a +1) bisj =1 = [w@) —n@+ )] b_} (1.7)
a j=a

> 2.5

j=a

b-1
2.S;

Usando (1.7) em (1.5): bz_:l[p(j)—u(j+1)]= 2, a<j<b

& b1
) S
j=a
b-1
2. 3] s.
. =i . . .
u(i) - u(b) = 25 w@)-p(G+1)=c5—, a<j<b
Sj S
j=a j=a
b-1 b-1
.ZSJ' _ZSJ'
Somando de i até b-1: p(i) = 2= Isto é, P[T, <T,]=2>—, a<b

b-1 b-1
S.

J Sj

J

g
g

=a =a

—.
—.

Teorema 02. Uma cadeia de Nascimento e morte irredutivel com espaco de
estados S = {0, 1, 2, ...} é recorrente se, e somente se:

>'s; =, onde s; :M,jzleso= 1.
j=1 P1iP2--P;
b-1
25
Prova: Inicialmente, quando n — o = T, — ». Vemos que P(T, <T,) = 25
2.5
j=a
n-1 n-1
DS S; - So .
Se a cadeia se inicia no estado 1, entdo P,(T, < T,) = ::11 = ]:Onfl =1-—
Sj XS Sj
j=0 j=0 j=0
Portanto, P;(Ty < T,)=1- n—}
2.5
j=0
. . 1 1 1
P(To<T)=IlimP(Tyg <T,)=limPj|1-———|=1- =[P (T <T,)=1-
n—ow n— o n-1

s
Y

—.
1l
o

2,5; .
0

o0
Sj
]= j=0

Hipotese: A cadeia de Nascimento e Morte - CNM é recorrente.

Tese: sy =
j=0
1 1 i
Prova: P(To<T,)=1 =1-— =1 = — =0 :}ZSj:oo
j=0
2S5 .S ’
j=0 j=0

www .estatistica.ccet.ufrn.br
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Hipétese: )>'s;=o
=0

Tese: a cadeia é recorrente
Prova: pOO = PO(TO < Too) = POO + P01P1(T0 < OO) (1-8)
Ma&PﬂTo<m)=1—:%—=1—0:1

25
j=0

Entdo, poo = Pog +Po1P1(To < )
= POO + P01.1
= Poo + Poy
poo =1, logo o estado zero é recorrente. Como a cadeia é

irredutivel, todos estados se comunicam, entdo todos
eles sdo recorrentes e portanto a cadeia é recorrente.

& DISTRIBUIGAO ESTACIONARIA

Definicdo. Seja {X,, n = 0} uma cadeia de Markov tendo espaco de estados S e
matriz de transicdo P. Se para cada i € S, =(i) sdo nUmeros reais
ndo-negativos, Y n(i)=1 e se > n()P;=n(j) V j € S, entdo = é

ieS i
denominada uma distribuicdo estacionaria para a cadeia de Markov.

Na forma matricial

Propriedade O1.
Se n é uma distribuicdo estacionaria, entdo )’ n(i) P7 = n(j)
i

Prova: Faremos a prova por indugao. Para n= 2:

> a(Ps = > w(i)> PPy
K

=3 > w(i)PyPyj
ik

= Z (Z ﬁ(i)Pik jpkj
k

= > (k)P
k
2 (P} = n(j)

Suponha que a relacdo seja valida para n = m, isto é Zn(i)PiE" = n(j) .
i

Entdo:

> aiPI = > (i)Y PPy
k

Y KPPy
i k

_y (z P kaj
k

i
Zn(i)PiE“+1 = n(j) . Portanto, a féormula é valida para qualquer n > 0.

www.estatistica.ccet.ufrn.br
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Propriedade 02.

Seja n uma distribuicdo estacionaria para uma cadeia de Markov e,
suponha que limP] exista e limP§=n(j), Vv j € S. Se ny € a
Nn—oo

n—oo

distribuigdo inicial da cadeia, entdao limP(X, =j)=n(j), Vj e S.
Nn—oo

Prova:

im P(X, =) = lim(E mo(P) = X mo(® lim Pf = 3" o ()(3) = ()Y 7o) = n(3)-1

lim P(X, = J) = 7(J)

Propriedade 03.

Se uma cadeia de Markov tem um numero finito de estados e é
irredutivel entdo ela tem uma Unica Distribuicdao Estacionaria.

Exemplo 27. Considere uma cadeia de Markov tendo um conjunto de estados
S ={0,1, 2, ...} e a matriz de transicao dada abaixo:
o 1 2

_o|ly3 13 13
1|14 2/4 1/4
2l1/6 1/3 12

Pode-se achar uma Unica distribuicdo estacionaria? Se sim, ache-a.

Solugao: 01520
A cadeia é finita e é irredutivel, entdo ela tem uma Unica distribuicdo estacionaria.
0 1 2
0(1/3 13 13
P= =
[%(0), n(1), 7(2)] 1[1/4 24 1/4] [%(0), n(1), 7(2)]
201/6 1/3 1/2
%n(O) +%n(1) + %TC(Z) =n(0) = —%n(O) + %n(l) +én(2) =0
1

>7(0) +%n(1) +%n(2) (1) = %R(O) —%n(l) ' %n(z) ~0
_23 14 16-2/3 1/4 L1121 2

D=|13 -12 1/3/1/3 -1/2|=-+—4— -~ 424> =22
. 1 1|1 1| 31218 12 9 12 36

0 1/4 1/60 /4 1 1 2 6 D, 6/36 6 6
Do=l0 -1/2 1/30 -1/2/=——+-— =2 =" n(O):—O:/—:— 7(0) = —
. 1 1l 1] 12712 12 36 D 2536 25 25

~2/3 0 1/6-2/3 0

1 2 5 10 D, 1036 10 10

D,=|13 0 1313 0=L+2-2_10 |4y D1 _ _10 | 4y_10

1= Y 3y 879718 36 "W 2536 25 |" M35
101 1|1 1

H0) 4 n(D)+1(2) =1 = 7(2)=1-m(0)-2(1) = nx2)=1-2-20 -2

25 25 25

Dist Est : =|—=,—,—
IS rlbUIgaO stacionaria: | ( j

www.estatistica.ccet.ufrn.br
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Exemplo 28. Considere a cadeia de Ehrenfest, e suponha que d = 3. Ache a
distribuicdo estacionaria.
Solugao:
o 1 2 3
o o 1 0O 0 015253525150
P=1[13 0 2/3 0 A cadeia elflr_nta ee |_rre_dL~Jt|veI, eqtaq gla
tem uma unica distribuicao estacionaria.
2| 0 2/3 0 1/3

3L 0 0 1 0
0 1 2 3
0| O 1 0 0
[7(0), =(1), 7(2), =(3)] 1{1/3 0 2/3 0 |= [(0), n(1), ©(2), n(3)]
20 2/3 0 13
300 0 1 0

%TC(].) = n(0) %n(l) = n(0) n(0) + %n(Z) =n(1) (x3) %n(Z) = n(3)

TC(O) + ETE(Z) — TC(].) ﬂ:(l) = 37‘[(0) 371',(0) + 21‘[(2) = 371',(1) 7'5(2) = 37‘5(3)

) 3 37(0) + 27(2) = 9(0) 37(0) = 3n(3)

5“(2) = n(3) 67(0) = 21(2) n(3) = n(0)
(2) = 3n(0)

1(0) + (1) + n(2) + n(3) =1 = =n(0) + 3n(0) + 3n(0) + n(0) =1 = 8x(0) =1 = |=(0) = %

(1) = 31(0) = |n(1) = g 2(2) = 3n(0) >|n(2) = % 2(3) = 1(0)= |n(3) = %

s L 1331
Dist Est =2, 2,2,
istribuicao Estacionaria: |n (8 3’8 8j

& ESTADO PERIODICO

Definigao. O estado i diz-se ter periodo d(i) se P! =0 quando n ndo for
divisivel por d(i) e d(i) € o menor inteiro com esta propriedade.
d(i) = mdc {n; P} = 0}
Por exemplo, comecando em i é possivel que a cadeia entre em i
apenas nas etapas: 2, 4, 6, 8, ... Neste caso d(i) = 2.

Exemplo 29. Dada as matrizes de transicdes abaixo, encontre o periodo de cada

01 2 3
o0 0 1/2 1/2
estado. P=111 0 0 O
2l 01 O 0
3301 0 O
Solugao:
-2
52 -2-51-50
25150 52 37120 -3
525150 5251 -3-51-0 -3
0 150 -3
—»3-51-50 5351 d(3) =mdc {3, 6, ...}

d(2) = mdc {3, 6, 9, 12...}

aw=3]  [1@=3]
www.estatistica.ccet.ufrn.br
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& ESTADO APERIODICO

Definigao. Um estado é dito ser aperiddico se o seu periodo for igual a 1.
Uma cadeia sera aperiodica se todos os estados forem aperiddicos.

Exemplo 30. Dada as matrizes de transicdes abaixo, encontre o periodo de cada

estado.
o 1 2 Solugdo: [d(0)=1] [d(1)=1] [d(2)=1]
_0(12 12 o ~ B B
T 1|12 ya 14 d(o?-d(.l?-d(z)-l
2 0 1/3 2/3 di)=1;i=0,1, 2.

Os estados sdo aperiddicos, portanto a cadeia é aperiddica.
Macete: Quando algum elemento da diagonal principal for diferente
de zero, entdo os periodos sdo igual a 1.

Propriedade. Se o estado i tem periodo d(i) e se comunica com j entdo d(i) = d(j).

Exemplo 31. Dada as matrizes de transigdes abaixo, encontre o periodo de cada

estado.
0 1 2 3 0> 1> 2> 1> 2
0(0 1 0 O ool
P=1|1/3 0 2/3 0 Solugao: 0 3 0
210 13 0 23 ;

3]0 0o 1 o0
d(0) = mdc {2, 4, 6, 8}

d(0) = d(1) = d(2) = d(3) = 2
di)=2;i=0,1,2,3

& TIPOS DE ESTADOS RECORRENTES

Recorrente Positivo Um estado i é recorrente positivo se comecando em i,
espera-se que o tempo de retorno ao estado i seja finito.

Recorrente Nulo Um estado i é recorrente nulo se comecando em i, espera-se
que o tempo de retorno ao estado i seja infinito.

Numa cadeia de Markov finita o estado recorrente é recorrente positivo. Logo numa
cadeia finita nao existe estado recorrente nulo.

& ESTADO ERGODICO

Definigao. E um estado recorrente positivo aperiédico.
Uma cadeia sera ergddica se todos os estados forem ergddicos.

0 1 2
Exemplo 32. 1 00
0 1/2 1/2
0 12 1/2
Solugao:
{0} {1,2} 1521 d(0) =d(1) =d(2) =1

Todos os estados sdo ergddicos porque sdo recorrentes positivos e
aperioddicos, logo é uma Cadeia Ergddica.

www.estatistica.ccet.ufrn.br
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o 1 2
Exemplo 33. 0f12 12 0
112 1/4 1/4
20 1/3 2/3
Solugao:
01525150 d(0) =d(1)=d(2) =1
Todos os estados sdo ergddicos porque sdao recorrentes positivos e
aperioddicos, logo € uma Cadeia Ergddica.
Teorema. Para uma cadeia de Markov irredutivel ergddica existe

limP e m;=IlimP] =limP(X, = j)
Nn—o0

nN—o n—oo

O limite da probabilidade de que a cadeia estando em i estard em j
na etapa n equivale dizer que "ao longo do tempo" =j serda a
proporcao de vezes que a cadeia permanecera em j.

Exemplo 34. Considere a matriz de transicao de uma cadeia de Markov abaixo:
o 1 2

012 12 0©
112 1/4 14
2l 0 13 2/3

. Encontre a distribuicdo estacionaria .

o 1 2

Soluggo: [P =x]  [x(0), n(1), w(2)] {| 12 2 ] = [x(0), =(1), x(2)]

210 13 2/3

1 1 1 1

En(O) + En(l) = n(0) = En(l) = En(O) = n(0) = n(1)

1 2 1 1 3
Zn(l) + En(Z) =m(2) = Zn(l) = 575(2) = n(2) = Zn(l)

10) + (1) + n(2) =1 = =(1) + =(1) + %n(l) =1 =11n(1) =4 =|n(1) = IiI.I.

4 3
4 2)= >
1 Mg

n(0) = (1) = |n(0) = IiI.I. n(2) = %n(l) = m(2) = %

C L 4 4 3
Distribuicao Estacionaria: |n = (H'H'HJ

Exemplo 35. Considere a matriz de transicdo de uma cadeia de Markov abaixo:

0o 1 2
= ofr 0 0 . Encontre a distribuicdo estacionaria r.
110 1/2 1/2
20 1/2 1/2
Solugao:
{03} classe absorvente recorrente positiva do) =1

{1, 2} classe absorvente recorrente positiva d(1)=d(2) =1
A cadeia é recorrente positiva aperiddica, logo a Cadeia é Ergddica.

Observacao: A cadeia ndo é irredutivel, portanto ndo terd uma Unica distribuicdo
estacionaria. Neste exemplo, terd duas distribuicdes estacionarias,
uma concentrada em {0} e outra em {1, 2}. Veremos a seguir.

www .estatistica.ccet.ufrn.br
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& DISTRIBUIGAO ESTACIONARIA CONCENTRADA

Definigao.

Exemplo 36.

Solugao:

nP'=n

Resultado 1.

Exemplo 37.

Solugao:

T{(l) = n(0)
575(0) = n(2)

%n(O) _ 2(3)

Seja © uma distribuicdo em S, isto é, n(i) > 0 e Zn(i):l e seja C

um subconjunto de S. Diremos que & é concentrada em C se n(i) = 0
vV i ¢ C, onde C representa as classes fechadas.

Considere a matriz de transicdo de uma cadeia de Markov abaixo:
0 1 2

_ 01 0O
1l 0 1/2 172
2( 0 1/2 1/2
{07} classe absorvente recorrente positiva
{1, 2} classe absorvente recorrente positiva

. Encontre a distribuicdo estacionaria .

1 2

[n(1), ©(2)] 1[1/2 1/2J= [n(1), ©(2)]
2|12 12
1 1 1 1

S+ 5a@)=n(1) =S2)=Sn1)  =w2)=x(1)

M) +n2) =1 = 2r1)=1 ={a(l)= % 7(2) = n(1) = [=(1) = %

11
Distribuicoes Estacionarias: me "=10,=, =
sribuiies Estaciond (03,3

Seja X,, n > 0 uma cadeia de Markov recorrente positiva irredutivel
com distribuicdo estacionaria n. Se a cadeia é periédica com periodo
d, entdo para cada i, j de estados em S, € um inteiror, 0 <r < d tal

que Pi? =0 existe para n = md + r para algum inteiro positivo m e

lim PP = dn(j)|.
m—o0

01 2 3
0[O0 0 1/2 1/2
Considere acadeia: P=1{1 0 0 0 |.Calcule os limites.
201 0 O
301 0 O

di)=3 0123
A cadeia tem uma Unica distribuicdo estacionaria, pois a mesma é
irredutivel e finita. Ndo € Ergddica, pois os periodos sdo = 1.

01 2 3
0(0 0 12 1/2
[7(0), =(1), n(2), =(3)]1|1 0 0 0 | = [=(0), n(1), n(2), n(3)]
2(01 0 O
3(01 0 O
1(0) + m(1) + (2) + n(3) = 1

(1) = 7(0) = |n(1) :%

1 1
71(0) + m(0) + 5 n(0) + 5 n(0) =1

3n(0) =1 %K(O):R(Z) = n(Z):%
1 1111

TCO = — T = —_—y ===

©-=3 (3 3'6 6j %K(O):n(s):n@):%

www.estatistica.ccet.ufrn.br
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0-2->1-50 d@i) =3
lim PP = dn(j) lim P3M = 3r(0) = lim Pg" = 3l = lim P3" =
m—o m-—oo m—o 3 m—o
: 3m : 3m 1 H 3m 1
||m P22 = 37T(2) = ||m P22 = 3— =) ||m P22 = —
m—>ow m-—o0 6 m-—> 2
01 2 3 01 2 3
0Of/1 0 O 0 o0 0 1/2 1/2
PPM-1/0 1 0 O P> _4911 0 0 O
2|0 0 1/2 1/2 200 1 O 0
3]0 0 1/2 1/2 3101 O 0

Resultado 2.

Exemplo 38.

Solugao:

Resultado 3.

Seja n uma distribuicdo estacionaria. Se i € um estado transitério ou
recorrente nulo, entdo =(i) = 0.

0O 1 2 3

0[1/2 1/2 0 0

Considere a cadeia: P=1{1/2 1/2 0 0
211 0 0O

30 1 0O

{0, 1} classe fechada recorrente positiva
{2} {3} classes transitorias

0 1
[7(0), n(1)] o{ 1/2 1/2} = [n(0), n(1)]
1| 1/2 1/2
1 1 1 1
5 n(0) + En(l) = n(0) = En(l) =3 n(0) = n(1) = n(0)
n(0) + n(1) = 1 = 27(0) =1 =|n(0) = % (1) = n(0) = |n(1) = %

Distribuicdo Estacionaria: | = [%, %, 0, Oj

Considere uma cadeia de Markov de Nascimento e Morte irredutivel
com espaco de estados S =4{0,1, 2,...dyouS={0,1, 2,..}e

seja e

d; 9, 3---G; |

(ol

A CNM tem Uma Unica Distribuicdo Estacionaria se Zti < 0|,

g

Neste caso |rn(i) =
t.

s

I
o

www.estatistica.ccet.ufrn.br
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Exemplo 39. Considere a cadeia de Ehrenfest com d = 3. Diga se ha uma Uunica
distribuigdo estacionaria e ache-a.
o 1 2 3

of o 1 0 0
P=1/13 0 2/3 0
2l 0 2/3 0 13
300 0 1 0

Solugao:
0> 15 253525150
VNS Todos estados se comunicam entdo a cadeia é irredutivel.
0 1
q, j=i-1, i>1 Po=Po1 =1 g1 =Py =1/3
L F s B B B B
lembrete : P; = fir J__!’ . ';8 — Pi=Pn=2/3 42 = Pa1 = 2/3
Pip J=1+4 1= P, =Py =1/3 Q3 =Px=1
0, cc
2 21
_ P 1 nt P
t-:POPIPZHIPHI tl:q_ozl/_3 tz:P(JPl :13 t3:P0P1P2:133
A1 92 93--- Qi ! d: 9z lz d: 92 93 131
33 33
to—l t1=3 t2—3 t3:1
B 3 3
D<ol dti=tog+ty+t, +t3=1+3+3+1=8=[>t =8
i=0 i=0 i=0
3
8 < «, entdo a cadeia tem uma Unica distribuicdo estacionaria pois Zti <,
i=0
" n(0) = 3t° (1) = 3t1 n(2) = 3tz n(3) = ;3 Distribuicdo
(i) = wi 3t St St St Estacionaria:
S, =0 0 i—0 =0 | _(l 33 lj
I - 4 I A
- 1 3 3 1 8 8 8 8
i=0 0)== 1) == 2) == 3)==
n(0) 3 n(1) 3 n(2) 3 n(3) 8

Resultado 4. Seja C um conjunto fechado irredutivel de estados recorrentes.
Entdo a cadeia de Markov tem uma Unica distribuicdo estacionaria =
concentrada em C.

1 .

Ay = {p < C (i) = =
0, caso contrario Hi
0 1 2 3
0({12 12 0 0
Exemplo 40. Considere a cadeia: P=1|1/2 1/2 0 0
21 1 0O 0O
31 0 1 00

Solugao: {0, 1} classe recorrente positiva

{2} {3} classes transitorias

1 1 1 1 1
=1=,2,0,0 0)=— =— = =2
. [2 : ] MO) = = o =t = o = 75 = [ =]

0

. 1 1 1 1
= L -1 _ 1 -1 —2
"= MW= == = 1/:Z:»III

i 1

www.estatistica.ccet.ufrn.br
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& PROCESSOS DE SEGUNDA ORDEM

FUNCAO MEDIA E FUNCAO COVARIANCIA

Definicdo 1. Um processo estocastico X(t), t € T é chamado um processo de
segunda ordem se EX2(t) < w paracadate T.

Definicdo 2. Seja X(t), t € T um processo de segunda ordem. A fungdo média

ux(t), t € T do processo é definido por |u, (t) = EX(t)

Definicdo 3. Seja X(t), t € T um processo de segunda ordem. A funcao
covariancia (s, t), se t e T é definido por ‘rx(s, t) = cov(X(s), X(t))‘
Esta funcdo é também chamada de fungao auto-covariancia.

Observacgoes:

® Também se tem r (s, t) =EX(s) X(t) - (EX(s)) (EX(t))

@ A variancia de X(t) pode ser expressa em termos da fungdo covaridncia
VarX(t) = EX2(t) - (EX(t))2

Ex2(t) - (EX(t))(EX(1))

VarX(t) = r(t, t)

©FN fungdo covariancia r, é simétrica em relagdo a s e t.
r« (s, t) = EX(s) X(t) - (EX(s)) (EX(Y))

EX(t) X(s) - (EX(t)) (EX(s))

r(t,s);seteT

rX(SI t) = rX(tl S)

& PROCESSOS ESTACIONARIO DE SEGUNDA ORDEM

Definicao. Diz-se que X(t), - © < t < oo & um processo estacionario de segunda
ordem se para cada niumero 1, 0 processo de segunda ordem
Y(t) = X(t + 1), - © < t < o tem a mesma média e funcdo
covariancia que o processo X(t).

Resultado. Seja X(t) um processo estacionario de segunda ordem. Entdo
ux(t) independe de t e r (s, t) depende da diferenca entre t e s,
t > s. Neste caso:

a) EX(t) = E(X(t+ 1)) = n (constante)

b) rc(s, t) = cov(X(s), X(t))
= cov(X(s - s), X(t - s))
= cov(X(0), X(t - s))
(0, t-5s)=r(t-59)

Fazendos =0
re (t) = (0, t)
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Observacoes:
@ r, (t) é chamada de fungdo covariancia ou auto-covariancia do processo.

@ r, (t) é simétrica em torno da origem.
r«(t) = (0, t)

= Iy (tl 0)
=TIy (Or - t)
e (t) = rx(-t)
@ A variavel aleatéria X(t), - © < t < oo tem uma varidncia comum.
VarX(t) = re(t, ©)
= Iy (Or 0)
= Ix (0)
VarX(t) = ry (0)

@ Quando somente acontece que r, (s, t) = r (t - s), t > s, diz-se que o processo é
estacionario de covariancia.

Coeficiente de Correlagao:

. n® NG
PO oy no- YR

Exemplo 41. Seja Z; e Z, variaveis aleatdrias independentes onde Z; ~ N(0, c2),
i =1, 2. Seja A um numero real constante e X(t) = Z; cosit + Z,
senit, - o < t < oo,
a) Ache a funcao média e funcao covariancia do processo.
b) X(t) € um processo estacionario de segunda ordem? Se sim, ache
o coeficiente de correlagao.

Solugao:

Z1 ~ N(0, o) E(Z1) = 0 e Var(Z,) = o2 Lembrete:

22 ~ N(OI 02) E(ZZ) =0e Var(Zz) = g2 COV(y, y) — V(y)

a) px (t) = EX(t) cov(uL v) = Euv - E(u) E(v)
. E(Z; cosit + Z, senit) V(u) = E(u?) - [E(u)]?

= cosit E(Z1) + senit E(Z>)
= (cos At)0 + (senit)0

rx(s, t) = EX(s)X(t)
= E[(Z; cosAs + Z, senAs) (Z; cosit + Z, senit)]
= E(Z,2 cosis cosit +Z1Z;, cosis senit +Z,Z; senis cosit + Z,2 senis senit)

= cos\As cosit E(Z12)+cosis senit E(Z1Z;)+senis cosit E(Z,Z;)+senAs senit E(Z,2)

= COSAS cOsAt 62 + cosis senit 0 + senis cosit O + senis senit 62
= o2(cosAs cosit + senis senit)

lembrete: cos(b-a)= cosa cosb + sena senb

(s, t) = 02 cos A(t - 5)]

b) r.(s,t) =c2 cosA(t-s), logo X(t) € um processo estacionario de segunda ordem,
pois existe diferenca entre t e s.

Fazendos =0 r,(t) = c2cosit Coeficiente de Correlagao:

(0, t) = 02 cosit r (0) = 52cos0

RO =ctcosit]  po)=o21 |- e - T
rx(o) = c2 X °
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